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译 者 序 


运筹 学 起 源 于 20 世纪 二 次 大 战 期 间 , 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 . 1938 年 , 英国 
皇家 空军 部 门 在 Bawdsey 成 立 了 一 个 从 事 作战 研究 的 科学 家 小 组 , 小 组 的 科学 家 
把 他 们 的 研究 工作 称 为 "operational research" ("operation" 在 军事 术语 中 意 为 “ 作 
TR"). 这 是 “运筹 学 ”一 词 最 早出 现 于 文献 的 时 间 .二战 中 英 军 每 一 个 大 的 指挥 部 
大 都 成 立 了 这 种 运筹 研究 小 组 . 之 后 , 美国 和 加 拿 大 的 军事 部 门 也 成 立 了 若干 运筹 
研究 小 组 (美国 称 这 种 研究 工作 为 “operations research"). 他 们 广泛 地 研究 有 关 战 
果 评 价 、 战术 革新 、 技术 援助、 战略 选择 和 战术 计划 等 问题. 二 战 期 间 英 、 美 、 加 等 
国 军事 部 门 的 运筹 研究 小 组 的 工作 为 同盟 国 战胜 德 、 意 、 日 等 轴 心 国 做 出 了 卓越 的 
贡献 . 但 对 于 人 类 社会 的 科学 进程 而 言 , 这 些 科 学 家 的 集体 工作 和 智慧 开创 了 一 门 
MOUSE RE — BRR. 

体现 运筹 学 思想 和 方法 的 某 些 早期 先驱 性 的 研究 工作 , 可 以 追溯 到 20 世纪 初 
期 例如 , 1908 年 丹麦 工程 师 埃 尔 朗 提出 的 电话 话 务 理论 是 运筹 学 中 排队 论 (queue- 
ing theory) 的 起 源 ; 1916 年 英国 的 兰 彻 斯 特 提出 的 战斗 模型 方程 是 军事 运筹 学 早 
期 的 一 项 重要 成 果 ; 1939 年 前 苏联 数学 家 坎 托 罗维奇 在 The Mathematical Method 
of Production Planning and Organization 一 书 中 , 开创 性 地 提出 线性 规划 , 并 研究 
了 工业 生产 的 资源 合理 利用 和 计划 等 问题 , 这 一 卓越 贡献 使 他 获得 了 1975 年 诺 贝 
尔 经 济 学 奖 ; 基本 的 对 策 均衡 的 思想 可 追溯 到 1838 年 库 尔 诺 的 文章 ; 1913 年 德国 
的 策 梅 洛 提出 了 抽象 战略 对 策 的 数学 模型 ; 1928 年 冯 . 诺 伊 显 提出 了 关于 二 人 零 
和 对 策 的 解 的 一 般 理论 . 这 些 都 是 关于 对 策 论 的 早期 研究 . 上 述 这 些 先驱 性 成 就 对 
以 后 运筹 学 的 发 展 有 着 深远 的 影响 . 

二 战 以 后 , 美国 等 国家 的 军事 部 门 保留 和 调整 了 运筹 研究 组 ,人 员 编制 得 到 了 
扩大 , 运筹 学 有 了 新 的 发 展 . 1949 年 美国 成 立 了 著名 的 兰 德 (RAND) 公司 . 与 此 同 
时 , 许多 运筹 学 工作 者 从 军 方 转 入 企业 、 大 学 或 政府 部 门 . 在 新 的 更 广阔 的 环境 中 , 
运筹 学 的 应 用 研究 和 理论 研究 得 到 了 迅速 发 展 , 多 年 来 它 已 为 欧美 等 国 创造 了 数 以 
亿 计 的 社会 财富 . 

简略 地 说 , 运筹 学 的 研究 对 象 是 现实 世界 中 的 运行 系统 , 这 些 运行 系统 的 设计 
和 运转 受到 管理 人 员 决策 的 影响 和 作用 . 运筹 学 创造 出 一 些 理论 (包括 数学 模型 ) 
和 方法 , 用 来 描述 和 分 析 这 些 运行 系统 的 现象 、 性 质 和 变化 , 以 寻求 影响 和 作用 于 
运行 系统 的 设计 与 运转 的 最 有 效 (最 优 ) 的 决策 , 发 挥 有 限 资源 的 最 大 效益 , 使 得 运 
行 系统 达到 总 体 最 优 的 目标 . 

半 个 世纪 以 来 , 运筹 学 在 研究 和 解决 各 种 复杂 的 实际 问题 中 不 断 地 得 到 创新 和 
发 展 , 新 模型 、 新 理论 和 新 方法 不 断 涌现 , 至 今 它 已 成 为 一 个 庞大 的 学 科 , 包括 线性 
的 和 非 线性 的 、 连 续 的 和 离散 的 、 确 定性 的 和 不 确定 性 的 许多 分 支 . 运筹 学 的 基本 
方法 中 有 数学 方法 、 统 计 学 方法 、 模拟 (仿真 ) 方法 、 计 算 机 科学 方法 等 , 其 中 各 种 
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优化 方法 处 于 非常 重要 的 地 位 . 

运筹 学 的 非凡 价值 使 得 许多 国家 的 大 学 里 的 运筹 学 系 、 管 理科 学 系 、 经济 学 
Fo 工业 工程 系 、 系统 科学 系 、 数学 系 、 计算 科学 系 等 早已 开设 了 关于 运筹 学 及 其 
一 些 分 支 学 科 的 课程 . 我 国 的 情况 也 大 致 如 此 . 从 适应 于 不 同 院 系 专业 的 学 生 学 习 
运筹 学 的 角度 来 考虑 , 一 本 好 的 运筹 学 基础 的 教科 书 十 分 重要 . 在 国外 关于 运筹 学 
基础 的 诸多 教材 中 , Hamdy A. Taha 著 的 Operations Research, An Introduction 是 非 
常 优秀 的 一 本 ，Taha 是 美国 阿肯色 大 学 工业 学 院 工业 工程 教授 , 世界 知名 运筹 学 
家 ALIKI Operations Research, An Introduction, Preliminary edition 出 版 于 1968 
年 , 此 书 经 过 多 次 修改 与 扩 增 , 今年 已 出 版 了 第 8 版. 该 书 被 世界 上 多 所 大 学 采用 
为 运筹 学 基础 教材 , 已 有 西班牙 文 、 日 文 、 俄 文 、 土 耳 其 文 、 印 尼 文 等 多 种 译本 出 
版 . 它 有 3 大 重要 特色 . 一 是 内 容 广泛 、 取 材 得 当 . 连同 附带 的 光盘 , 共有 24 章 和 
5 个 附录 , 内 容 涉及 线性 规划 、 运 输 问题 、 网 络 问题 、 目 标 规划 、 整 数 规划 、 动态 规 
划 、 库存 问题 、 非 线性 规划 等 确定 性 运筹 分 支 , 以 及 随机 动态 规划 、 随 机 库存 问题 、 
排队 系统 、 马 尔 可 夫 决 策 过 程 、 决策 分 析 、 对 策 论 、 模拟 问题 、 预报 问 题 等 随机 性 运 
筹 分 支 . 这 些 内 容 覆 盖 了 迄今 运筹 学 所 研究 的 大 部 分 重要 问题 . 该 书 在 取材 上 首先 
是 重视 对 上 述 运筹 问题 的 基本 知识 的 讲解, 但 对 某 些 问题 也 包括 了 较 高 深 的 内 容 ， 
以 满足 不 同 读者 的 需要 . 二 是 突出 实用 性 . 书 中 各 章 总 是 通过 若干 实际 问题 的 求解 
来 引导 出 所 要 讲 的 运筹 问题 的 数学 模型 这 既 凸 显 出 这 些 运筹 问题 的 实际 背景, 也 
使 读者 可 学 到 如 何 进行 建 模 . 第 24 章 详细 地 介绍 了 15 个 实际 应 用 案例 , 运用 了 多 
种 运筹 学 技术 进行 建 模 、 数 据 采 集 以 及 求解 计算 等 . 附录 E 还 收录 了 近 50 个 应 用 
例子 . 作者 精心 收集 和 分 析 的 这 些 实例 来 源 于 工业 、 商 业 、 金 融 、 社会 、 体 育 、 娱 
乐 等 许多 行业 , 是 很 好 的 运筹 学 教学 资料 . 三 是 计算 方法 与 软件 相 结 合 . 全 书 大 量 
使 用 教学 辅助 软件 TORA、 电 子 表格 程序 Excel 及 AMPL 等 . 读者 可 以 利用 这 些 
软件 工具 对 所 学 的 模型 和 计算 方法 进行 计算 和 检验 . 

TERRE, 运筹 学 基础 一 类 的 图 书 拥 有 大 量 读者 , 这 类 图 书 的 累计 销售 量 有 的 已 
达 几 十 万 册 . 但 国内 目前 这 类 图 书 只 有 很 少儿 种 .2006 年 人 民 邮电 出 版 社 图 灵 公 
司 邀 我 们 翻译 新 出 版 的 《运筹 学 导论 》( 第 8 版 ), 这 体现 了 出 版 社 对 发 展 我 国运 筹 
学 的 重视 , 由 于 书 的 篇 幅 宏 大 , 有 1 000 多 页 , 中 译本 分 成 上 下 两 册 出 版 . 上 册 包 括 
原 书 中 属于 基础 部 分 的 12 章 , 下 册 包 括 属于 提高 部 分 的 12 章 . 每 册 均 可 用 作 一 个 
学 期 的 教材 ， 本 书 第 2, 3, 4, 13 章 及 附录 A HIRERE, 第 5 章 由 侯 思 祥 教 
授 翻译 , 第 6, 7, 8, 16, 20 章 及 附录 C. 由 朱 建 明博 士 翻 译 , 其 余 各 章 及 附录 B, D, E 
由 刘 德 刚 博士 翻译 , 由 我 校 阅 中 译本 难免 有 疏漏 和 翻译 不 要 之 处 , 敬 请 读者 给 予 
指正 . 
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本 书 第 8 版 对 内 容 作 了 很 多 的 修订 , 在 教材 的 编排 上 突出 反映 运筹 学 中 的 应 
用 问题 和 计算 方法 

。 第 2 章 通过 城市 规划 、 货 币 套利 交易 、 投 资 、 生 产 计 划 、 混 合 配 比 、 排序 以 
及 下 料 等 实际 问题 的 应 用 , 主要 介绍 了 线性 规划 的 建 模 . 新 增加 的 习题 也 涉 
及 从 水 质 管理 、 交 通 控制 到 军事 领域 等 多 个 运筹 问题 . 

。 第 3 章 以 一 种 简单 和 直接 的 方式 介绍 了 一 般 性 的 线性 规划 灵敏 度 分 析 ， 包 
括 对 偶 价 格 和 简约 费用 (reduced cost), 作为 单纯 性 表 计算 部 分 的 直接 扩充 . 

。 本 版 的 第 4 章 主要 是 基于 对 偶 性 进行 线性 规划 最 优化 后 的 分 析 . 

。 针对 旅行 商 问题 (Traveling Salesperson Problem, TSP)， 介绍 了 一 个 基于 Ex- 
cel 的 组 合式 最 近邻 点 反 向 启发 式 算法 

e 新 增 的 第 17 章 扩充 了 马尔 可 夫 链 的 处 理 方法 . 

o 在 全 新 的 第 24 章 里 , 详细 介绍 了 15 个 实际 应 用 案例 . 对 这 些 案例 的 分 析 通 
常 涉及 多 种 OR 技术 (例如 启发 式 算法 和 线性 规划 ， 或 者 线性 整数 规划 和 排 
Wie). 用 来 进行 建 模 、 数据 采集 以 及 问题 的 求解 计算 等 . 这 些 应 用 问题 在 相 
关 的 各 章 里 都 有 引用 ,让 读者 能 够 充分 了 解 实际 生活 中 如 何 运用 运筹 学 技 
R. 

。 新 的 附录 E 收录 了 按照 章节 排列 的 约 50 个 小 型 实用 问题 的 例子 . 

* 本 书 还 布置 了 1000 多 个 节 后 习题 , 其 中 题 前 标 有 星 号 (*) 的 表示 附录 C 给 
出 了 相应 的 答案 .” 

e 每 章 开头 都 有 本 章 导 读 , 帮助 读者 了 解 教材 内 容 ， 有 效 利用 附带 的 软件 程序 . 

。 把 教材 与 软件 相 结 合 可 以 让 读者 对 需要 深入 介绍 的 概念 进行 实际 检验 : 

1. 全 书 都 用 到 了 Excel PU, 包括 动态 规划 、 旅 行商 问题 、 库 存 问题 、 层次 
分 析 法 、 贝 叶 斯 模 率 “电子 化 ” 统计 表 、 排 队 问 题 、 模 拟 、 马尔 可 夫 链 
以 及 非 线性 规划 等 . 一 些 程序 中 的 交互 式 用 户 输入 功能 有 助 于 对 相应 方 
法 的 更 好 理解. 

2. 对 Excel 规划 求解 程序 的 使 用 扩展 到 了 全 书 , 特别 用 在 线性 规划 、 网 络 
规划 、 整 数 规划 和 非 线性 规划 问题 . 

3. AMPL? 是 一 种 强大 的 商业 化 建 模 语言, 本 书 将 AMPL 结合 在 大 量 的 例 
题 中 , 这 些 例子 涉及 线性 、 网络、 整数 和 非 线 性 规划 问题 . 附录 A 给 出 了 
AMPL 的 语句 规则 以 及 本 书 例题 中 所 引用 的 语言 素材 . 

4. 本 书 中 , TORA 仍然 充当 教学 软件 的 重要 角色 . 

。 所 有 与 计算 机 相关 的 材料 都 相对 独立 , 有 的 作为 单独 的 章节 , 有 的 按照 标题 

(D 原 忆 附录 C BEBE. FB. 本 书 将 不 包含 习 是 答案 ,读者 可 到 图 灵 网 站 (www turingbool com) 
免费 注册 下 载 .一 编者 注 
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优化 方法 处 于 非常 重要 的 地 位 . 

运筹 学 的 非凡 价值 使 得 许多 国家 的 大 学 里 的 运筹 学 系 、 管 理科 学 系 、 经 济 学 
R, 工业 工程 系 、 系 统 科 学 系 、 数 学 系 、 计 算 科 学 系 等 早已 开设 了 关于 运筹 学 及 其 
一 些 分 支 学 科 的 课程. 我 国 的 情况 也 大 致 如 此 . 从 适应 于 不 同 院 系 专业 的 学 生 学 习 
运筹 学 的 角度 来 考虑 , 一 本 好 的 运筹 学 基础 的 教科 书 十 分 重要 . 在 国外 关于 运筹 学 
基础 的 诸多 教材 中 , Hamdy A. Taha 著 的 Operations Research, An Introduction 是 非 
常 优秀 的 一 本 ，Taha 是 美国 阿肯色 大 学 工业 学 院 工 业 工程 教授 , 世界 知名 运筹 学 
家 . 他 著 的 Operations Research, An Introduction, Preliminary edition 出 版 于 1968 
年 . 此 书 经 过 多 次 修改 与 扩 增 , 今年 已 出 版 了 第 8 版 . 该 书 被 世界 上 多 所 大 学 采用 
为 运筹 学 基础 教材 , 已 有 西班牙 文 、 日 文 、 俄 文 、 土 耳 其 文 、 印 尼 文 等 多 种 译本 出 
版 . CH 3 大 重要 特色 . 一 是 内 容 广泛 、 取 材 得 当 . 连同 附带 的 光盘 , 共有 24 章 和 
5 个 附录 , 内 容 涉及 线性 规划 、 运输 问题 、 网 络 问题 、 目 标 规划 、 整 数 规划 、 动态 规 
划 、 库存 问题 、 非 线性 规划 等 确定 性 运筹 分 支 , 以 及 随机 动态 规划 、 随 机 库存 问题 、 
排队 系统 、 马 尔 可 夫 决策 过 程 、 决 策 分 析 、 对 策 论 、 模 拟 问题 、 项 报 问题 等 随机 性 运 
382) 3c. 这 些 内 容 覆 廊 了 迄今 运筹 学 所 研究 的 大 部 分 重要 问题 . 该 书 在 取材 上 首先 
是 重视 对 上 述 运筹 问题 的 基本 知识 的 讲解 , 但 对 某 些 问题 也 包括 了 较 高 深 的 内 容 , 
以 满足 不 同 读者 的 需要 . 二 是 突出 实用 性 . 书 中 各 章 总 是 通过 若干 实际 问题 的 求解 
来 引导 出 所 要 讲 的 运筹 问题 的 数学 模型 . 这 既 凸 显 出 这 些 运筹 问题 的 实际 背景 , 也 
使 读者 可 学 到 如 何 进行 建 模 . 第 24 章 详细 地 介绍 了 15 个 实际 应 用 案例 , 运用 了 多 
种 运筹 学 技术 进行 建 模 、 数 据 采 集 以 及 求解 计算 等 . 附录 E 还 收录 了 近 50 个 应 用 
例子 . 作者 精心 收集 和 分 析 的 这 些 实例 来 源 于 工业 、 商 业 、 金 融 、 社 会 、 体 育 、 娱 
乐 等 许多 行业 , 是 很 好 的 运筹 学 教学 资料 . 三 是 计算 方法 与 软件 相 结合 . 全 书 大 量 
使 用 教学 辅助 软件 TORA 、 电 子 表格 程序 Excel 及 AMPL 等 . 读者 可 以 利用 这 些 
软件 工具 对 所 学 的 模型 和 计算 方法 进行 计算 和 检验 . 

在 我 国 , 运筹 学 基础 一 类 的 图 书 拥有 大 量 读者 , 这 类 图 书 的 累计 销售 量 有 的 已 
达 几 十 万 册 . 但 国内 目前 这 类 图 书 只 有 很 少 几 种 . 2006 年 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公 
司 六 我 们 翻译 新 出 版 的 《运筹 学 导论 》{ 第 8 版 ), 这 体现 了 出 版 社 对 发 展 我 国运 筹 
学 的 重视 . 由 于 书 的 篇 幅 宏大 , 有 1 000 多 页 , 中 译本 分 成 上 下 两 册 出 版 . 上 册 包 括 
原 书 中 属于 基础 部 分 的 12 章 , 下 册 包 括 属于 提高 部 分 的 12 章 . 每 册 均 可 用 作 一 个 
学 期 的 教材 ， 本 书 第 2, 3, 4, 13 章 及 附录 A HERBIE, 第 5 章 由 侯 思 祥 教 
授 翻译 , 第 6, 7, 8, 16, 20 章 及 附录 C 由 朱 建 明博 士 翻译 , 其 余 各 章 及 附录 B, D, E 
由 刘 德 刚 博士 翻译 , HREN. 中 译本 难免 有 玻 泼 和 翻译 不 妥 之 处 , 敬 请 读者 给 予 
指正 . 


韩 继 业 
2007 年 5 月 于 中 科 院 
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第 1 章 “ 什么 是 运筹 学 


本 章 导读 最 早期 的 较为 正式 的 运筹 学 (Operations Research, OR) 活动 出 现 
在 第 二 次 世界 大 战 时 期 , 当时 有 一 批 英 国 的 科学 家 着 手 研究 如 何 利用 科学 方法 进行 
决策 , 以 最 佳 地 利用 战 时 的 资源 . 战 后 , 人 们 对 军事 作战 中 提出 来 的 这 些 运筹 学 思 
想 进行 了 改进 , 使 之 用 于 民用 领域 以 提高 工作 效率 和 生产 力 . 

本 章 将 让 你 熟悉 运筹 学 的 基本 术语 , 包括 数学 建 模 、 可 行 解 、 最 优化 和 和 迭代 运 
算 等 基本 概念 . 你 将 会 了 解 到 , 对 问题 做 出 正确 的 定义 是 运用 运筹 学 最 重要 (也 是 
最 困难 ) 的 一 步 . 本 章 还 强调 , 虽然 数学 建 模 是 运筹 学 最 基本 的 工作 , 但 在 最 终 决策 
时 还 必须 考虑 到 一 些 无 形 的 因素 (不 能 定量 化 的 因素 , 如 人 的 行为 ). 随 着 对 本 书 的 
学 习 , 你 会 接触 到 各 式 各 样 的 应 用 实例 , 有 解 题 的 例子 , 也 有 各 章 的 习题. 特别 是 第 
24 章 (在 下 册 ), 全 部 是 精心 编制 的 案例 分 析 . 各 章 内 容 均 与 这 些 案例 互相 配合 , 以 
充分 展现 运筹 学 在 实际 中 的 运用 情况 . 


1.1 “运筹 学 模型 


设想 你 有 一 项 工作 任务 , 需要 5 周 完成 , 其 间 要 往返 于 Fayetteville (FYV) 与 
Denver (DEN) 之 间 . 每 个 星期 一 你 都 要 乘 飞机 从 Fayetteville 出 发 , 星期 三 返回 . 
普通 的 往返 机 票 价格 是 400 美元 , 但 如 果 机 票 往返 期 间 内 跨越 周末 的 话 , 则 可 以 享 
受 20% 的 票 价 折扣 .不 论 去 程 还 是 回程 , 一 张 单程 机 票 的 价格 都 是 普通 往返 机 票 
的 7596. 那么 , 你 应 该 如 何 购买 这 5 周期 间 的 机 票 呢 ? 

可 以 把 这 个 例子 看 作 是 一 个 决策 问题 , 要 求解 这 个 问题 需要 回答 3 个 提问 : 

(1) 都 有 哪些 可 能 的 决策 方案 ? 

(2) 是 在 什么 限制 条 件 下 作出 这 个 决策 的 ? 

(3) 评价 这 些 方案 的 目标 评判 标准 是 什么 ? 

考虑 3 种 可 能 的 决策 方案 : 

(1) 购买 5 张 普通 的 FYV-DEN-FYV 往返 机 票 , 每 周 星 期 一 出 发 , 星期 三 返回 . 

(2) 购买 1 张 FYV-DEN 的 单程 机 票 和 4 张 跨越 周末 的 DEN-FYV-DEN 往返 
机 票 , 再 买 1 张 DEN-FYV 单程 机 票 . 

(3) 先 购买 1 张 第 一 周 星 期 一 出 发 、 最 后 一 周 星 期 三 返程 的 FYV-DEN-FYV 
往返 票 , 再 买 4 张 跨 周末 的 DEN-FYV-DEN 往返 机 票 . 这 一 方案 中 所 有 机 票 都 至 
少 跨越 一 个 周末 . 
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对 这 些 方案 的 限制 条 件 都 是 , 你 必须 要 每 周 星 期 一 从 FYV 出 发 , 并 在 本 周 的 星期 
三 返回 . 

评价 所 提出 的 各 种 方案 的 一 个 明显 的 目标 评判 标准 就 是 购买 这 些 机 票 的 总 费 
Hi, 花费 最 少 的 方案 最 佳 . 针对 上 述 3 种 方案 , 我 们 有 

方案 1 的 费用 = 5 x 400 = $2 000 

方案 2 的 费用 = 0.75 x 400 + 4 x (0.8 x 400) +0.75 x 400 = $1 880 

方案 3 的 费用 = 5 x (0.8 x 400) = $1 600 
因此 , 你 应 该 选择 方案 3. 

虽然 上 述 例子 表明 了 运筹 学 模型 的 3 个 主要 的 构成 部 分 , 即 备 选 方案 、 目标 评 
判 标准 和 约束 条 件 , 但 在 对 每 个 部 分 如 何 进行 详细 构造 时 会 遇 到 各 种 各 样 的 情况 . 
为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 考虑 用 一 段 长 度 为 大 英寸 的 电线 来 围 成 一 个 矩形 , 要 让 这 个 
和 矩形 的 面积 最 大 , 它 的 长 和 宽 各 应 该 取 多 少 昵 ? 

和 购买 机 票 的 例子 不 同 的 是 , 现在 这 个 例子 中 的 可 能 方案 数 不 是 有 限 个 , 因为 
矩形 的 长 和 宽 可 能 有 无 限 多 个 值 . 为 了 把 这 个 问题 用 公式 表示 出 来 , 我 们 把 长 和 宽 
定义 成 两 个 连续 的 (代数 ) 变量 , 用 来 标识 该 问题 的 所 有 可 能 方案 . 

$ w= 用 英寸 表示 的 矩形 长 ; h = 用 英寸 表示 的 矩形 宽 . 
根据 这 些 定义 , 问题 的 限制 条 件 可 以 叙述 为 

(1) 矩形 长 + 和 矩形 宽 = 电线 长 度 的 一 半 ; (2) 长 和 宽 不 能 为 负 值 . 

这 些 限制 条 件 可 用 代数 形式 表示 成 

0) Aw+h)=L; (2)w»0,h20. 

WER T KRAMERA RT, 即 让 和 矩形 的 面积 最 大 . 令 > 为 该 矩形 的 面 
积 , 则 整个 模型 就 变 成 了 

max z=wh 
st. 2w+h)=L, w,h20 


这 个 模型 的 最 优 解 为 w = h = 4, 它 要 求 构造 的 是 一 个 正方 形 . 
基于 前 面 的 两 个 例子 , 一 般 的 运筹 学 模型 可 以 组 织 成 下 面 的 通用 格式 : 


max 或 min ”目标 函数 
st. HRR 


一 个 模型 的 解 如 果 满 足 所 有 的 约束 条 件 , 则 称 它 是 可 行 的 (feasible); 如 果 既 是 
可 行 的 , 且 又 取得 了 目标 函数 的 最 佳 (最 大 或 者 最 小 ) 值 , 则 称 它 是 最 优 的 (optimal). 
在 购 机 票 的 例子 中 , 该 问题 提出 了 3 个 可 行 的 方案 , 第 3 个 方案 得 到 了 最 优 解 . 而 
在 构造 矩形 的 例子 中 , 可 行 方案 必须 满足 条 件 w +h = h, wM h 取 非 负 值 . 这 样 
就 产生 了 无 穷 多 个 可 行 解 , 和 购 机 票 问题 不 同 的 是 , 这 一 最 优 解 是 通过 适当 的 数学 
工具 求 出 来 的 (在 这 个 例子 中 , 我 们 用 了 微 积分 方法 )- 
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虽然 运筹 学 模型 是 要 在 一 组 约束 条 件 下 , 使 得 某 一 具体 的 目标 评判 标准 达到 
“最 优 ”, 但 它 所 得 出 的 解 的 质量 取决 于 模型 对 实际 问题 刻画 的 完全 性 . 以 购 机 票 
问题 为 例 , 假如 我 们 不 能 够 找 出 购买 机 票 的 所 有 方案 的 话 , 那么 所 得 到 的 解 只 相对 
于 所 选 模型 是 最 优 的 . 具体 说 , 假如 方案 3 没有 包括 在 模型 中 , 那么 所 得 到 的 “最 
优 ” 解 就 是 要 用 1 880 美元 来 购买 这 些 机 票 , 这 只 是 一 个 次 最 优 (suboptimal) 解 . 
我 们 的 结论 是 , 一 个 模型 的 “最 优 ” 解 只 是 对 这 个 模型 是 最 好 的 , 只 有 当 这 个 模型 
恰当 地 表达 了 实际 问题 时 , 它 的 解 对 于 实际 问题 才 是 最 优 的 . 
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1 在 购买 机 票 例子 中 , 找 出 第 4 种 可 能 的 方案 . 
2， 在 构造 矩形 例子 中 , 找 出 两 个 可 行 解 , 并 计算 哪 一 个 更 好 . 
3， 求 出 构造 矩形 问题 的 最 优 解 ，( 提 示 : 利用 约束 方程 表示 出 单 变量 的 目标 函数 , 然后 用 微 积 
分 求解.) 
4. Amy, Jim. John 和 Kelly 正 站 在 一 条 河 的 东 岸 , 想 用 木 答 划 到 河 的 西岸 去 ， 木 筱 每 次 最 
多 能 坐 两 个 人 , Amy 身体 最 棒 , 她 能 在 1 分 钟 内 划 过 河 , 而 Jim. John 和 Kelly 分 别 需要 
用 2 分 钟 、5 分 钟 和 10 分 钟 划 过 对 上 岸 . BUE REA A OK I, 过 河 时 间 按 照 较 慢 的 人 算 . 
目标 是 要 用 尽 可 能 短 的 时 间 让 这 4 个 人 都 过 到 河 的 对 上 岸 . 
(a) 找 出 至 少 两 个 可 行 的 过 河 方案 ( 记 住 , 木 德 是 唯一 的 交通 方式 , 而 且 不 允许 放空 船 ). 
(b) 定义 评价 各 方案 的 评判 标准 . 
*(c) 把 4 个 人 都 渡 到 对 岸 的 最 短 时 间 是 多 少 ? 
*5， 在 棒球 比赛 中 ,Jim 当 投 手 , Joe 是 击 球 队员 . 假设 Jim 可 随机 投 出 快 球 或 曲线 球 . 如 果 
Joe 能 够 正确 判断 出 一 个 曲线 球 的 话 , 他 就 能 保持 0.5 的 平均 击 中 率 ; 否则 假如 Jim 投 出 
一 个 曲线 球 , 而 Joe 按照 快 球 来 准备 的 话 , 他 的 平均 击 中 率 则 下 降 到 0.2. 另 一 方面 , 如 果 
Joe 正确 地 判断 出 快 球 , 他 能 达到 0.3 的 平均 击 中 率 ; RU, 他 的 击 中 率 仅 有 0.1. 
(a) 针对 上 述 情况 , 找 出 可 能 的 方案 . 
(b) 求 该 问题 的 目标 函数 , 并 讨论 它 和 我 们 熟悉 的 对 某 一 评判 标准 的 最 优化 (最 大 化 或 最 
小 化 ) 有 什么 不 同 . 
在 建造 一 幢 房 子 时 , 共有 6 根 24 英尺 长 的 地 板 龙 骨 , 每 根 都 必须 切割 成 23 英尺 长 的 成 料 ， 
切割 龙骨 的 操作 步 又 如 下 : 


HPR 所 需 时 间 ( 秒 ) 
(1) 把 龙骨 放置 到 锯床 上 15 
(2) 量 出 所 需 的 长 度 (23 英尺 ) 5 
(3) bei Gr 5 
(4) 把 龙骨 切割 成 所 需 的 长 度 20 
(5) 把 切 好 的 龙骨 堆放 到 指定 的 区 域 20 


这 项 作业 需要 3 名 工人 操作 : 两 名 装 料 工 必须 同时 操作 第 1 步 、 第 2 步 和 第 5 步 , 一 名 切 
割 工 负责 第 3 步 和 第 4 步 操作 . 共有 两 对 锯床 , 待 锯 的 龙骨 放 在 上 面 准备 切割 , 每 对 锯床 
最 多 可 并 排放 置 3 根 龙骨 . 请 给 出 切割 这 6 根 龙骨 的 一 个 好 的 工序 安排 方案 . 
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1.2 ”运筹 学 模型 的 求解 


在 OR 中 , 我 们 并 没有 一 种 万 能 的 技术 能 求解 出 实践 中 可 能 出 现 的 所 有 数学 
模型 ， 恰 恰 相 反 , 数学 模型 类 型 的 多 样 性 和 复杂 程度 的 各 异性 决定 了 求解 方法 过 
异 的 特性 ， 例 如 在 1.1 节 中 , 为 求 出 购 票 问题 的 解 ， 只 要 对 各 方案 按照 机 票 总 费 
用 排 个 顺序 就 行 了 ; 而 对 于 构造 矩形 问题 的 求解, 就 需要 利用 微 积分 来 确定 最 大 的 
面积 . 

线性 规划 (linear programming) 是 最 常用 的 OR 技术 , 专门 用 于 带 有 线性 目标 
函数 和 约束 函数 的 模型 . 其 他 方法 还 有 整数 规划 (integer programming)( 变 量 取 整数 
值 ) 、 动 态 规划 (dynamic programming)( 初 始 模型 可 分 解 成 多 个 较 小 的 子 问题 )、 网 络 
规划 (network programniing)( 问 题 可 以 刻画 成 一 个 网 络 ), 以 及 非 线性 规划 (nonlinear. 
programming)( 模 型 的 函数 是 非 线性 的 ). 还 有 许 许多 多 的 其 他 运筹 学 方法 . 

大 多 数 运筹 学 技术 的 一 个 特性 是 , 问题 的 解 常 常 不 是 通过 某 种 ( 像 解析 式 一 样 
的 ) 闭 形式 (closed form) 得 到 的 , 而 是 利用 某 些 算法 (algorithm) 求 出 来 的 ,算法 
提供 一 些 固定 的 计算 规则 , 利用 它 反复 对 问题 进行 计算 , 每 次 重复 计算 [ 称 为 迭代 
(iteration)] 所 得 到 的 解 都 向 最 优 解 逐步 靠近 . 由 于 每 次 迭代 的 计算 往往 都 是 类 似 的 ， 
计算 量 又 大 , 这 些 算法 必须 在 计算 机 上 运行 . 

有 些 数学 模型 可 能 非常 复杂 , 已 有 的 最 优化 算法 都 无 法 求 出 最 优 解 来 . 在 这 种 
情况 下 , 可 能 必须 放弃 寻找 最 优 解 , 这 就 需要 利用 某 些 启发 式 算法 或 某 些 经 验方 法 ， 
找到 一 个 较 好 的 解 . 


1.3 ”排队 模型 和 模拟 模型 


排队 和 模拟 用 于 研究 等 待 队列 , 它们 不 属于 最 优化 技术 , 而 是 用 来 度量 等 待 队 
列 的 性 能 , 例如 队列 中 的 平均 等 待 时 间 、 服 务 的 平均 等 待 时 间 , 以 及 服务 设施 的 利 
用 率 等 . 

排队 模型 利用 概率 论 和 随机 模型 对 等 待 队 列 进行 分 析 , 模拟 则 是 通过 模仿 实际 
系统 的 行为, 来 估计 这 些 性 能 指标 . 从 某 种 意义 上 , 模拟 可 以 被 认为 是 观察 实际 系 
统 的 一 种 最 好 的 方法 . 排队 和 模拟 之 间 的 主要 差别 在 于 , 排队 模型 是 纯 数学 的 , 因 
此 不 得 不 服从 于 具体 的 假设 , 这 就 限制 了 它们 的 应 用 范围 , 而 模拟 却 非常 灵活 , 可 
用 来 分 析 任何 实际 的 排队 情形 . 

模拟 的 使 用 也 并 非 没 有 缺点 . 建立 模拟 模型 的 过 程 既 费时 又 费力 , 此 外 , 即使 
在 最 快 的 计算 机 上 运行 模拟 模型 , 通常 也 很 慢 . 
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1.4 ” 建 模 的 艺术 


1.1 节 中 所 建 的 示例 模型 是 对 实际 情况 的 真实 表达 , 这 在 运筹 学 中 是 很 少 出 现 
的 , 因为 大 多 数 应 用 问题 中 , 通常 都 涉及 (不 同 程度 的 ) 各 种 近似 ， 图 1.1 表示 运 
筹 学 建 模 过 程 中 表现 出 来 的 抽象 水 平 ， 我 们 把 注意 力 放 在 控制 实际 系统 行为 的 主 
要 变量 上 , 从 真实 情况 中 抽象 出 假定 的 实际 系统 . 这 样 的 模型 用 某 种 可 处 理 的 方法 ， 
表达 出 代表 这 个 假定 的 实际 系统 行为 的 数学 模型 . 


o Eo 


图 1.1 建 模 中 的 抽象 水 平 


为 了 说 明 建 模 中 的 不 同 抽象 水 平 , 我 们 以 Tyko 制造 公司 为 例 . 该 公司 生产 各 
种 塑料 容器 制品 , 当 一 份 生产 订单 下 达到 生产 部 门 时 , 必要 的 原材料 要 从 公司 的 库 
存 获得 或 从 外 面 购买 ， 一 旦 完成 了 批量 生产 以 后 , 销售 部 门 负责 向 客户 分 销 这 些 
P. . 

、 在 对 Tyko 公司 的 情况 进行 分 析 时 , 一 个 自然 的 问题 是 要 决定 生产 批量 的 大 小 . 

那么 , 如 何 用 模型 来 表达 这 个 问题 呢 ? 

考察 整个 系统 后 我 们 发 现 , 有 许多 变量 都 可 以 直接 用 来 表示 生产 水 平 ,下面 是 
按照 部 门 分 类 的 一 部 分 变量 : 

(1) 生产 部 门 : 用 现 有 机 器 、 工 人 工作 时 间 、 半 成 品 库存 量 , 以 及 质量 控制 标准 
表示 的 生产 能 力 . 

(2) 原材料 部 门 : 现 有 原材料 库存 量 、 采 购 供 货 安排 、 库存 限量 . 

(3) 销售 部 门 : 销售 预测 、 分 销 网 能 力 、 广 告 促 销 能 力 和 竞争 效果 . 
在 这 些 变量 中 , 每 一 个 都 影响 着 Tyko 公司 的 生产 量 水 平 , 要 想 在 这 些 变量 与 产量 
水 平 之 间 建 立 起 明确 的 函数 关系 的 确 并 非 易 事 . 

第 一 个 抽象 水 平 需要 定义 出 假定 实际 系统 的 边界 . 通过 仔细 分 析 , 我 们 可 以 用 
下 面 两 个 主要 变量 来 近似 描述 实际 系统 : 

(1) 生产 率 ; — (Q2) 消费 率 . 
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计算 生产 率 要 用 到 生产 能 力 、 质 量 控制 标准 、 现 有 原材料 等 一 些 变量 , 消费 率 则 可 
以 从 与 销售 部 门 有 关 的 变量 中 算出 . 本 质 上 , 从 现实 世界 到 假定 现实 世界 的 简化 , 是 
通过 把 多 个 现实 世界 变量 “简化 ”成 某 个 单一 的 假定 现实 世界 变量 来 实现 的 . 

这 样 , 从 假定 的 现实 世界 抽象 出 一 个 模型 就 比较 容易 了 . 从 生产 率 和 消费 率 中 ， 
就 可 以 建立 起 库存 剩余 或 不 足 的 度量 , 然后 就 可 以 建立 起 抽象 出 来 的 模型 , 用 来 平 
衡 库存 过 剩 或 库存 短缺 所 引起 的 冲突 成 本 , 使 得 库存 的 总 费用 达到 最 少 . 


1.5” 仅 有 数学 是 不 够 的 


由 于 运筹 学 模型 是 一 种 数学 模型 , 因此 有 人 经 常会 认为 , 运筹 学 的 运用 总 是 要 
根植 于 数学 的 分 析 . 虽然 数学 建 模 是 运筹 学 的 基石 , 但 我 们 首先 还 是 应 该 运用 一 些 
简单 的 方法 ， 在 一 些 情况 下 , 通过 简单 的 观察 , 就 能 得 到 某 个 “常识 性 的 ” 解 ， 其 
实 , 由 于 大 多 数 的 决策 问题 总 是 会 受到 人 的 因素 的 影响 , 对 人 类 心理 的 研究 可 能 就 
成 为 解决 问题 的 关键 . 这 里 我 们 举 3 个 例子 来 说 明 这 样 一 个 观点 ; 

(1) 针对 某 个 大 型 办 公 楼 里 电梯 服务 太 慢 的 抱怨 , 运筹 学 小 组 一 开始 觉得 这 是 
一 个 等 待 队列 问题 , 可 能 需要 利用 数学 中 的 排队 分 析 或 模拟 方法 来 解决 . 在 对 提出 
这 些 抱怨 的 人 们 的 行为 进行 研究 以 后 , 小 组 里 的 心理 学 专家 提议 , 在 电梯 口 安装 一 
些 落地 镜子 . 不 可 思议 的 是 , 这 些 抱怨 随 之 消失 了 , 因为 人 们 在 等 待 电梯 时 , 只 顾 着 
自己 照 镜子 了 . 

(2) 一 个 美加 联合 专家 小 组 用 排队 论 对 英国 某 大 机 场 值 机 柜台 的 实际 情况 进行 
研究 和 分 析 . 建议 在 适当 位 置 放置 一 些 指示 牌 , 以 便 让 离 登 机 时 间 不 足 20 分 钟 的 紧 
急 旅客 可 以 直接 排 到 队 首 , 申请 即刻 办 理 登记 手续 . 但 这 个 解决 办 法 并 不 奏效 , 因 
为 大 部 分 旅客 是 英国 人 , 他 们 “习惯 于 非常 严格 的 排队 行为 ”, 因此 不 愿意 插 到 其 
他 排队 旅客 的 前 面 . 

(3) 在 某 钢铁 厂 , 先 用 铁 矿石 炼 出 锅 锭 , 然后 用 来 制造 钢 条 和 钢 梁 . 管理 人 员 注 
意 到 , 从 钢锭 生产 到 运送 到 下 一 个 生产 环节 ( 制 成 最 终 产品 ) 之 间 , 要 耽误 很 长 的 时 
间 . 在 理想 情况 下 , 为 了 降低 重新 加 热 的 成 本 , 应 该 在 钢锭 离开 熔炉 后 马上 开始 钢 
滩 的 制造 . 一 开始 , 这 个 问题 被 看 成 是 一 个 生产 线 均衡 问题 , 为 解决 这 个 问题 , 要 么 
减少 钢锭 的 产量 , 要 么 提高 制造 过 程 的 能 力 . 运筹 学 小 组 利用 了 简单 的 图 表 , 把 每 
天 三 班期 间 炼 炉 的 产量 进行 汇总 , 他 们 发 现 , 即使 第 三 班 从 晚上 11 点 就 开始 , 但 大 
部 分 的 钢锭 还 是 在 早上 2 点 到 7 点 之 间 生产 出 来 的 : 进一步 调查 还 发 现 , 第 三 班 工 
人 愿意 在 刚 开始 接班 的 时 候 多 休息 一 会 儿 , 因此 造成 了 早 班 产量 的 下 降 . 最 终 问题 
的 解决 方案 是 , 让 整个 第 三 班期 间 的 钢锭 产量 “均衡 ”下 来 . 

从 上 述 这 些 例子 中 我 们 可 以 得 出 3 个 结论 : 

(1) 在 着 手 构造 复杂 的 数学 模型 之 前 , 运筹 学 专家 应 该 探讨 是 否 能 用 “突破 常 
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规 的 ”思路 来 解决 问题 . 通过 安装 镜子 来 解决 电梯 问题 是 利用 了 人 们 的 心理 而 不 是 
用 数学 建 模 的 方法 , 比 起 数学 模型 可 能 给 出 的 建议 来 , 这 个 方法 更 加 简单 , 也 更 加 
经 济 . 这 也 是 为 什么 运筹 学 小 组 中 通常 要 有 来 自 非 数学 领域 的 “外 来 "专家 (如 电 
梯 问 题 例子 中 的 心理 学 专家 ) 的 原因 . 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 当时 英国 的 第 一 个 运 
筹 学 小 组 就 提出 并 贯彻 了 这 一 观点 . 

(2) 解决 问题 要 考虑 的 关键 是 人 而 不 是 技术 ， 在 解决 方案 中 不 考虑 人 的 行为 ， 
是 必定 要 失败 的 . 尽管 对 英国 机 场 问题 的 数学 求解 方案 可 能 是 完全 正确 的 , 但 事实 
上 专家 小 组 并 不 了 解 美 国人 和 英国 人 之 间 的 文化 差异 (美国 人 和 加 拿 大 人 往往 就 
不 那么 讲究 礼 数 ), 因此 导致 所 建议 的 解决 方案 不 能 实现 . 

(3) 在 运用 运筹 学 解决 某 个 问题 之 前 , 决 不 应 先入 为 主 地 认定 要 使 用 某 个 具体 
的 数学 工具 , 要 先 弄 清楚 使 用 这 个 数学 工具 是 否 合理 . 例如 , 不 能 因为 线性 规划 是 
一 项 成 功 的 技术 , 就 倾向 于 用 它 对 “任何 ”情况 进行 建 模 ， 这 样 一 种 方法 会 导致 所 
建立 的 数学 模型 偏离 实际 , 因此 必须 要 首先 对 已 有 的 资料 加 以 分 析 , 尽 可 能 采用 最 
简单 的 技术 (例如 , 平均 值 、 图 表 等 ), 目的 是 要 抓 住 问题 的 源头 . 一 旦 对 问题 做 出 了 
准确 的 定义 , 就 可 以 决定 使 用 最 合适 的 求解 工具 ”. 在 钢铁 厂 问题 中 , 钢锭 生产 的 简 
单 图 表 对 于 弄 清 情况 是 最 需要 的 . 


1.6 ”运用 运筹 学 的 几 个 步骤 


运用 运筹 学 解决 实际 问题 需要 团队 精神 , 需要 OR 分 析 人 员 和 客户 并 肩 努 力 . 
运筹 学 分 析 人 员 在 建 模 方面 的 专业 技能 必须 要 和 客户 的 经 验 与 合作 配合 起 来 , 要 针 
对 客户 的 问题 开展 研究 . 

作为 决策 的 工具 , 运筹 学 既是 一 门 科 学 , 更 是 一 门 艺术 ， 说 它 是 一 门 科学 , 因 
为 它 体现 了 数学 技术 的 优点 ; 说 它 是 一 门 艺术 , 因为 成 功 地 实现 数学 模型 求解 的 每 
一 个 步骤 , 大 都 取决 于 运筹 学 小 组 的 创造 性 和 经 验 ，Willemain(1994) 认为 , “有 
效 的 (OR) 实际 应 用 不 仅仅 需要 定量 分 析 的 能 力 , 还 需要 对 所 用 技术 的 判断 力 ( 比 
如 在 什么 时 候 以 及 如 何 使 用 某 项 具体 的 技术 ), 需要 与 人 沟通 以 及 组 织 生存 方面 的 
技巧 .” 

对 于 这 些 无 形 的 因素 , 很 难 规定 具体 的 (类似 于 数学 模型 的 精确 原理 所 叙述 的 ) 
做 法 , 但 我 们 还 是 能 够 对 如 何在 实际 中 运用 运筹 学 提出 一 些 通行 的 指导 原则 . 

在 实际 中 运用 运筹 学 的 主要 步骤 包括 : 

(1) 问题 定义 (2) 模型 构造 (3) 模型 求解; 

QD 在 弄 清 某 个 具体 的 数学 模型 是 否 合理 之 前 就 决定 采用 它 , 就 好 比 是 “本 末 例 置 ”， 这 让 我 起 起 了 一 

个 故事 , 说 的 是 有 位 经 常 坐 飞 机 的 旅客 , 他 很 偏执 凶 想 象 飞机 上 可 能 有 向 怖 刘 击 炸弹 ， 他 计算 了 这 
种 事件 发 生 的 概率 , 虽然 这 个 概率 非常 小 , 但 还 是 不 能 消除 他 的 忧虑 . 从 那儿 以 后 , 他 总 是 在 行李 箱 
里 自己 的 带 一 枚 炸弹 上 飞机 ,因为 根据 他 的 计算 ， 飞 机 上 有 两 枚 炸弹 的 概率 几乎 为 零 
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(4) 模型 验证 ， — (5) 解决 方案 实施 . 
其 中 第 3 步 模型 求解 最 明确 , 也 是 在 运用 运筹 学 解决 实际 问题 中 最 容易 实现 的 , 因 
为 这 一 步骤 主要 是 针对 特定 的 数学 模型 , 而 其 他 步骤 的 实现 则 更 多 地 是 一 门 艺术 ， 
而 不 是 一 种 理论 . 

问题 定义 涉及 确定 所 研究 问题 的 范围 , 这 项 工作 需要 全 体 OR 小 组 共同 来 做 ， 
目的 是 找 出 这 个 决策 问题 的 3 个 要 素 : (1) 描述 可 能 的 决策 方案 ; (2) 确定 问题 的 目 
标 ; (3) 指出 所 建 模 的 系统 运行 中 的 限制 条 件 . 

模型 构造 要 求 把 问题 的 定义 转化 成 数学 关系 . 如 果 产 生 的 模型 恰好 是 某 种 标准 
的 数学 模型 , 比如 线性 规划 , 我 们 通常 就 可 以 利用 已 有 的 算法 去 求 出 一 个 解 . 反之 ， 
假如 数学 关系 太 复杂 求 不 出 解析 解 来 , 运筹 学 小 组 就 可 能 要 简化 模型 并 使 用 启发 式 
方法 , 或 者 考虑 利用 模拟 的 方法 . 在 某 些 情况 下 , 就 像 第 24 章 的 案例 分 析 中 展示 的 
那样 , 还 需要 将 数学 的 、 模 拟 的 以 及 启发 式 的 模型 相 结 合 , 来 求解 一 个 决策 问题 . 

模型 求解 是 所 有 OR 步骤 中 最 简单 的 ， 因 为 它 只 需要 利用 一 些 成 熟 的 最 优化 
算法 . 模型 求解 步骤 中 一 个 最 重要 的 内 容 是 进行 灵 教 度 分 析 , 为 的 是 要 了 解 当 模型 
参数 发 生 某 些 改变 时 , 最 优 解 会 有 怎样 的 表现 . 尤其 当 模型 的 参数 不 能 准确 估计 时 ， 
更 需要 做 灵敏 度 分 析 . 在 这 些 情况 下 , 在 所 估计 参数 的 邻 域内 研究 最 优 解 的 表现 是 
非常 重要 的 . 

模型 验证 是 为 了 检查 所 提出 的 模型 是 否 体现 了 真正 的 意图 , 也 就 是 说 , 模型 是 
否 能 充分 预知 所 研究 系统 的 行为 . 从 一 开始 , OR 小 组 就 应 该 确信 , 这 个 模型 的 输出 
不 会 出 现 “意外 情形 ”, 换 句 话说 , 得 出 的 解 是 合理 的 吗 ? 这 些 结果 在 直观 上 是 可 接 
受 的 吗 ? 正式 地 讲 , 检查 一 个 模型 是 否 正确 的 一 般 方法 , 是 把 模型 的 输出 结果 与 历 
史 的 输出 数据 进行 比较 , 如 果 在 相似 的 输入 条 件 下 , 模型 合理 地 重 现 了 过 去 的 情形 ， 
则 这 个 模型 就 是 正确 的 . 但 一 般 情况 下 , 我 们 并 不 能 保证 , 未 来 的 情形 会 继续 重复 
过 去 的 行为 . 还 有 , 因为 你 的 模型 通常 是 基于 对 历史 数据 的 仔细 分 析 , 所 提出 的 比 
较 往往 令 人 满意 .假如 所 提出 的 模型 表达 的 是 一 个 (从 未 出 现 过 的 ) 新 系统 , 没有 
现成 的 历史 数据 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 利用 模拟 作为 一 种 独立 的 工具 , 来 检验 
数学 模型 的 输出 结果 的 正确 性 . 

实施 一 个 经 过 正确 性 检验 的 模型 的 解 , 需要 把 得 到 的 结果 翻译 成 一 些 能 让 人 明 
白 的 操作 指令 , 下达 给 所 研究 的 系统 的 管理 人 员 ， 这 项 任务 主要 是 由 OR 小 组 来 
做 的 . 
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Morris(1967) 里 写 道 :“ 讲 授 模型 并 不 等 同 于 讲授 建 模 . ”我 在 准备 本 书 第 8 版 
时 就 已 经 注意 到 这 人 句 话 的 重要 含义 , 并 努力 通过 在 全 书 中 收集 一 些 实际 的 模型 , 来 
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介绍 OR 中 的 建 模 艺术 . 由 于 运筹 学 中 计算 的 重要 性 , 本 书 还 介绍 了 各 种 计算 工具 ， 
从 教学 辅助 软件 TORA 到 商业 化 的 软件 包 Excel、Excel 规划 求解 和 AMPL. 

运筹 学 基础 课 应 该 在 教 给 学 生 一 些 OR 的 数学 基础 的 同时 , 还 要 让 学 生 了 解 
运筹 学 的 一 些 应 用 问题 . 这 会 为 运筹 学 的 使 用 者 提供 某 种 信心 , 假如 我 们 的 训练 一 
味 地 集中 在 OR 的 理念 和 艺术 方面 的 话 , 这 种 信心 通常 就 会 声 失 掉 . 在 建立 了 数学 
基础 以 后 , 你 就 可 以 通过 学 习 所 发 表 的 实际 案例 , 来 提高 你 在 OR 建 模 艺术 方面 的 
能 力 . 为 了 在 这 方面 为 读者 提供 帮助 , 第 24 章 中 收集 了 15 个 精心 编写 和 详细 分 析 
的 案例 , 涉及 了 本 书 中 介绍 的 大 部 分 OR 模型 . 在 附录 E 中 , 还 给 出 了 大 约 50 个 
实际 生活 中 的 应 用 实例 . 在 杂志 和 出 版 物 中 , 还 可 以 找到 更 多 的 案例 研究 . 特别 是 
由 INFORMS( 美 国运 筹 与 管理 科学 学 会 ) 出 版 的 Interfaces, 介绍 了 各 种 各 样 的 运筹 
学 应 用 实例 . 
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第 2 章 ”线性 规划 建 模 


本 章 导读 本 章 着 重 介绍 线性 规划 (linear programming, LP) 模型 的 建立 与 计 
算 . 我 们 以 二 维 变量 问题 的 建 模 和 图 解 开始 , 尽管 非常 简单 , 但 它 提供 了 理解 线性 
规划 基本 概念 的 框架 , 为 第 3 章 介 绍 的 一 般 形式 的 单纯 形 算法 奠定 了 基础 . 为 了 并 
明 线性 规划 在 实际 生活 中 的 使 用 , 我 们 对 不 同 领域 的 一 些 应 用 问题 建立 了 模型 并 求 
解 , 这 些 问题 包括 : 城市 规划 、 货 币 套 汇 、 投资 、 生 产 计划 和 库存 控制 、 汽油 混合 、 
人 力 规划 和 排序 . 在 计算 方面 , 本 章 使 用 两 种 不 同类 型 的 软件 ，(1) TORA, 它 是 一 
种 完全 菜单 驱动 和 自 文档 化 的 说 明 程序 , 通过 交互 式 反馈 , 帮助 你 理解 线性 规划 的 
基本 概念 ; (2) 基于 电子 表格 的 Excel 规划 求解 和 AMPL 建 模 语言 , 它们 是 为 解决 
实际 问题 而 设计 的 商业 软件 包 . 

2.1 节 和 2.2 节 的 内 容 对 于 进一步 理解 本 书 中 线性 规划 的 内 容 是 至 关 重 要 的 . 
你 会 发 现 TORA 的 交互 式 图 解 模式 , 连同 2.2 节 的 内 容 , 对 你 特别 有 帮助 . 2.3 节 提 
出 了 各 种 形式 的 线性 规划 应 用 , 而 且 每 种 应 用 都 配 有 相关 的 习题 . 

2.4 节 介绍 商业 软件 包 Excel 规划 求解 和 AMPL. 我 们 用 它们 求解 了 2.3 节 中 
的 模型 , 而 且 所 有 的 程序 代码 均 包含 在 文件 夹 ch2Files? 中 . 以 后 的 各 章 还 介绍 了 其 
他 一 些 规划 求解 与 AMPL 模型 , 有 关 AMPL 语法 的 详细 描述 将 在 附录 A 中 予以 
介绍 . 学习 AMPL 软件 和 规划 求解 的 一 种 好 方法 就 是 , 亲手 实践 贯穿 全 书 的 众多 
模型 , 并 且 适当 地 修改 它们 以 便 求解 每 节 后 面 的 问题. 将 AMPL 代码 和 附录 A 中 
的 内 容 相互 参照 , 将 使 你 的 学 习 过 程 变 得 更 容易 . 

我 们 刻意 把 TORA、 规 划 求解 和 AMPL 的 材料 或 者 安排 在 各 自 的 小 节 中 , 或 
者 安排 在 小 标题 为 TORA/Solver/AMPL 程序 片段 中 , 其 目的 是 尽量 不 打 乱 主要 的 
文字 叙述 , 尽管 如 此 , 依然 鼓励 你 使 用 计算 机 完成 每 节 后 面 的 习题 . 因为 有 时 , 一 个 
模型 在 求解 之 前 看 起 来 可 能 是 “正确 的 ”, 只 有 在 试图 求解 的 时 候 , 你 才 会 发 现 某 
些 公式 需要 修改 . 

本 章 包括 2 个 实际 应 用 、12 个 例子 ,2 个 规划 求解 模型 、4 个 AMPL 模型 、94 个 
节 后 习题 和 4 个 案例 . 这 些 案例 在 本 书 (下 册 ) 的 附录 E 中. AMPL/Excel/Solver/ 
TORA 程序 在 下 载 资料 的 文件 夹 ch2Files rfr. 


实际 应 用 一 一 Frontier 航空 公司 如 何 经 济 地 购买 燃料 
在 飞行 航线 的 任何 中 途 停留 处 都 可 以 为 飞机 加 燃油 ， 各 地 燃油 的 价格 是 不 同 


加 文件 夹 在 下 载 资料 中 . 一 一 HME 
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的 , 在 一 个 较 廉价 的 地 点 加 载 额外 的 燃油 [ 称 为 机 动 加 油 量 (tankering)] 为 随后 的 
航程 使 用 , 就 可 能 节省 燃油 费用 . 机 动 加 油 量 的 缺点 是 , 额外 的 重量 会 烧 掉 更 多 的 
燃油 ， 使 用 线性 规划 (和 启发 式 算法 ) 来 确定 最 优 的 机 动 加 油 量 , 来 平衡 额外 烧 掉 
燃油 的 费用 与 在 购 进 燃 油 时 节省 的 费用 . 1981 年 完成 的 这 项 研究 , 导致 的 净 节约 次 
金 大 约 为 每 年 350 000 美元 . 第 24 章 的 案例 1 提供 了 研究 的 细节 . 有 趣 的 是 , 随 着 
近年 来 燃料 价格 的 上 涨 , 许多 航空 公司 现在 正在 使 用 基于 线性 规划 的 机 动 加 油 量 软 
件 购买 燃料 . 


2.1 ”二 维 变 量 的 线性 规划 模型 


本 节 介绍 二 维 变量 线性 规划 的 图 解法 . 尽管 二 维 变量 问题 在 实际 中 很 少 出 现 ， 
但 它 的 解法 为 在 第 3 章 提出 的 一 般 单纯 形 法 莫 定 了 坚实 的 基础 . 
例 2.1-1 (Reddy Mikks 公司 ) 
Reddy Mikks 使 用 M1 和 M2 两 种 原料 生产 内 、 外 墙 涂料 . 下 表 提供 了 问题 的 
基本 数据 . 
全 五 产品 使 用 原料 的 吨 数 HACK 
FARR ARRE 用 最 on) 
Lom D 4 2 
原料 M2 1 2 6 
APHERNI (81 000) 5 4 


一 项 市 场 调查 指出 : 内 墙 涂料 的 日 需求 量 不 超过 外 墙 涂料 的 日 需要 量 加 上 1 
吨 . 同时 , 内 墙 涂料 的 最 大 日 需求 量 是 2 吨 . 

Reddy Mikks 打算 确定 最 优 的 (最 好 的 ) 内 、 外 墙 涂料 的 产品 混合 , 使 得 日 总 利 
润 达到 最 大 . 

线性 规划 模型, 与 任何 运筹 学 模型 一 样 , 由 3 个 基本 部 分 组 成 . 

(1) 寻求 需要 确定 的 决策 变量 (variable). 

(2) 需要 优化 ( 求 极 大 或 求 极 小 ) 的 目标 函数 (objective). 

(3) 解 必须 满足 的 约 东 (constraint). 
合理 地 确定 决策 变量 是 模型 建立 过 程 中 重要 的 第 一 步 . 一 旦 决策 变量 确定 后 , 构造 
目标 函数 和 约束 函数 的 工作 就 变 得 非常 简单 了 . 

对 于 Reddy Mikks 问题 , 我 们 需要 确定 内 、 外 墙 涂料 的 日 生产 量 .因此 , 模型 
的 变量 定义 为 


zl = 外 墙 涂料 的 日 生产 吨 数 ， za = 内 墙 涂料 的 日 生产 吨 数 


首先 构造 目标 函数 . 注意 , 公司 打算 极 大 化 (也 就 是 尽 可 能 地 增加 ) 两 种 涂料 的 
日 总 利润. 已 知 每 吨 外 、 内 墙 涂料 的 利润 分 别 是 5 和 4( 单 位 : 1 000 美元 ), 所 以 有 
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外 墙 涂料 的 总 利润 = 5r, 内 墙 涂 料 的 总 利润 = Ar; 
令 :表示 日 总 利润 , 则 公司 的 目标 是 
max z= 5r; + 4r2 


下 一 步 , 构造 限制 原料 用 量 和 产品 需求 量 的 约束 . 原料 限制 可 表述 为 
生产 两 种 涂料 的 原料 用 量 < 最 大 原料 可 用 量 
原料 M1 的 日 用 量 是 每 生产 1 吨 外 墙 涂 料 用 6 吨 , 每 生产 1 吨 内 墙 涂 料 用 4 吨 , 因 


Ki 生产 外 墙 涂料 的 原料 M1 用 量 = Gr M/R 
生产 内 墙 涂料 的 原料 M1 用 量 = 4z 吨 /天 
所 以 ， 
生产 两 种 涂料 的 原料 M1 用 量 = (6i + 472) 吨 /天 
同 理 可 得 


生产 两 种 涂料 的 原料 M2 用 量 = (12i + 2za) 吨 /天 
因为 原料 MI 和 M2 的 日 可 用 量 分 别 限制 在 24 吨 和 6 吨 , 相应 的 限制 给 出 如 下 ; 


6z1 + 4z2 < 24 (原料 MI), zi +2za<6 (原料 M2) 


第 1 个 需求 限制 规定 , 内 墙 涂料 的 日 生产 量 超过 外 墙 涂 料 的 日 生产 量 的 部 分 
( 即 z2- z1) 不 能 超过 1 吨 , 用 数学 语言 描述 , 即 是 


72-7); < 1 (市场 限制 ) 
第 2 个 需求 限制 规定 , 内 墙 涂 料 的 最 大 日 需求 量 限制 在 2 吨 以 内 , 即 
z2 < 2 (需求 限制 ) 


一 个 隐 含 的 (或 自然 的 ) 限制 条 件 是 , 变量 z 和 za 不 能 出 现 负 值 , 非 负 性 限 
制 (nonnegativity restriction), zı > 0, z2 > 0, 表达 了 这 一 要 求 . 
完整 的 Reddy Mikks 模型 是 
max 2 = 5z1+ 4 z3 
st. 6r1+4r2<24 Q) 


ZI 十 2r2<6 (2) 
-n ml (3) 
z2«2 (4) 

m» 2220 (5) 


满足 全 部 5 个 约束 的 zi 和 zz 的 任意 值 构成 一 个 可 行 解 (feasible solution). 否则 ， 
其 解 是 不 可 行 的 (infeasible). 例如 , 解 ri = 3 吨 / 天 、z2 = 1 吨 /天 是 可 行 的 , 因为 
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它 没有 违反 包括 非 负 限 制 在 内 的 任何 约束 . 为 了 核实 这 个 结果 , 将 zi = 3,za = 1 
代入 每 个 约 东 的 左 端 . 在 约束 (1) 中 , 我 们 有 6z1 + 4z2 =6x3+4x1=22, 它 小 
于 约束 的 右 端 项 24. 约束 (2) 至 约束 (5) 也 有 类 似 的 结论 (请 验证 0. 而 z1 = 4 和 
za = 1 这 个 解 是 不 可 行 的 , 因为 它 不 满足 约束 (1), 也 就 是 , 6 x 4+4x1= 28, 它 大 
于 右 端 项 24. 

问题 的 目标 是 寻找 到 最 好 的 可 行 解 , 称 为 最 优 解 (optimum), 使 得 总 利润 达到 
最 大 . 在 寻找 最 优 解 之 前 , 我 们 需要 知道 Reddy Mikks 问题 到 底 有 多 少 个 可 行 解 . 
答案 是 , 正如 我 们 将 在 2.2 节 图 解法 中 看 到 的 那样 , 有 “无 穷 多 个 ” 采用 枚 举 
法 求解 此 问题 是 不 可 能 的 . 这 样 , 就 需要 一 个 有 步骤 的 方法 , 能 够 让 我 们 在 有 限 步 
内 找到 最 优 解 . 在 2.2 节 介绍 的 图 解法 和 将 第 3 章 介绍 的 一 般 代数 化 方法 将 解释 
如 何 能 够 做 到 这 一 点 . 
线性 规划 模型 的 性 质 在 例 2.1-1 中 , 目标 和 约束 均 是 线性 的 . 线性 蕴涵 着 线性 规 
划 必 须 满足 3 条 基本 性 质 : 

(1) 比例 性 这 条 性 质 要 求 每 个 决策 变量 无 论 是 在 目标 函数 还 是 在 约束 中 , 其 
贡献 与 决策 变量 的 值 直接 成 比例 .例如 , 在 Reddy Mikks 模型 中 , 其 量 52, 和 4zy 
是 按照 给 定 的 比例 常数 , 每 吨 的 单位 利润 5 和 4, 分 别 给 出 了 生产 rm 和 za 吨 外 、 
内 墙 涂料 的 利润 . 另 一 方面 , 如 果 Reddy Mikks 允许 当 销售 量 超过 某 些 量 时 , 超过 
部 分 的 给 予 某 种 程度 的 折扣 , 则 利润 将 不 再 与 生产 量 z; 和 z2 成 比例 , 此 时 , 利润 
函数 变 成 非 线性 的 . 

(2) 可 加 性 这 条 性 质 要 求 所 有 变量 在 目标 函数 和 约束 中 的 总 贡献 等 于 每 个 
变量 各 自贡 献 的 直接 和 . 在 Reddy Mikks 模型 中 , 总 利润 等 于 两 个 各 自 利润 分 量 的 
和 . 然而 , 如 果 两 种 产品 的 市 场 占有 份额 是 竞争 的 , 即 一 种 产品 的 销售 量 增加 会 影 
响 到 另 一 种 产品 销售 , 则 可 加 性 不 再 满足 , 此 时 模型 不 再 是 线性 的 . 

(3) 确定 性 ”线性 规划 模型 中 所 有 目标 函数 和 约束 的 系数 都 是 确定 的 . 这 意味 
着 它们 是 已 知 的 常数 一 一 这 在 实际 中 很 少 出 现 , 因为 实际 中 的 数据 更 可 能 被 表示 成 
概率 分 布 . 本 质 上 , 线性 规划 的 系数 是 概率 分 布 平均 值 的 近似 . 如 果 这 些 分 布 的 标 
准 差 充分 小 , 则 这 种 近似 是 可 接受 的 . 大 标准 差 问题 可 直接 地 用 随机 线性 规划 算法 
( 见 19.2.3 节 ) 或 者 间接 地 用 灵敏 度 分 析 ( 见 3.6 节 ) 来 求 出 它 的 最 优 解 . 


习题 2.1A 


1. 对 于 Reddy Mikks 模型 , 构造 下 面 约 东 的 每 一 种 情况 , 并 将 它们 表示 成 线性 的 左 端 项 和 常 
数 的 右 端 项 : 
*(a) 内 墙 涂料 的 日 需求 量 比 外 墙 涂料 的 日 需求 量 至 少 多 1 吨 . 
(b) 原料 M2 (BE GUB ER SJE 6 P, 至 少 是 3 9 
*(c) 内 墙 涂料 的 需求 量 不 能 少 于 外 墙 涂料 的 需求 量 - 
(d) 内 、 外 境 涂 料 的 最 小 生产 量 都 是 3 吨 
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*(e) 内 墙 涂料 与 内 、 外 墙 涂料 的 总 产量 之 比 不 能 超过 0.5. 

2. 在 下 面 Reddy Mikks 模型 的 (可 行 和 不 可 行 ) 解 之 中 , 确定 最 好 的 可 行 解 : 
()z-12-4 (bznz-22-2 ()n-3z-15 
(dz-22-1 (92-2 

*3. 3T. Reddy Mikks 模型 的 可 行 解 =; = 2, z2 = 2, 确定 原料 MI 和 M2 没有 用 完 的 量 . 
假定 Reddy Mikks 采用 按 量 打折 销售 的 方法 , 把 它 的 外 墙 涂料 卖 给 某 个 批发 商 . 如 果 批 发 
商 每 日 的 购买 量 不 超过 2 吨 , 则 Reddy Mikks 每 吨 的 利润 是 5 000 美元 , 否则 是 4 500 美 
元 , 给 出 目标 函数 的 数学 表达 式 , 得 到 的 函数 还 是 线性 的 吗 ? 


2.2 ”线性 规划 的 图 解法 


图 解法 的 过 程 包 括 以 下 两 步 : 
(1) 可 行 解 空间 的 确定 ; 
(2) 从 可 行 解 空间 所 有 的 可 行 点 中 确定 最 优 解 . 
这 个 过 程 用 两 个 例子 来 表明 如 何 处 理 极 大 化 和 极 小 化 目标 函数 . 
2.21. ” 极 大 化 模型 的 解 
例 2.2-1 
这 个 例子 求解 例 2.1-1 中 的 Reddy Mikks UR. 
Wii “可行 解 空间 的 确定 . 
首先 , 我 们 说 明 如 何 表示 对 非 负 性 约束 zı > 0 和 z2 > 0. 在 图 2.1 中 , Be 


* 


"ic 
Gnt4n< AD 
at2n<6 © 
-n+ a<1 加 
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i 和 纵 坐 标 za 分 别 表示 外 、 内 墙 涂料 的 变量 . 因此 , 变量 的 非 负 性 限制 解 空间 的 
区 域 在 第 一 象限 , HD r 轴 的 上 方 和 za 轴 的 右 方 . 

为 说 明 其 余 的 4 个 约束 , 首先 将 每 个 不 等 式 用 等 式 方程 替换 ,然后 , 确定 方 
程 上 两 个 不 同 点 , 画 出 相应 的 直线 . 例如 , 在 用 方程 6r, + 4z = 24 替换 不 等 式 
6z1+4z2 < 24 后 , 我 们 可 以 确定 两 个 不 同 的 点 , 如 首先 令 zi = 0, 得 到 zz = 2: — 6， 
然后 令 zs = 0, 得 到 z = 2$ = 4. 因此 , 可 作出 通过 两 点 (0,6) 和 (4,0) 的 直线 , 如 
图 2.1 的 直线 四 所 示 . 

下 面 考虑 不 等 式 的 作用 . 不等式 的 作用 就 是 将 (zi, za) 平面 分 成 两 个 半空 间 ， 
每 个 半空 间 位 于 所 画 直 线 的 一 侧 . 这 两 个 半空 间 中 只 有 一 个 满足 不 等 式 . 为 了 确定 
正确 的 一 侧 , 选择 (0,0) 作为 参考 点 (referrence point). 如 果 它 满足 不 等 式 , 则 参考 
点 所 在 的 一 侧 是 可 行 的 半空 间 , 否则 另 一 侧 是 可 行 的 . 我 们 用 参考 点 (0, 0) 来 解释 
BIR Gri + 4ra < 24. 因为 6x 0+4x0= 0 是 小 于 24 的 , 所 以 代表 该 不 等 式 的 半 
空间 包含 原点 ( 见 图 2.1 中 箭头 所 指 的 方向 ). 

为 计算 方便 起 见 , 选择 (0,0) 作为 参考 点 , 除非 直线 恰好 通过 原点 , 此 时 可 以 
使 用 其 他 的 点 作为 参考 点 ， 例 如 , 我 们 用 的 参考 点 是 (6,0), 第 一 个 约束 的 左 端 是 
6x 6--4x 0 — 36, 大 于 它 的 右 端 24, 这 意味 着 (6,0) 位 于 不 等 式 6r; + 4zs < 24 中 
不 可 行 的 一 侧 . 这 个 结论 与 基于 参考 点 (0,0) 得 到 的 结论 是 一 致 的 . 

对 于 模型 的 所 有 约束, 应 用 参考 点 过 程 产生 了 由 图 2.1 所 示 的 约束 (请 验证 !). 
问题 的 可 行 解 空间 (feasible solution space) 表示 为 第 一 象限 内 所 有 约束 同时 满足 的 
区 域 . 在 图 2.1 中 , 在 区 域 ABCDEF 边界 内 或 边界 上 的 任何 点 均 是 可 行 空间 的 一 
部 分 . 这 个 区 域外 的 所 有 点 都 是 不 可 行 的 


TORA 程序 

菜单 驱动 的 TORA 软件 的 图 解 线性 规划 模块 , 将 会 帮助 你 加 深 对 如 何 绘制 线 
性 规划 约束 图 形 的 理解 从 NEE ( 主 菜单 ) 中 选择 
(线性 规划 ). 在 输入 完 模 型 之 后 , 从 [SODVEZMODIEY: ( 求 钙 /修改 ) Hit Saive 
(求解 )=> [GERBRIGRI (7687). 在 输出 屏幕 中 , 你 可 以 通过 作 交互 式 的 实验 , 逐一 地 
对 每 个 约束 绘 出 图 形 , 这 样 你 就 能 够 看 到 每 个 约束 是 如 何 影响 解 空间 的 . 


Sob 最 优 解 的 确定 - 

图 2.1 的 可 行 空间 是 由 连接 点 A, B, C, D, E, F 的 线段 描述 的 ， 在 空间 
ABCDEF 边界 内 或 边界 上 的 任意 一 点 均 是 可 行 的 . 因为 可 行 空间 ABCDEF 由 
AR 个 点 构成 , 我 们 需要 一 个 系统 化 的 过 程 来 确定 最 优 解 . 

求 最 优 解 需 要 确认 利润 函数 = = 52; + 4r 增加 的 方向 (这 里 我 们 是 极 大 化 2). 
我 们 可 以 通过 指定 对 = 的 任意 增加 值 来 完成 . 例如 , 令 > = 10 和 z= 15, 这 等 价 于 
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画 出 的 两 条 直线 5z1 + 4z2 = 10 和 5z1 + 4za = 15. 因此 , z 增加 的 方向 由 图 2.2 所 
示 . 最 优点 出 现在 C 处 , 该 点 位 于 解 空间 中 , 超过 这 一 点 进一步 增加 * 值 的 任何 点 
均 在 ABCDEF 的 边界 以 外 . 


ze $21 000 


[ED 


1822 Reddy Mikks 模型 的 最 优 解 
最 优点 C 处 cs 和 zz 的 值 由 直线 (D 和 直线 四 所 构成 方程 的 解 确定 , 即 


6zl 十 4za=24 
2; 224-6 


其 解 是 z1 = 3 和 za = 1.5, 相应 的 = = 5 x 34x L5 = 21. 这 个 解 要 求 每 日 生产 
3 吨 外 墙 涂料 和 1.5 吨 内 墙 涂 料 , 相应 的 日 利润 是 21 00€ 美元 . 

线性 规划 最 优 解 的 一 个 重要 符 征 是 , 最 优 解 总 是 发 生 在 解 空间 的 角 点 (corner 
point)( 这 里 是 两 条 直线 的 交点 ) 处 . 即使 目标 函数 恰好 平行 于 某 个 约束 , 这 一 结论 
也 是 正确 的 . 例如 , 如 果 目 标 函 数 是 > = 6zi + 4zz, 它 平行 于 约束 (1), 我 们 总 可 以 
说 最 优 解 或 者 出 现在 角 点 B, 或 者 出 现在 角 点 C. 实际 上 , 线段 BC 上 任意 点 都 是 
最 优点 ( 见 例 3.5-2), 但 这 里 重要 的 事实 是 , 线段 BC 完全 由 角 点 B 和 C 确定 . 


TORA 程序 

可 以 用 TORA 观察 到 , 最 优 解 总 是 在 某 个 角 点 处 得 到 . 从 输出 屏幕 中 , 可 以 单 
击 (观察 /修改 输入 数据 ) 修改 目标 函数 的 系数 , 再 用 图 
解法 求解 该 问题 . 可 以 用 下 列 目标 函数 检验 上 述 概念 : 

(à) z=5r1 +22  (bz-5z-4m (c) z=z1 +372 

(d) >= -zi+2rz (e) z=—2r1+2z2 (f)2——ri—2; 
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观察 到 线性 规划 的 最 优 解 总 是 发 生 在 角 点 处 , 这 意味 着 最 优 解 能 够 简单 地 通过 
枚 举 所 有 角 点 来 找到 , 正如 下 表 所 示 : 


AH [ze z 
A (0,0) 0 
B (4,0) 20 
c G5) 21 (最 优 解 ) 
D (2,2) 18 
E (1,2) 13 
F (0,1) 4 


随 着 约束 和 变量 个 数 的 增加 , 角 点 的 个 数 也 随 之 增加 , 所 提出 的 枚 举 法 由 于 计 
算 量 太 大 而 变 得 很 繁琐 ， 尽 管 如 此 ， 从 确定 线性 规划 最 优 解 的 角度 来 说 上 述 思 
想 表明 , 包含 无 穷 个 解 的 解 空间 ABCDEF 实际 上 可 以 用 有 限 个 有 希望 成 为 解 的 
点 一 - 角 点 A, B, C, D, E, F REAR. 这 个 结果 是 构造 一 般 代数 式 算法 也 即 单纯 形 
方法 的 关键 , 我 们 将 在 第 3 章 进一步 研究 这 种 方法 . 


习题 2.2A 


1. BA zi, za > 0, 硫 定 下 面 每 个 独立 约束 的 可 行 空间 . 
*(a) -3r +2 <6 (b)n-2m25 (c) 2z; — 37} < 12 
*(d) zı -2240  (e)-n42:20 
确定 下 列 情况 中 z 的 增加 方向 : 
*(a) max >= mm 一 mm (b) max z= -5zl 一 zy 
(c) max z—-::--2z, *(d) max z= 一 3zl + z2 
单独 改变 下 面 每 个 值 , 确定 Reddy Mikks 模型 的 解 空间 和 最 优 解 : 
(a) 外 墙 涂 料 的 最 大 日 需求 量 至 多 是 2.5 M. 
(b) 内 墙 涂料 的 日 需求 量 至 少 是 2 吨 . 
(c) 内 墙 涂料 的 日 需求 量 恰好 比 外 墙 涂 料 的 日 需求 量 多 1 吨 . 
(d) 原材料 M1 的 日 可 用 量 至 少 是 24 吨 . 
(e) 原材料 M1 的 日 可 用 量 至 少 是 24 吨 , 并 且 内 墙 涂料 的 日 需求 量 比 外 墙 涂料 的 日 需求 


REDE. 
4. 某 公司 一 天 工作 10 个 小 时 , 按 3 个 连续 的 工艺 生产 2 种 产品 . 下 表 列 出 了 该 问题 数据 ， 
XP AEF RRA 
IN 工艺 1 工艺 2 工艺 3 Sed 
1 10 6 8 2 美元 
2 5 20 10 — 3X 
确定 这 两 种 产品 的 最 优生 产 策略 


*5. 一 家 公司 生产 A 和 B 两 种 产品 . 产品 A 的 销售 量 至 少 是 产品 A 与 产品 B 销售 量 总 和 的 
8096. 然而 , 公司 每 天 不 能 销售 多 于 100 个 单位 的 产品 A. 两 种 产品 使 用 同一 种 原料 , 并 且 
最 大 日 可 用 量 是 240 Bj. 生产 每 单位 产品 A 需要 用 原料 2 磅 , 生产 每 单位 产品 B 需要 用 
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原料 4 磅 . 产品 A 和 产品 B 的 单位 利润 分 别 是 20 美元 和 50 美元 . 试 为 公司 确定 最 优 的 
生产 策略 . 

Alumco 公司 生产 铝 稍 和 铝 棒 . 预计 最 大 生产 能 力 是 每 天 800 张 铝 箱 或 者 是 每 天 600 RE 
M. 最 大 日 需求 量 是 550 IKER 580 ALBAS. 利润 为 每 张 铝 箱 40 美元 , 每 根 铝 析 35 3€ 
元 . 确定 最 优 的 日 生产 策略 . 

某 人 打算 把 5 000 美元 投资 在 下 一 年 度 的 两 类 项 目 : 投资 项 目 A TRR 5%, 投资 项 目 B 
可 盈利 8%. 市场 研究 表明 , 至 少 应 有 25% 的 投资 分 配给 项 目 A, 至 多 应 有 50% 的 投资 分 
配给 项 目 B. 进一步 假定 , 项 目 A 的 投资 至 少 是 项 目 B 投资 的 一 半 . 将 如 何 为 这 两 类 投资 
项 目 分 配 这 笔 专款 ? 


，Ozark 社区 学 院 的 继续 教育 系 每 学 期 共 提供 30 门 课程 . 所 提供 的 课程 通常 有 两 种 类 型 : 一 


类 是 实用 型 的 , 如 木工 手艺 、 文 字 处 理 和 汽车 维护 ; 男 一 类 是 人 文 型 的 , 如 历史 、 音 乐 和 美 

R. 为 满足 社区 的 需要 , 每 学 期 必须 提供 每 种 类 型 的 课程 至 少 10 门 . 继续 教育 系 估计 , 提 

供 的 实用 和 人 文 型 课程 的 收入 每 门 课 分 别 大 约 是 1 500 美元 和 1 000 美元 

(a) 为 该 学 院 设计 最 优 课程 设置 . 

(b) 证 明 , 每 增加 一 门 课程 的 价值 是 1 500 美元 , 相当 于 一 门 实用 型 课程 的 收入 ， 从 增加 
课程 的 角度 来 看 , 这 一 结果 意味 着 什么 ? 


- ChemLabs 公司 使 用 原料 1 和 II 生产 两 种 家 用 清河 剂 A 和 B. 原料 1 和 II 的 日 可 供应 


量 分 别 是 150 单位 和 145 单位 .一 个 单位 的 清洁 剂 A 要 消耗 0.5 个 单位 的 原料 工 和 0.6 
个 单位 的 原料 TI, 一 个 单位 的 清洁 剂 B 要 消耗 0.5 个 单位 的 原料 I 和 0.4 个 单位 的 原料 
IL 每 个 单位 的 清洁 剂 A 和 B 的 利润 分 别 是 8 美元 和 10 美元 . 清洁 剂 A 的 日 需求 量 在 
30 至 150 个 单位 之 间 , 清洁 剂 B 的 日 需求 量 在 40 至 200 个 单位 之 间 , 试 求 清洁 剂 A 和 
B 的 最 优生 产量 . 

在 MakePa 杂货 商店 , 货架 的 空间 是 有 限 的 , 必须 被 有 效 地 利用 以 提高 利润 ， 有 两 种 品牌 
的 麦片 ,Grano 和 Wheatie, 共 占据 60 平方 英尺 的 货架 空间 . —ft Grano 麦片 占 0.2 F 
HER, —f Wheatie 麦片 需要 0.4 平方 英尺 Grano 和 Wheatie 麦片 的 最 大 日 需求 量 
分 别 是 200 AM 120 fk. 35—ft Grano PMA 1 美元 , 卖 一 傅 Wleatie PMF 1.35 3€ 
元 ,MakePa 认为 , 因为 Wheatie 的 单位 利润 比 Grano 单位 利润 高 3596, 所 以 , 应 该 分 配 
给 Wheatie 的 空间 比 Grano 的 空间 多 35%, 也 就 是 将 大 约 57% 的 空间 分 配给 Wheatie, 
将 大 约 43% 的 空间 分 配给 Grano. 你 认为 这 样 合理 权 ? 

Jack 是 Ulen 大 学 的 一 名 有 抱负 的 新 生 . 他 认识 到 劳 多 结合 的 重要 性 , 因此 , 他 打算 将 每 
天 可 利用 的 10 小 时 按 一 定 的 比例 分 配 到 工作 和 娱乐 中 . 他 估计 , 娱乐 的 快乐 程度 是 工作 的 
两 倍 . 他 还 打算 , 学 习 的 时 间 至 少 与 娱乐 的 时 间 相同 . 然而 , Jack 认识 到 , 如 果 他 打算 完成 
留 给 他 的 全 部 作业 , 他 每 天 的 娱乐 时 间 不 能 超过 4 小 时 ，Jack 该 如 何 分 配 时 间 , 使 得 他 从 
工作 和 娱乐 中 得 到 最 大 的 快乐 ? 

Wild West 生产 两 种 类 型 的 牛仔 帼 . 第 1 种 类 型 帽子 的 劳动 时 间 是 第 2 种 类 型 帽子 的 2 
JR. 如 果 将 所 有 可 利用 的 劳动 时 间 全 部 用 于 生产 第 2 种 类 型 的 帽子 , 则 公司 每 天 可 生产 第 
2 种 类 型 帽子 400 项 两 种 类 型 帽子 的 市 场 限制 分 别 是 每 天 150 项 和 200 D. 第 1 种 类 
型 的 帽子 每 项 盈利 8 美元 , 第 2 种 类 型 的 帽子 每 项 盈利 5 美元 . 确定 每 种 类 型 的 帽子 生产 
多 少 能 使 利润 达到 最 大 . 
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13. Show & Sell 公司 将 它 的 产品 在 当地 的 广播 电台 和 电视 台 做 广告 .广告 预算 限制 在 每 月 
10 000 美元 . 每 分 钟 广播 电台 广告 花费 15 美元 , 每 分 钟 电视 广告 耗资 300 美元 . Show & 
Sell 希望 做 广播 电台 广告 的 时 间 至 少 是 电视 广告 时 间 的 2 倍 . 同时 , 每 月 超过 400 分 钟 的 
广播 广告 是 不 现实 的 从 过 去 的 经 验 来 看 , 估计 电视 广告 的 效果 是 广播 电台 广告 的 25 倍 . 
确定 广播 电台 广告 和 电视 广告 的 最 优 预 算 分 配方 案 . 
*14. 怀俄明 电力 公司 拥有 燕 汽 -涡轮 发 电厂 . 因为 怀俄明 州 储藏 有 丰富 的 煤 , 公司 用 煤 产生 发 电 
所 需 的 蒸汽 然而, 这 可 能 导致 排放 物 不 符合 环保 署 的 标准 . 环保 署 的 法 规 限 定 , 每 吨 煤 燃 
烧 后 二 氧化 硫 的 排放 量 不 能 超过 2 000 hL/L, 从 发 电厂 排出 的 烟尘 累计 不 能 超过 每 小 时 
20 8j. 公司 使 用 两 种 等 级 的 煤 粉 C1 和 C2 RET REOR UR. 这 两 种 等 级 的 煤 粉 在 燃烧 前 通 
常 被 混合 在 一 起 . 为 简单 起 见 , 可 以 假定 破 的 排放 量 (uL/L) 是 两 种 煤 粉 混合 比例 的 加 权 
HS. 下 列 数据 是 基于 两 种 等 级 的 煤 每 小 时 1 吨 的 消耗 量 所 得 出 的 . 


硫 的 排放 重 烟尘 的 排放 量 产生 的 燕 汽 量 


“xand L/L LJANI 确 /小 时 
Cr 1800 21 12 000 
c2 2100 o9 9 000 


(a) 确定 两 种 煤 混合 的 最 优 比例 . 

(b) 求 烟尘 的 排放 量 限制 放松 1 磅 对 每 小 时 产生 燕 汽 量 的 影响 . 
15. Top Toys 公司 正 计划 在 广播 电台 和 电视 台 开展 新 的 广告 宣传 活动 . 做 一 次 广播 电台 广告 的 
花费 是 300 美元 , 一 次 电视 广告 的 花费 是 2 000 美元 . 分 配给 这 次 活动 的 总 预算 是 20 000 
美元 . 然而 , 为 了 保证 在 等 种 媒体 上 至 少将 有 一 次 广播 电台 广告 和 一 次 电视 广告 ,每 种 媒体 
分 配 到 的 最 大 广告 费 不 能 超过 总 预 痉 的 80%. 据 估计 , 第 一 次 广播 电台 广告 的 听众 将 达到 
5 000 A, 以 后 每 增加 一 次 广告 , 新 增 听众 只 有 2 000 人 .对 于 电视 广告 , 第 一 次 的 广告 观 
众 将 达到 4 500 A, 以 后 每 增加 一 次 广告 , 新 增 观 众 3 000 人 .如 何 将 这 笔 预 算 在 广播 电 
台 和 电视 台 之 间 分 配 ? 
Burroughs 服装 公司 为 Walmark 廉价 商店 制造 男 式 衬衫 和 女 式 上 衣 . Walmark 将 接受 由 
Burroughs 提供 的 全 部 产品 . 生产 过 程 包括 裁剪 、 继 纠 和 包装 三 部 分 . Burroughs 雇用 25 
名 工人 在 裁 章 车 间 , 35 名 工人 在 继 幼 车 间 , 以 及 5 名 工人 在 包装 车 间 . 工厂 每 天 工作 8 小 
时 , 每 周 工作 5 天 . 下 表 给 出 了 制造 两 种 服装 所 需 的 时 间 及 其 利润 : 


每 件 服装 所 需 的 时 间 (分 钟 ) 


1 


se a aa ap PRAD 
IE 2 70 n g 
dotkk o 5o " 12 


请 为 Burroughs 公司 确定 每 周 最 优 的 生产 计划 . 

17， 某 家 具 公司 生产 书桌 和 椅子 . 切割 车 间 为 两 种 产品 提供 成 品 木材 , 然后 成 品 木材 被 送 到 组 
装 车 间 组 装 . 组 装 好 的 家 具 再 被 送 到 油漆 车 间 上 漆 . 切割 车 间 每 天 能 够 生产 200 把 椅子 或 
BO 张 书桌 - 椅子 组 装 车 间 每 天 可 组 装 120 把 椅子 , 书 课 组 装 车 间 每 天 能 组 装 60 张 书桌 . 油 
漆 车 间 每 天 能 上 漂 150 把 椅子 或 者 110 KBR. 已 知 每 把 椅子 的 利润 是 50 美元 , 每 张 书 
桌 的 利润 是 100 美元 . 为 公司 确定 最 优 的 生产 组 合 . » 
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*18. 一 条 装配 线 由 3 个 相 邻 的 工作 站 组 成 , 生产 两 种 型 号 的 收音 机 HiFi-1 和 HiFi-2. 下 表 提 
供 了 3 个 工作 站 的 装配 时 间 . 


WEPRSEBHN (分 名 ) 
Tk HiFi-1 HiFi-2- 

1 $ 1 

2 5 5 

3 4 5 


对 工作 站 1,2, 3 每 天 的 维护 所 消耗 的 时 间 分 别 占 每 个 站 的 总 可 利用 时 间 的 1096, 1496, 
12%, 每 个 工作 站 一 天 的 最 大 可 利用 时 间 是 480 分 钟 . 确定 最 优 的 生产 策略 , 使 3 个 工作 
站 的 总 空闲 (或 未 使 用 ) 时 间 最 少 . 
19. TORA 实验 .将 下 面 的 线性 规划 输入 到 TORA, 并 选择 图 解法 方式 来 展示 线性 规划 图 解 
pw. 
min z = 3zi 十 8zy 
$t z + r 28 


2n-3z < 0 
Tı +2ra < 30 
3r — za > 0 
E € 10 
2129 
mnm > 0 


接 下 来 , 在 一 张 纸 上 , 画 出 所 求 问题 的 =; 和 za 轴 , 并 标 上 刻度 (也 可 以 单 击 右边 窗口 上 的 
Print Graph, 得 到 一 张 标 有 刻度 的 纸 ). 现在 , 在 已 准备 好 的 纸 上 用 手 画 出 约束 , 然后 单 击 
屏幕 左边 的 窗口 , 来 检查 你 的 答案 . 对 每 个 约束 重复 相同 的 操作 , 最 后 画 出 目标 函数 , 终止 
整个 程序 . 通过 TORA 程序 给 出 的 立即 反馈 , 上 述 过 程 可 用 来 检验 和 加 强 你 对 线性 规划 图 
解法 的 理解 . 
20. TORA Rat. 考虑 下 面 的 线性 规划 模型 : 
max z= 5r1+ 42 
st. 6r1 +4r2<24 
Gr1+3r2<22.5 
zı + TS 
zı +2r2<6 
=z + za<1 
z1«2 


* 21,7220 
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在 线性 规划 中 , 一 个 约束 被 称 为 是 元 杀 的 , 如 果 从 模型 中 去 掉 该 约束 时 , 可 行 解 空间 保持 不 
变 . 用 TORA 的 作 图 功能 找 出 元 余 的 约束 , 然后 说 明 去 掉 它 们 后 (或 干脆 不 画 它 们 ) 不 会 
影响 解 空间 或 最 优 解 . 

21. TORA X&. 在 Reddy Mikks 模型 中 , 用 TORA 显示 , 去 掉 原材料 约束 [约束 (1) 和 约 
R (2)] 后 将 导致 无 界 解 空间 . 在 这 种 情况 下 , 模型 的 最 优 解 会 发 生 什么 变化 ? 

22. TORA 实验 . 在 Reddy Mikks 模型 中 , 假定 在 问题 中 增加 约束 z2 > 3. 用 TORA ER, 
得 到 的 模型 有 相互 矛盾 的 约束 , 这 些 约束 不 能 同时 被 满足 , 因此 没有 可 行 解 . 


2.2.2” 极 小 化 模型 的 解 


例 2.2-2 (营养 配方 问题 ) 
Ozark 农场 每 天 至 少 使 用 800 磅 特殊 饲料 ， 这 种 特殊 饲料 是 由 玉米 和 大 豆 粉 
配制 而 成 , 并 含有 以 下 成 分 : 


每 磅 饲料 中 含有 成 分 的 重量 (I) 


饲料 EAA 费用 Qoi) 
EJE] 0.09 002 030 
xum 0.00 0.06 0.90 


特殊 饲料 的 营养 要 求 是 至 少 30% 的 蛋白 质 和 至 多 5% 的 纤维 . Ozark 农场 希 
望 确定 每 天 最 小 成 本 的 饲料 配制 . 
因为 饲料 由 玉米 和 大 豆 粉 配制 而 成 , 所 以 模型 的 决策 变量 定义 为 


zi = 每 天 混合 饲料 中 玉米 的 重量 ( 磅 ) 
2 = 每 天 混合 饲料 中 大 豆 粉 的 重量 ( 磅 ) 
目标 函数 是 使 得 配制 这 种 饲料 的 每 天 总 成 本 (美元 ) 最 小 , 因此 表示 为 
min z = 0.3zi + 0.925 
模型 的 约束 反映 饲料 的 日 需要 量 和 对 营养 成 分 的 需求 量 . Ozark 农场 一 天 至 少 
需要 饲料 800 磅 , 相应 的 约束 灯 件 可 以 表示 为 
zı + 22 2 800 


对 于 蛋白 质 的 营养 需求 约束 , 含 在 z1 磅 玉米 和 zs 磅 大 豆 粉 的 蛋白 质 总 量 是 (0.09z1 
0.622) 磅 . 这 个 量 应 至 少 等 于 总 饲料 混合 (z1 + za) 的 30%, 即 


0.092; + 0.62 > 0.3(z1 + 22) 
用 类 似 的 方法 , 纤维 的 需求 至 多 为 5%, 构造 的 约束 是 
0.02; + 0.065 < 0.05(z; 十 za) 


化 简约 束 , 将 变量 = 和 ro 移 到 不 等 式 的 左 端 , 只 让 常数 保留 在 不 等 式 的 右 端 . 
因此 , 完整 的 模型 变 为 
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min z=0.3r1 +0.972 
st. t+ £2 2800 
0212 — 0.302; <0 
0.037; — 0.0122 2.0 
zwom) 20 


图 2.3 提供 了 模型 图 解 的 结果 . 与 Reddy Mikks 模型 (Bil 2.2-1) 不 同 的 是 , 第 2 
个 和 第 3 个 约束 通过 原点 . 为 画 出 相应 的 直线 , 我 们 需要 另 一 个 点 , 这 个 点 可 以 通 
过 指定 一 个 变量 的 值 然后 再 解 出 另 一 个 变量 的 值 来 获得 . 例如 , 在 第 2 个 约束 中 ， 
zl = 200 将 产生 0.21x200--0.3z2 = 0 BÈ z2 = 140. 这 意味 着 直线 0.212 -0.312 = 0 
通过 点 (0,0) 和 点 (200, 140). 还 需要 注意 的 一 点 是 , (0,0) 点 不 能 用 作 第 2 个 约束 
和 第 3 个 约束 的 参考 点 . 因为 这 两 条 直线 均 通过 原点 . 不 过 , 我 们 可 以 用 任何 其 他 
点 [例如 , (100,0) 或 (0,100)] 作为 参考 点 . 


图 2.3 营养 配方 模型 的 图 解 


解 ”因为 现在 的 模型 寻找 目标 函数 的 极 小 值 , 我 们 需要 尽 可 能 地 沿 图 2.3 所 示 的 
方向 减少 z 值 . 最 优 解 位 于 两 条 直线 zi + za = 800 和 0.21zi — 0.322 = 0 的 交 
点 处 , 得 到 zi = 470.59 磅 和 zz = 329.41 磅 . 配制 这 种 饲料 的 最 小 成 本 为 2 = 
0.3 x 470.59 + 0.9 x 329.42 = 437.65 美元 /天 . 

评注 ”需要 注意 的 是 问题 约束 的 构造 方法 . 因为 模型 是 极 小 化 总 成 本 , 我 们 可 能 会 
认为 , 寻求 的 解 应 该 恰好 是 800 磅 饲料 . 的 确 , 这 正 是 上 述 最 优 解 给 出 的 结果 . 这 是 
否 意味 着 将 第 一 个 约束 去 掉 , 而 简单 地 用 总 量 800 磅 代替 , 并 保留 其 他 的 约束 昵 ? 
为 得 到 答案 , 我 们 把 新 的 蛋白 质 和 纤维 约束 表示 成 


0.092; + 0.622 >0.3 x 800 
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0.022; + 0.0672 < 0.05 x 800 


0.09; + 0.675 > 240 
0.027, + 0.067» < 40 


这 组 新 的 约 东 产生 的 解 是 rı = 0 和 za = 400 磅 (通过 TORA 验证 !), 它 并 不 满足 
隐 含 的 800 磅 饲料 的 需求 . 这 意味 着 必须 明确 采用 约束 zi + za > 800, 并 且 蛋 白质 
和 纤维 的 约束 必须 严格 地 保持 原来 的 表示 方法 . 

按照 前 面 的 思维 方法 , 可 以 试 着 用 约束 zi + za = 800 代替 约束 zi + za > 800. 
对 于 前 面 的 例子 , 两 种 约束 产生 相同 的 结果 . 但 推广 到 一 般 问 题 , 情况 并 非 如 此 . DI 
如 , 假设 每 天 的 混合 饲料 至 少 包含 500 磅 玉米 . 在 这 种 情况 下 , 最 优 解 是 要 求 使 用 
500 磅 的 玉米 和 350 磅 的 大 豆 粉 (通过 TORA 验证 !), 它 等 价 于 每 天 的 饲料 混合 量 
是 500+350 = 850. 强迫 使 用 等 式 约束 将 导致 问题 没有 可 行 解 (通过 TORA 验证 !). 
另 一 方面, 不 等 式 同时 也 包含 了 相等 的 情况 , 因此 , 它 并 没有 排除 模型 产生 恰好 800 
磅 的 饲料 混合 , 所 以 应 该 保留 不 等 式 约束 . 上 述 讨论 说 明 , 我 们 不 应 该 “预先 猜测 ” 
其 结果 而 强迫 附加 等 式 限制 , 我 们 总 是 应 该 使 用 不 等 式 约束 , 除非 是 明确 规定 使 用 
等 式 约束 的 情形 . 


习题 2.2B 


1. 确定 下 列 情况 中 > 的 下 降 方向 : 
*(a) min z—4z—2z; (b) min >= -3zi+za (c) min z= -zi — 213 
2. 对 于 营养 配方 模型 , 假定 玉米 的 日 可 利用 量 不 超过 450 磅 . 找 出 新 的 解 空间 , 并 确定 新 的 最 
fM. 
3。 对 于 营养 配方 模型 , 如 果 饲 料 混合 不 超过 一 天 800 磅 , 模型 将 得 到 什么 样 的 最 优 解 ? 这 样 
的 解 有 意义 吗 ? 
4. John 在 上 学 期 间 , 每 周 要 工作 20 小 时 来 勤工俭学 . 他 在 两 个 零售 店 里 找到 了 工作 . 在 第 1 
个 零售 店 , 他 可 以 一 周 工作 5 至 12 个 小 时 ; 第 2 个 零售 店 允许 他 工作 6 至 10 小 时 ,两 
个 店 支付 相同 的 小 时 工资 . 考虑 要 在 每 个 店 工作 多 少时 间 时 , John 打算 依据 每 个 店 的 工作 
强度 来 作出 决定 . 通过 与 现在 的 店员 交谈 , 并 用 1 至 10 之 间 的 数 来 度量 递增 的 工作 强度 
John 估计 第 1 个 店 和 第 2 个 店 的 强度 分 别 是 8 和 6. 因为 强度 是 随 工作 时 间 增加 的 , 他 
假定 , 每 个 店 在 一 周 结束 时 的 总 强度 , 与 他 在 该 店 工作 的 小 时 数 成 正比 . 那么 John 应 该 在 
每 个 店 工作 多 少 小 时 呢 ? 
OilCo 公司 正在 建设 一 个 生产 4 种 产品 (柴油 、 汽 油 、 润滑 油 和 喷气 式 飞机 燃料 ) 的 精炼 厂 . 
这 些 产品 每 种 的 最 小 需求 量 (H/F) 分别 是 14 000, 30 000, 10 000 和 8 000. 伊朗 和 阿 联 
首 按 照 合同 通过 船只 为 OilCo 提供 原油 . 由 于 原油 受 OPEC(Organization of Petroleum. 
Exporting Countries, 石油 输出 国 组 织 ) 配额 的 限制, 新 的 精炼 厂 至 少 有 40% 的 原油 来 自 


* 
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伊朗 , 其 余 来 自 阿联酋 .OilCo 公司 预测 , 石油 产品 的 需求 和 原油 配额 将 在 今后 的 10 年 中 
保持 稳定 . 

两 种 原油 规格 导致 不 同 的 产品 系列 : 一 桶 伊朗 原油 可 生产 出 02 桶 柴油 、0.25 桶 汽 
油 、 0.1 桶 润滑 油 和 0.15 桶 喷气 式 飞机 燃油 ; 阿联酋 原油 的 相应 指标 分 别 是 0.1, 0.6, 0.15, 
0.1. OilCo 需要 确定 精炼 厂 的 最 小 生产 能 力 (M/R). 

， 某 股民 打算 投入 一 批 资金 ,用 它 产生 至 少 10 000 美元 的 年 收益 . 可 以 用 这 笔 资金 购买 两 种 
股票 : 蓝筹股 和 高 科技 股 . 这 两 种 股票 的 平均 年 收益 分 别 是 10% 和 25%. 虽然 高 科技 股 
的 年 收益 较 高 , 但 它 风险 更 大 , 因此 他 打算 限制 在 这 种 股票 的 投资 不 超过 总 投资 额 的 60%. 
他 对 每 种 股票 的 最 少 投资 量 应 该 是 多 少 才能 完成 他 的 投资 目标 ? 

*7. 一 家 工业 再 生 中 心 用 A 和 B 两 种 废 馈 金 属 生产 特殊 合金 . 废料 A 含有 6% HE. 3% 的 

硅 和 4% 的 碳 . 废料 B 含有 3% 的 铝 、 6% 的 硅 和 3% 的 碳 . 每 吨 的 废料 A 和 B 的 成 本 
分 别 是 100 美元 和 80 美元 . 这 种 特殊 合金 的 规格 要 求 是 : (1) 铝 的 含量 必须 在 3%% 至 6% 
之 间 ; (2) 硅 的 含量 必须 在 3% 至 5% ZM; (3) 碳 的 含量 必须 在 3% 至 7% ZM. RAF 
生产 1 000 吨 这 种 特殊 合金 所 需 废 料 的 最 优 混合 
8. TORA 实验 . 考虑 营养 配方 模型, 令 目标 函数 如 下 : 
min z = 0.8r1 + 0.872 

用 TORA 软件 演示 最 优 解 在 两 个 不 同 的 角 点 处 取得 , 并 且 两 个 点 有 相同 的 目标 值 . 在 这 种 
情况 下 , 称 问题 有 可 选择 最 优 解 . 解释 导致 这 种 情形 的 条 件 , 并 说 明 , 该 问题 实际 上 有 无 益 
多 个 可 选择 的 最 优 解 , 然后 给 出 求 所 有 这 些 最 优 解 的 公式 . 


2.3 ”线性 规划 应 用 选 讲 


本 节 介绍 若干 实用 的 线性 规划 模型 , 在 这 些 模型 中 , 变量 的 定义 、 目 标 函数 和 
约束 的 构造 并 不 像 二 绯 变量 模型 那么 简单 .这 些 应 用 问题 所 涉及 的 领域 包括 有 : 
(1) 城市 规划 ; (2) 货币 套 汇 ; (3) 投资 ; (4) 生产 计划 和 库存 控制 ; (5) 石油 混合 与 提 
炼 ; (6) 人 力 计划 . 

本 节 详细 讨论 每 一 种 模型 , 并 对 模型 的 最 优 解 进行 分 析 并 给 出 解释 . 

2.3.1 “城市 规划 ” 


城市 规划 要 解决 3 大 问题 : (1) 建造 新 的 住宅 开发 ; (2) 改造 城市 内 部 的 老 旧 房 
屋 和 娱乐 场所 ; (3) 规划 公共 设施 (如 学 校 和 机 场 ) 与 这 些 项 目 相 关 的 约束 包括 经 
济 (土地 、 建筑 物 、 资金 ) 与 社会 (学 校 、 停 车 场 、 收 入 水 平 ) 两 个 方面 . 在 城市 规 
划 中 目标 并 不 是 固定 的 , 例如 , 在 新 的 住宅 开发 项 目 中 , 利润 通常 是 承担 项 目的 动 
机 ; 在 其 他 的 两 类 项 目 中 , 目标 包括 了 社会 、 政 治 、 经 济 和 文化 诸多 需要 考虑 的 因 
素 . 又 如 , 在 2004 年 引起 公众 所 注意 的 事件 中 , 俄 亡 俄 州 的 一 名 市 长 想 要 征用 一 片 
旧 城 区 , 用 来 开发 豪华 住宅 . 其 动机 是 增加 税收 以 帮助 弥补 经 费 预算 的 不 足 . 本 节 
介绍 的 例子 就 是 按照 俄亥俄 州 的 案例 编写 的 . 
(0 QD 和 基文 献 Raidlawtlg72)- 
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例 2.3-1 (城市 更 新 模型 ) 

Erstville 市 面临 着 严重 的 预算 不 足 问题 . 为 寻求 一 种 长 期 的 解决 方案 , 市 议 
会 投票 决定 , 征用 一 块 内 城 的 住宅 区 域 , 进行 一 项 现代 化 的 开发 项 目 , 以 增加 税收 
来 源 . 

改造 工程 包括 两 个 阶段 ; (一 ) 拆除 不 符合 标准 的 住宅 ， 为 新 的 开发 提供 土地 ; 
(二 ) 建造 新 的 建筑 . 下 面 是 情况 概要 . 

(1) 拆除 大 约 300 套 不 符合 标准 的 住宅 . 每 套 住宅 占 地 0.25 英亩 . 拆除 一 套 征 
地 住宅 的 成 本 是 2 000 T. 

(2) 新 的 单 、 双 、 三 和 四 户 住宅 (单元 ) 的 土地 面积 分 别 是 0.18. 0.28. 04 和 0.5 
英亩 . 街道 、 开 益 地 和 公共 设施 占 可 利用 面积 总 量 的 15%. 

(3) 在 新 的 开发 项 目 中 , 三 户 与 四 户 的 住宅 单元 数 的 总 和 至 少 占 总 住宅 单元 的 
25%. 单 户 住宅 单元 数 至 少 应 占 总 单元 数 的 20%. 双 户 住宅 单元 数 至 少 占 总 单元 数 
的 10%. 

(4) 对 于 单 、 双 、 三 和 四 户 住宅 , 每 单元 征 税额 分 别 是 1 00 美元 、 1 900 美元 、 
2 700 美元 和 3 400 美元 

(5) 对 于 单 、 双 、 三 和 四 户 住宅 , 每 单元 的 建筑 成 本 分 别 是 50 000 美元 、70 000 
美元 、130 000 美元 和 160 000 美元 . 通过 当地 银行 筹措 资金 总 计 最 高 达到 1 500 万 
美元 . 

应 建 多 少 单元 各 种 类 型 的 住宅 使 得 税收 总 额 达到 最 大 ? 
数学 模型 ”除了 确定 建造 每 种 类 型 住宅 单元 的 数量 外 , 我 们 还 需要 确定 有 多 少 旧 
房屋 必须 拆除 , 为 新 的 开发 项 目 提供 场地 . 因此 , 问题 的 变量 可 定义 如 下 ; 


2) = 建造 单 户 住宅 的 单元 数 
z2 一 建造 双 户 住宅 的 单元 数 
25 7 建造 三 户 住宅 的 单元 数 
z4 一 建造 四 户 住宅 的 单元 数 
zs 三 拆除 旧 住 宅 的 单元 数 


目标 函数 是 从 所 有 4 种 类 型 的 住宅 中 使 得 总 的 税收 达到 最 大 , 即 
max z= 1 000z, + 1 90075 + 2 700zs + 3 4004 
问题 的 第 一 个 约束 是 土地 的 可 用 量 : 
用 于 新 建 住宅 面积 < 净 可 用 面积 


从 问题 的 数据 我 们 得 到 
新 建 住宅 需要 的 面积 = 0.18z; + 0.28z2 + 0.4zs + 0.524 
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为 确定 可 利用 面积 , 被 拆除 的 旧 住宅 每 套 占 0.25 英亩 土地 , 因此 , 得 到 0.25zs 英亩 . 
允许 用 总 量 的 1596 用 于 开阔 区 域 .街道 和 活动 设施 , 净 可 利用 面积 是 0.85(0.25zs) = 
0.2125zs. 得 到 的 约束 是 

0.182; + 0.2872 十 0.4rs + 0.524 < 0.212 52s 


即 
0.1871 + 0.2872 + 0.4 -- 0.54 — 0.212 5z5 < 0 


被 拆除 住宅 的 数量 不 能 超过 300 套 , 将 它 写 成 
zs «300 
下 面 加 上 各 种 类 型 住宅 单元 数量 的 限制 约束 : 
单 户 住宅 单元 的 数量 > 总 单元 数 景 的 20% 
双 户 住宅 单元 的 数量 > 总 单元 数量 的 10% 
三 户 与 四 户 住宅 单元 数量 之 和 > 总 单元 数量 的 25% 
这 些 约束 转述 成 数学 表达 式 就 是 
21 20:2(zi +22 + z3 + z4) 
z2>0.1(z1 +22 + z3 + z4) 
£3 + z4 20.25(; + T2 + T3 + T4) 


还 剩 下 一 个 约束 就 是 要 保证 拆除 和 建造 的 费用 在 允许 的 预算 之 内 , 即 
拆除 和 建造 费用 的 总 和 < 可 用 预算 
以 1 000 美元 表示 费用 的 单位 , 得 到 
(5021 + 702 + 130z3 + 16074) + 25 < 15 000 
因此 , 完整 的 模型 如 下 ; 
max z= 1 000z; 十 1 9007 十 2 700zs + 3 40074 
s.t. 0.18; -- 0.2822 + 0.4zs 十 0.5z4 一 0.212 5z5 < 0 


zs < 300 
—0.8z, + 0.222 + 0.273 十 0.274 «0 
O.1z; — 0.92 + 0.1zs 十 0.1z4 «0 
0.252; + 0.2522 — 0.7523 — 0.7524 «0 


B0r,-- 70r; + 130zs 十 160zs + 225 < 15 000 
1,2223, T4, T5 > 0 
解 ” 最 优 解 (用 文件 amplEX2.3-1.txt 或 solverEx2.3-1.xls 计算 得 到 ) 为 
总 税收 额 = z = 343 965( 美 元 ) 
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单 户 住宅 数量 = zi = 35.83 = 36 ($) 


双 户 住宅 数量 = za = 98.53 ~ 99 ($) 
三 户 住宅 数量 = zs = 44.79 ~ 45 ( 套 ) 
四 户 住宅 数量 (&) 


E 拆除 旧 住宅 数量 = zs = 24149 ~ 245 (f£) 


评注 ”线性 规划 并 不 能 自动 地 保证 得 到 整数 解 , 这 就 是 将 连续 的 值 经 过 四 合 五 入 

得 到 整数 的 原因 . 这 个 四 合 五 入 的 结果 要 求 建造 180(= 36 + 99 + 45) 套 单元 , 拆除 

245 套 旧 住宅 , 税收 总 额 是 345 600 美元 . 但 需要 记 住 的 是 , 在 一 般 情况 下 , i Dur 

五 入 得 到 的 结果 不 一 定 是 可 行 的 . 事实 上 , 现在 的 四 合 五 入 的 结果 就 破坏 了 70 000 

美元 的 预算 约束 (请 验证 )， 有 趣 的 是 , 真实 的 最 优 整数 解 (用 第 8 章 的 算法 ) 是 

a, = 36, za = 98, z3 = 45, z4 = 0 和 zs = 245, 并 且 最 优 值 * = 343 700 美元 . 细 

心 的 读者 可 注意 到 , 四 全 五 入 的 结果 产生 更 好 的 目标 最 优 值 , 这 似乎 是 矛盾 的 . 但 

究 其 原因 是 , 四 合 五 入 的 结果 要 多 建 一 套 双 户 住宅 单元 , 这 只 有 在 预算 超过 70 000 

美元 才 是 可 行 的 . 

习题 2.3A 

1. 某 房地产 经 纪 人 正 计划 开发 出 租 住宅 和 零售 商业 区 的 业务 . 住宅 区 由 简易 公 寅 、 联 式 和 单 
户 住宅 组 成 估计 潜在 承租 人 的 最 大 需求 是 500 套 简易 公 富 、300 套 联 式 住宅 和 250 de 
单 户 住宅 , 但 联 式 住宅 的 数量 必须 至 少 等 于 简易 公寓 和 单 户 住宅 数量 的 50%. 零售 店面 积 
与 住宅 的 套数 成 比例 , 对 于 简易 公寓 、 联 式 住宅 和 单 户 住宅 其 比例 分 别 至 少 是 10 平方 英 
尺 、15 平方 英尺 和 18 平方 英尺 .然而 , 由 于 土地 可 用 性 限制 零售 店面 积 不 能 超过 10 000 
平方 英尺 . 对 于 简易 公寓 、 联 式 住宅 的 单 户 住宅 估计 月 租 收入 分 别 是 600 美元 、750 美元 
和 1 200 美元 . 零售 店面 的 租金 是 100 美元 /平方 英尺 确定 最 优 办 售 店面 积 和 居民 住户 
的 数量 
2. Fayetteville 市 议会 正在 审批 建设 新 的 200 000 平方 英尺 会 议 中 心 的 议案 . 已 提出 了 两 处 

地 点 , 均 需 要 行使 “征用 权 ” 的 法 律 才能 获得 地 产 . 下 表 给 出 了 两 个 地 点 (及 附近 ) 的 有 关 
地 产 ,以 及 购置 成 本 . 


地 点 1 地 点 2 

地 产 面积 成 本 面积 成 本 
(10003:R?) — (1000303) — (10003€R2) (1000 美元 ) 
1 20 1000 80 2 800 
2 5o 210 60 1900 
3 50 2350 50 2800 
4 30 1850 70 2 500 
5 60 2 950 


允许 获得 部 分 产权 . 如 果 选 择 地 点 1, 至 少 要 获得 产权 A ff 75%; 车 选择 地 点 2, 至 少 要 获 
得 产权 3 的 50%. 虽然 地 点 1 的 单位 面积 产权 要 责 些 , 但 建筑 成 本 低 于 地 点 2, 因为 地 点 
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*3. 


a 


1 的 基础 设施 更 好 . 地 点 1 的 建筑 成 本 是 2 500 万 美元 , 地 点 2 的 建筑 成 本 是 2 700 万 美 
元 . 应 该 选择 哪 一 个 地 点 , 获得 哪些 地 产 ? 

某 城市 在 未 来 的 5 年 内 将 启动 4 个 城市 住房 改造 工程 . 每 项 工程 有 不 同 的 开始 时 间 , 工程 
周期 也 不 一 样 . 下 表 提供 这 些 项 目的 基本 数据 (单位 : 100 万 美元 ): 


mix ”第 2 年 ”第 3 年 第 4 年 ”第 5 年 ”总 费 用 ”年 收入 


工程 1 Hh 结束 50 005 
工程 2 开始 结束 8.0 0.07 
工程 3 Hh 结束 150 015 
工程 4 开始 结束 12 — 00 
预算 30 60 70 70 T0 


工程 1 和 工程 4 必须 在 规定 的 周期 内 全 部 完成 ， 必 要 时 ， 其 余 的 两 项 工程 可 以 在 预算 
的 限制 内 完成 一 部 分 ， 然 而 , 每 项 工程 在 它 的 规定 时 间 内 必须 至 少 完成 25%， 每 年 年 底 ， 
工程 完成 的 部 分 立刻 入 住 , 并 且 实现 一 定 比例 的 收入 ， 例 如 , 如 果 工 程 1 在 第 1 年 完成 
40%, 在 第 3 年 完成 剩 下 的 60%, 在 5 年 计划 充 围 内 的 相应 收入 是 0.4 x $50 000( 第 2 
年 )+0.4 x $50 000( 第 3 年 )+(0.4 十 0.6) x $50 000 (第 4 4E)+(0.4 + 0.6) x $50 000( 第 5 
年 )= (4 x 04 4-2 x 0.6) x $50 000. 试 为 工程 确定 最 优 的 时 间 进度 表 , 使 得 5 年 内 的 总 收 
入 达到 最 大 . 为 简便 起 见 , 不 考虑 货币 的 时 间 价值 . 


|. Fayetteville 市 正 计划 着 手 一 项 城市 改造 工程 , 其 工程 包括 为 中 低 收入 居民 建造 的 排 式 住 


E, 为 高 收入 者 建造 的 豪华 公寓 , 以 及 公共 建筑 . 也 包括 公立 小 学 和 商业 零售 设施 , 学 校 的 
大 小 (教室 的 间 数 ) 与 学 生 的 数量 成 比例 , 而 且 零 售 设施 的 建筑 面积 与 住宅 单元 的 数量 成 正 
比 . 下 表 提 供 了 该 项 工程 的 相关 数据 : 


低 收入 ”中 等 收入 高 收入 公共 住宅 ”学校 教室 “零售 设施 
0 


最 小 单元 数 100 125 75 300 

最 大 单元 数 200 190 260 600 25 
每 单元 土地 面积 (英亩) 0.05 007 003 0.025 — 0.045 01 
每 单元 的 学 生平 均 数 13 12 o5 14 

每 单元 零售 设施 需求 (英亩 1 。 0.023 0.034 — 0.046 0.008 — 0.034 

每 单元 的 年 收入 (美元 ) 7000 — 12000 20000 5 000 = 15 000 


按照 每 间 教室 至 多 25 名 学 生 , 新 学 校 最 大 可 占 地 2 英亩 。 学 校 每 间 教室 年 运行 费用 是 
10 000 美元 . 工程 将 建 于 一 片 50 英亩 的 空地 上 , 其 产权 归 市 政府 所 有 . 另外 , 该 工程 能 够 
征用 邻近 的 、 被 划 定 为 贫民 区 的 200 套 住宅 的 产权 . 每 套 贫民 住宅 占 地 0.25 英亩 . 购买 和 
拆除 一 套 贫民 住宅 的 费用 是 7 000 美元 . 空地 、 街 道 和 停车 场 用 去 总 可 利用 土地 的 15%. 
试 设计 一 个 线性 规划 , 确定 该 项 工程 的 最 优 计划 - 


. Realco 公司 拥有 800 英亩 未 开发 土地 , 坐落 在 Ozark 山中 心 区 景色 优美 的 湖 边 . 过 去 , 对 


于 湖 周边 的 新 开发 简直 是 没有 规划 . 现在 , 湖岸 星星 点 点 地 布 满 了 度假 住宅 和 化 美 池 , 绝 大 
多 数 化 美 池 建 造 得 不 合理 , 但 普遍 都 在 使 用 . 多 年 来 , 来 自 化 类 池 的 滩 流 导致 了 严重 的 水 污 
Ji. 为 了 抑制 湖水 的 进一步 严 化 , 县 级 官员 着 眼 于 未 来 的 发 展 颁布 了 严厉 的 法 令 : (1) 只 能 
建造 单 户 、 双 户 和 三 户 住宅 , 并 且 单 户 住宅 至 少 圳 总 在 宅 的 50%; (2) 为 了 要 限制 化 类 池 的 
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数量 , 单 户 、 双 户 和 三 户 住宅 所 占 面积 最 少 应 分 别 是 2 英亩 、3 英亩 和 4 英亩 ; (3) 娱乐 区 
的 建造 比例 是 , 每 200 个 家 庭 要 建设 1 英亩 的 娱乐 区 ; (4) 为 了 保护 该 湖 的 生态 环境 , 不 能 
抽取 地 下 水 用 于 住宅 或 花园 Realco 的 董事 长 正在 研究 开发 800 英亩 房地产 项 目的 方案 . 
这 一 新 开发 项 目 将 包括 单 户 、 双 户 和 三 户 住宅 . 估计 有 15% 的 土地 将 会 用 于 街道 和 公用 设 
施 的 附属 建筑 物 . Realco 估计 不 同 住宅 单元 的 收益 如 下 : 


住宅 单元 单 户 Au =P 
每 单元 净 收 益 (美元 ) 10 000 12 000 15 000 


连接 住宅 区 域 的 自来水 系统 的 费用 与 建造 的 单元 数量 成 比例 . 然而 , 县 政府 对 于 工程 的 最 
低 收费 是 100 000 美元 另外, 对 现 有 的 供水 系统 的 扩建 规模 , 每 天 高 峰 时 段 新 增 的 供水 
量 不 超过 200 000 加 仑 . 下 面 的 数据 列 出 了 自来水 接 入 的 费用 , 以 及 一 般 家 庭 的 用 水 量 : 


住宅 单元 单 户 双 户 zm 娱乐 
每 单元 自来水 的 接 入 费用 (C) 1000 1200 1400 800 
每 单元 用 水 量 (加 仑 /天 ) 400 600 840 A50 


为 Realco 制定 一 项 最 优 规划 . 
6. 考虑 习题 5 的 Realco 模型 假定 还 可 以 购买 到 另 一 块 100 英亩 的 土地 , 其 费用 是 450 000 
美元 , 这 样 总 面积 增加 到 900 英亩 . 这 样 做 对 Realco 有 利 可 图 吗 ? 
25.2 ÆC’ 


在 当今 的 全 球 经 济 中 , 跨国 公司 必须 要 处 理 其 业务 所 在 国 的 货币 , WC, 指 在 
不 同市 场 中 同时 进行 货币 的 购买 和 销售 , 使 得 资金 由 一 种 货币 在 转换 成 另 一 种 货币 
的 运作 中 具有 获 利 机 会 . 例如 , 在 2001 年 要 将 1 000 英镑 兑换 成 美元 , 按 1.6 美元 
兑换 1 英镑 的 兑换 率 , 能 换 到 1 600 美元 . 另 一 种 兑换 的 方法 是 先 将 英镑 兑换 成 日 
元 , 再 将 日 元 兑换 成 美元 , 在 2001 年 的 兑换 率 是 1 英镑 —175 日 元 , 1 美元 =106 
日 元 . 这 样 , 能 得 到 的 美元 数据 是 C09 EO 1 066.07 美元 . 这 个 例子 显 
示 了 先 将 英镑 况 换 成 日 元 , 再 将 日 元 兑换 成 美元 的 好 处 . 这 一 节 将 介绍 如 何 将 涉及 
多 种 货币 的 套 汇 问题 设计 成 一 个 线性 规划 , 以 及 如 何 求解. 
例 2.3-2 ( 套 汇 模型 ) 

假定 一 家 公司 总 共有 500 万 美元 , 可 以 兑换 成 欧元 > RA (£)、 日 元 (Y) 
和 科威特 第 纳 尔 (KD). 货币 经 销 商 规定 下 列 单 笔 货币 交易 量 的 上 限 : 500 万 美元 ， 
300 万 欧元 , 350 万 英镑 , 1 亿 日 元 和 280 万 科威特 第 纳 尔 . 下 表 提 供 典型 的 现汇 率 . 
对 角 线 以 下 的 比率 是 对 角 线 以 上 比率 的 倒数 . 例如 , 汇率 ke $) = 1/ 汇 率 (S 一 
€ ) = 1/0.769 = 1.30. 


(D 本 节 基 于 文献 J Kornbluth and G. Salkin (1987) 的 第 6 章 . 


$ € £ * KD 
g 1 9m) 0625 105 035 
< e 1 om 137 0445 
i 
£ um sin 1 169 0.543 
Y ih 3l pa 1 0o32 
KD — siu — cim ë ë% œn 1 


通过 货币 市 场 的 循环 , 增加 美元 的 持 有 量 (初始 值 为 500 万 美元 ) 是 可 能 的 吗 ? 
数学 模型 ”以 500 万 美元 的 情形 开始 . 这 笔 美元 , 在 最 终 又 被 竞 换 成 美元 之 前 , 经 
历 一 系列 兑换 成 其 他 货币 的 过 程 , 因此 , 问题 是 试图 确定 每 种 货币 的 兑换 量 , 使 总 


的 美元 持 有 数量 达到 最 大 . 
为 了 建立 这 个 模型 以 及 简化 符号 , 用 下 列 数字 编码 表示 各 种 货币 . 
货币 $ € £ x KD 
[:] D 2 3 1 5 
定义 
zi = 货币 i 兑换 成 货币 j 的 数量 , i,j = 1,2,… ,5 


例如 , zi; 是 美元 兑换 成 欧元 的 数量 , zs 是 科威特 第 纳 尔 兑换 成 美元 的 数量 . 我 们 
进一步 定义 另外 两 个 变量 , 表示 套 汇 问 题 的 输入 与 输出 : 

= 初始 美元 数量 (= 500 万 美元 ) 

y= 最 终 持 有 的 美元 数量 (由 解 来 确定 ) 


我 们 的 目标 是 求 最 终 持 有 的 美元 数量 y 的 最 大 值 , 所 受 的 约束 是 货币 流通 的 限制 
和 不 同 交易 的 最 高 限额 . 

首先 建立 模型 的 约束 条 件 ,图 2.4 显示 了 将 美元 兑换 成 英镑 的 情形 ， 以 货币 1 
开始 的 美元 数量 为 z13, 兑换 成 英镑 数量 是 0.625713, 即 以 货币 3 结束 . 同时 , 美元 
的 交易 量 不 能 超过 经 销 商 设 定 的 限额 , 即 z13 <5. 


图 2.4 美元 与 英镑 之 间 输 入 /输出 变量 rs 的 定义 


为 了 使 资金 流 从 一 种 货币 兑换 到 另 一 种 货币 时 守恒 , 每 种 货币 必须 满足 下 列 输 
入 -输出 方程 : 
可 用 货币 总 金额 (输入 ) = 兑换 成 其 他 货币 的 总 金额 (输出 ) 
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(1) 美元 (i = 1): 
可 用 美元 总 数 = 初始 美元 数量 + 从 其 他 货币 兑换 得 到 的 美元 数量 


-Ie( $)+ (£ — $) + (Y ^ $) + (KD — $) 
= 1+ gka  gixtn dera gigs 
美元 分 布 总 数 = 最 终 持 有 的 美元 数量 + 美元 兑换 成 其 他 货币 的 数量 
—y($—:-($— L) + ($— Y) + ($— KD) 


=y + Z124 T13 + Tu + Tis 


BA I = 5, 因此 , 美元 约束 变 为 


Y +212 masc Zis + zis — (ghata + yiga gra + gats) = 5 

(2) 欧元 (i = 2): 

可 用 欧元 总 数 = ($ -6 + (£ —-9 + (¥ 9 + (KD —-9 
= 0.76912 + diaz + girta + dass 

欧元 分 布 总 数 = (6 $) +E L) +E Y) +E KD) 
= Tn 十 723 + Ta rM 

因此 , 欧元 约束 是 
ni 23 十 724 十 725 — (0.769712 + 5di222 + yhy Ta2 + pago) = 0 


(3) Ætli = 3): 
可 用 英镑 总 数 =($ 一 £) + €€— £) - (Y — £) + (KD — £) 


70.625213 + 0.813223 + 高 za + pasci 
英镑 分 布 总 数 =(£ > $) (69 + (£ — Y) + (£ — KD) 


Ta + T32 + 3 aas 


因此 , 英镑 约束 是 
Tal + T32 + T34 + 795 — (0.62513 +0.813723 + 高 za + phares) = 0 
(4) 目 元 (i o 4): 
可 用 日 元 总 数 = ($ — Y) + € Y) + (£ — Y) + (KD — Y) 
7105234 137224 十 169254 + yodaTs4 
日 元 分 布 总 数 = (X — $) + (Y — (Y — £) e (Y — KD) 


一 Tal + T42 + Tas ma 
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因此 , 日 元 约束 是 
Tal + Ta2 + Tas + Tas — (105214 + 137224 + 169734 + 55g 5254) — 0 
(5) 科威特 第 纳 尔 (i = 5): 
可 用 KD ÄM = ($ — KD) - €€— KD) + (£ — KD) + (¥ > KD) 
70.342235 + 0.44555 + 0.54335 + 0.003 2245 
KD 分 布 总 数 = (KD — $) + (KD =£) + (KD — £) + (KD — Y) 
一 2Z51 十 752 + Ts3 + T54 


因此 , KD 约束 是 


Zs1 + T52 十 53 + Tga — (0.342235 + 0.445225 + 0.543235 + 0.003 245) = 0 
还 剩 下 的 约束 是 最 高 交易 限额 , 即 500 万 美元 , 300 万 欧元 , 350 万 英镑 , 1 亿 
日 元 和 280 万 KD. 这 些 可 以 表达 成 


zy <5, j=2,3,4,5 
z3€3, j=1,3,4,5 
235,«35, j=1,2,4,5 
zaj <100, j=1,2,3,5 
25,€28, j=1,2,3,4 
现在 给 出 完整 的 模型 : 
max zy 
Sit. y+ zl2 十 18 + zu + zis — (adta + wis + gista + ghate) =5 
2) + T23 十 724 十 25 — (0.769212 + virsTa2 135742 + dzo) = 0 
Ta1 + 232 十 za4 + ras — (0.625215 十 0.813z2a + 高 zaa + girs Ts3) = 0 
41 + Ta2 十 743 + Tag — (10534 + 137224 + 169234 + 55455254) = 0 
T51 + T52 十 753 + 254 — (0.342735 + 0.445225 + 0.543735 + 0.003 2745) = 0 
j =2,3,4,5 


Zaj < 100, j =1,2,3,5 


25,«28, j=1,2,3,4 
zj > 0， 对 于 所 有 的 和 j 
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解 ”最 优 解 (用 文件 amplEx2.3-2.txt 或 solverEx2.3-2.xls) 为 


[3 AME 
v 5.090 32 最 终 持 有 美元 数量 = 5 090 320 美元 , 浪 美 元 利润 二 90 320 RFE, 
收益 率 为 1.8064% 
12 = 1.462 06 购买 价值 1 462 060 美元 的 欧元 


购买 价值 5 000 000 美元 的 科威特 第 纳 尔 
购买 价值 3 000 000 殉 元 的 科威特 第 纳 尔 
购买 价值 3 500 000 英镑 的 美元 

购买 价值 931 495 英镑 的 欧元 

购买 价值 100 000 000 日 元 的 美元 
购买 价值 100 000 000 日 元 的 欧元 

购买 价值 100 000 000 日 元 的 英镑 

购买 价值 2 085 000 KD 的 英镑 

购买 价值 960 000 KD 的 日 元 


评注 ”起初 , 可 能 感觉 这 个 结果 是 荒 雇 的 , 因为 它 要 求 用 na + zis = 1.462 06+5 = 
6.462 06, 即 用 6 462 060 美元 去 购买 欧元 和 科威特 第 纳 尔 , 但 初始 美元 数量 只 有 
5 000 000 美元 . 额外 的 美元 是 从 哪儿 来 的 呢 ? 在 实践 中 , 所 发 生 的 正 是 , 将 已 知 结 
果 按 某 种 次 序 提交 给 货币 经 销 商 , 这 意味 着 在 购买 之 前 , 我 们 并 不 需要 等 待 直到 某 
种 货币 积累 到 足够 量 的 程度 . 最 后 , 所 有 这 些 交易 的 净 结果 是 将 5 000 000 美元 的 
净 成 本 交 给 投资 者 . 将 结果 中 所 有 的 美元 交易 加 在 一 起 即 可 得 到 : 


T=yt+ zu zi zu nis — (ghata + gigt + iata + ginte) 
=5.090 32 + 1.462 06 +5 — (dis + 199) 
=ý 


注意 , za, mura 和 zsl 分 别 是 欧元 、 英 镑 、 日 元 和 科威特 第 纳 尔 的 数量 , 因此 必 
须 兑换 成 为 美元 . 


习题 2.3B 


1 修改 亦 汇 模型 , 要 求 佣金 等 于 任何 货币 购买 量 的 0.1%. 假定 佣金 并 不 影响 正在 循环 的 资金 ， 
在 完成 了 整个 的 竞 换 后 , 再 交纳 佣金 . 与 原来 的 模型 相 比 , 其 结果 有 何不 同 ? 
“2。 假 定 该 公司 愿意 将 500 万 美元 兑换 成 能 够 提供 最 高 收益 率 的 任何 货币 .修改 原始 模型, 确 
定 哪 种 货币 最 好 . 

3. 假定 初始 的 货币 量 7 = 700 万 美元 , 公司 打算 最 优 地 将 它 兑换 成 欧元 、 英镑 和 日 元 的 组 合 . 
最 终 的 混合 中 最 多 有 200 万 欧元 、300 万 英镑 和 2 亿 日 元 . 修改 原始 模型 , 确定 这 3 种 货 
币 的 最 优 购买 组 合 . 
假定 公司 希望 购买 600 万 美元 . 不 同 种 货币 的 交易 上 限 与 原 问题 相同 . 为 这 次 交易 设计 一 
个 购买 清单 , 已 知 现 有 的 混合 资金 不 超过 300 万 欧元 、200 万 英镑 和 200 万 科威特 第 纳 尔 . 
5.。 假定 公司 有 200 万 美元 、500 万 欧元 、400 万 英镑 . 设计 一 个 买 - 卖 次 序 , 提高 全 部 兑换 成 

日 元 的 货币 总 持 有 量 - 


e 
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2.3.3 RA 


今天 的 投资 者 面临 着 多 种 投资 机 会 . 投资 问题 的 例子 包括 工程 的 资金 预算 、 债 
券 投资 策略 、 股 票 投资 组 合 的 选择 , 以 及 银行 贷款 政策 的 制定 . 在 许多 这 些 问 题 中 ， 
都 可 以 利用 线性 规划 来 选择 最 优 的 投资 机 会 组 合 , 在 满足 投资 商 设 定 的 投资 条 件 的 
同时 , 使 得 收益 达到 最 大 . 
例 2.3-3 (贷款 策略 模型 ) 

Thriftem 银行 正在 制定 一 项 总 额 可 达 1 200 万 美元 的 贷款 策略 . 下 表 提 供 了 各 
类 贷款 的 相关 数据 - 


贷款 类 型 LI ELLI 
个 人 0140 0.10 
汽车 0130 0.07 
住房 0.120 003 
农场 0.125 005 
商业 0.100 002 
坏账 不 可 收回 且 不 产生 利息 收入 . 


为 了 与 其 他 金融 机 构 竞争 , 要 求 银行 把 至 少 40% 的 资金 分 配给 农场 和 商业 贷 

款 ， 为 扶持 当地 的 住房 产业 , 住房 贷款 至 少 要 等 于 个 人 、 汽 车 和 住房 贷款 总 额 的 
50%. 银行 还 有 一 项 明确 的 政策 , 不 允许 坏账 的 总 比例 超过 全 部 贷款 的 4%. 
数学 模型 ”问题 是 寻求 确定 每 一 种 贷款 的 数额 (单位 : 100 万 美元 ), 因此 给 出 下 面 
变量 的 定义 : 

zi= 个 人 贷款 

za 一 汽车 贷款 

za 一 住房 贷款 

z= 农场 贷款 

zs 二 商业 贷款 
Thriftem 银行 的 目标 是 使 得 净 收益 ( 即 利息 收入 与 坏账 损失 之 差 ) 达到 最 大 . 只 有 
良性 的 供 款 才 会 产生 利息 收入 . 由 于 10% 个 人 贷款 属于 收 不 回 的 坏账 , 因此 , 银行 
只 能 对 其 中 90% 的 贷款 收取 利息 , 即 收取 原 贷款 额 r 中 0.9zi 的 14% 的 利息 . 对 
其 余 4 种 贷款 , 同 理 可 得 

总 利息 =0.14(0.9z1) + 0.13(0.9322) 十 0.12(0.97zs) + 0.125(0.95z4) + 0.1(0.98zs) 
70.1262 + 0.120 975 + 0.116 45 + 0.118 75z4 十 0.098zs 


我 们 还 有 
坏账 = 0.12; + 0.07z2 十 0.03za +0.05z4 十 0.02zs 
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因此 , 目标 函数 表达 为 

总 利息 一 坏账 

(0.126z1 + 0.120 922 + 0.116 4zs + 0.118 75z4 十 0.09825) 
— (0-12, + 0.0725 + 0.035 + 0.0524 + 0.0225) 

= 0.0267, + 0.050 972 十 0.086 4s + 0.068 754 + 0.07875. 


这 个 问题 有 5 个 约束 : 
(1) 资金 总 额 应 该 不 超过 1 200 万 美元 : 


max z 


Z1 +22 + T3 + T4 + T5 «12 
(2) 农场 和 商业 货款 至 少 等 于 总 货款 的 4096: 


T4 + ms 0.4(zl 十 zz2 十 zs 十 z4 十 Z5) 


0.4zl + Arg + 0s — 0.674 — 0.6zs < 0 
(3) 住房 货款 应 该 至 少 等 于 个 人 、 汽 车 和 房屋 货款 的 50%: 


z3 2 0.5(zl +22 + T3) 


0.5, 0.522 一 0.5zs < 0 
(4) 坏账 比例 不 应 超过 总 贷款 的 496: 
0.12, + 0.0772 + 0.03z3 + 0.054 十 0.02zs < 0.04(zi + 22 + £3 + z4 + 25) 


0.062; + 0.0372 — 0.01z3 + 0.01z4 — 0.0275 < 0 
(5) 非 负 性 约束 : 
21 20,22 20,25 20,74 > 0,25 20 


在 前 面 的 公式 中 , 一 个 不 十 分 明显 的 假定 是 , 所 有 的 贷款 都 是 差不多 同时 发 放 
的 . 这 一 假设 允许 我 们 不 考虑 分 配给 不 同 贷款 资金 的 时 间 价值 差 . i 
解 ” 最 优 解 为 2 = 0.996 48,2; = 0, T2 = 0, £3 = 7.2, z4 = 0,25 4.8 
评注 

(1) 你 可 能 觉得 奇怪 , 为 什么 不 将 第 2 个 约束 的 右 端 项 定义 为 0.4 x 12 来 替代 
O4(zi + za 二 za + za b zs). ER, 它 似乎 是 合理 的 , 因为 银行 希望 的 总 贷款 额 为 
1200 万 美元 . 答案 是 第 2 种 用 法 并 没有 “剥夺 ”模型 的 这 种 可 能 性 . 如 果 最 优 解 需 
要 全 部 1 200 万 美元 的 贷款 额 , 给 出 的 约束 将 允许 这 样 . 但 此 处 不 使 用 0.4 x 12 有 
两 个 重要 的 原因 : O 如 果 在 模型 中 其 他 约束 限制 了 全 部 贷款 额 在 1 200 万 美元 以 
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下 (例如 , 银行 可 以 为 不 同 的 贷款 设置 上 限 ), 那么 选择 0.4 x 12 则 可 能 导致 不 可 行 
或 不 正确 的 解 ; @ 如 果 打算 改变 可 用 资金 上 限 (如 从 1 200 万 美元 变 到 1 300 万 美 
元 ) 而 尝试 最 优 解 的 效果 , 可 能 你 会 忘记 将 0.4 x 12 改 为 0.4 x 13, 在 这 种 情况 下 ， 
得 到 的 结果 将 是 不 正确 的 . 对 于 第 4 个 约束 的 右 端 项 也 出 于 类 似 的 道理 . 

(2) 最 优 解 要 求 分 配 所 有 1 200 万 美元 中 的 720 万 美元 用 于 住房 贷款 , 480 万 
美元 用 于 商业 贷款 . 没有 发 放 其 他 类 型 的 贷款 . 投资 收益 的 计算 如 下 : 


z _ 0.996 48 
收益 率 = = T0004 


这 表明 , 组 合 投资 的 年 收益 率 是 8.034%, 它 低 于 最 佳 净 利率 (住房 贷款 为 0.086 4), 
你 会 感到 惊讶 , 为 什么 最 优 解 达 不 到 这 个 值 . 答案 是 银行 规定 了 农场 和 商业 贷款 至 
少 占 总 贷款 的 40%( 第 2 个 约束 ), 这 迫使 解 以 较 低 的 净利 率 0.078 分 配 480 万 美元 
给 商业 贷款 , 因此 降低 了 总 利率 , 为 aaaE_axz 和 aarsx4s = 0.080 34. 事实 上 , 如 果 
去 掉 第 2 个 约束 , 最 优 解 将 以 较 高 的 利率 8.46% 把 全 部 资金 分 配给 住房 贷款 . 
习题 2.3C 

1. Fox 建筑 公司 正在 考虑 未 来 的 4 年 内 6 项 可 能 的 建筑 工程. 工程 的 期 望 ( 现 值 ) 收益 和 现 


金 支出 额 已 知 如 下 ，Fox 公司 可 以 部 分 或 全 部 承担 任何 一 项 . 工程 承担 的 部 分 将 按 比例 分 
配 收益 和 现金 支出 额 ，( 单 位 : 1 000 美元 ) 


EAEL] 
air. Nit mi — Wi iF ES 
1 1:5 4 23 24 3245 
2 8.3 12.6 9.5 34 35.80 
à 102 142 m m 1775 
4 72 105 T5 50 1480 
5 123 11 83 m 1820 
6 92 78 69 Sl 1235 
可 用 资金 60.0 70.0 35.0 20.0 


(a) 将 该 问题 表述 成 一 个 线性 规划 , 确定 最 优 的 工程 混合 , 使 得 总 收益 最 大 . 忽略 资金 的 
时 间 价 值 . 

(b) 假定 如 果 承 担 工程 2 的 一 部 分 , 则 至 少 要 承担 工程 6 相等 的 部 分 . 修改 模型 的 公式 ， 
并 求 新 的 最 优 解 . 

(c) 在 原 模型 中 , 假定 到 年 底 剩 下 资金 可 用 于 下 一 年 . 求 新 的 最 优 解 , 并 确定 每 一 年 从 前 
一 年 “ 借 多 少 钱 ”. 为 了 简化 起 见 , 忽略 资金 的 时 间 价值 . 

(d) 假定 在 原始 模型 中 , 任何 年 度 可 用 资金 可 以 通过 借款 的 方式 超出 , 借款 来 自 公司 内 其 
他 金融 项 目 . 忽略 资金 的 时 间 价 值 , 重建 线性 规划 模型 , 并 求 最 优 解 . 新 的 结果 需要 
在 任何 一 年 借款 吗 ? 如 果 需 要 ; 借 来 资金 的 收益 率 是 多 少 ? 

*2. 投资 者 Doe 有 10 000 美元 , 打算 在 4 个 项 目 上 投资 . 下 表 给 出 了 4 项 投资 的 现金 流 . 
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*5. 


某 年 开始 的 现金 流 (1 000 RE) 


第 1 年 第 2 年 第 3 年 第 4 年 第 5 年 
1 Z100 050 0:30 180 130 
2 一 Lo00 0.60 020 150 130 
3 0.00 -100 0.80 190 0,80 
4 -100 040 0.60 1.80 0.95 


表 中 的 数据 解释 如 下 : 对 于 项 目 1, 在 第 1 年 初 投资 的 1 美元 , 将 在 第 2 年 初 产生 0.50 美 
元 收益 , 第 3 年 初 为 0.30 美元 , 第 4 年 初 为 1.80 美元 , 第 5 年 初 为 1.20 美元 . 其 余 各 项 
有 相同 的 解释 . 有 一 项 为 0.00, 表明 该 年 没有 发 生 交 易 . Doe 还 有 另外 一 项 投资 选择 , 银行 
存款 的 年 利率 为 6.5%. 所 有 积累 的 资金 在 年 底 可 用 于 下 一 年 的 再 投资 , 将 上 述 问题 建立 成 
一 个 线性 规划 , 确定 对 于 各 投资 机 会 的 最 优 资 金 分 配 . 


. HiRise 建筑 公司 可 以 投标 两 个 一 年 期 的 项 目 . 下 表 提供 了 两 个 项 目 每 季度 的 现金 流 (100 


万 美元 ). 


项 目 在 下 列 日 期 的 现金 流 
1/1/08 471705 7/1708 10/1/08 12/31/08 

T -10 -31 15 18 50 
n -30 5 18 


HiRise 在 每 季度 的 开始 有 100 万 美元 的 现金 , 并 且 最 多 可 以 借 100 万 美元 , 其 票面 年 利率 

为 10%. 任何 借款 必须 在 季度 末 返 还 . 剩余 的 现金 可 以 获得 季度 的 利息 , 其 票面 年 利率 为 

8%. 一 个 季度 末 的 净 积累 可 作为 下 季度 的 投资 . 

(a) 假定 允许 HiRise 部 分 或 全 部 参与 两 个 项 目 . 求 参与 水 平 , 使 得 12/31/2008 的 净 现 
金 积累 量 达到 最 大 . 

(b) 是 否 有 可 能 在 任何 一 季度 既 有 借款 且 同 时 又 有 剩余 资金 ? 试 解释 之 

预料 到 孩子 上 学 需要 一 笔 很 大 的 费用 , 一 对 夫妇 开始 了 一 项 年 度 投资 计划 , 其 时 间 是 从 他 

们 孩子 的 第 8 个 生日 一 直 持续 到 孩子 的 第 18 个 生日 . 这 对 夫妇 估计 , 在 每 年 年 初 , 他 们 能 

够 投入 下 列 数量 的 资金 (美元 ): 


年 Li 2 3 4 5 6 T 8 9 10 
NUR 2000 2000 2500 2500 3000 3500 3500 4000 4000 5000 


为 避免 不 愉快 的 意外 , 他 们 打算 安全 地 投资 在 下 列 选项 : 保险 储蓄 , 其 年 增长 率 为 7.5%; 6 
年 期 公债, 其 年 增长 率 为 7.9%6, 并 且 当 前 的 市 场 价格 等 于 面值 的 98%; 9 年 期 市 政 公债, 其 
年 增长 率 为 8.5%, 而 且 当 前 的 市 场 价格 是 面值 的 1.02 倍 . 这 对 夫妇 应 该 如 何 投资 呢 ? 

一 位 商业 主管 在 两 项 计划 中 有 投资 选择 权 : 计划 A 保证 每 一 美元 的 投资 在 1 年 后 能 赚 得 
0.70 美元 , 而 计划 B 保证 每 一 美元 的 投资 在 2 年 后 能 赚 得 2 美元 ， 对 于 计划 A, 可 以 
按 年 制订 投资 规划 , 而 对 于 计划 B, 只 允许 以 2 年 为 周期 制订 投资 规划 ， 主 管 应 如 何 投资 
100 000 美元 , 使 得 在 3 年 末 的 收入 达到 最 大 ? 


。 一 财 徒 在 玩 一 种 需要 在 4 项 选择 中 划分 赌 金 的 游戏 . 游戏 有 3 个 结果 . 下 表 给 出 了 针对 游 


戏 的 不 同 选项 , 每 美元 相应 的 获得 与 损失 的 钱 数 . 
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ee B 
1 -$ 4 eT 15 
2 5 = 9 4 
3 3 -9 10 -8 
该 周 徒 共有 500 美元 , 可 以 只 玩 一 次 . 游戏 的 确定 结果 是 事先 不 知道 的 .因为 这 种 不 
确定 性 , 赌 徒 的 策略 是 由 3 个 结果 产生 的 最 小 收益 达到 最 大 . BEZE 4 种 选择 中 应 该 如 
何 分 配 这 500 美元 呢 ? (提示 : 赚 徒 的 净 收 益 可 能 是 正 的 、 零 或 负 的 ) 
T. (Lewis, 1996) 一 户 家 庭 , 每 月 会 收 到 一 些 账单 , 这 些 账单 有 按 月 支付 的 (例如 , 水 电费 和 家 
庭 按揭 贷款 ), 有 技 季度 支付 的 (如 , 估计 的 纳税 ), 有 按 半年 支付 的 (例如 ， 保险 ), 或 按 年 支 
付 的 (例如 , 订 报 费 和 会 费 ). 下 表 提供 了 下 一 年 每 月 的 账单 
Pin LEGBA kadn i Wa YN NU ESTY NO 
S [soo 1200 400 700 600 900 1500 1000 900 1100 14300 1600|12000 
为 支付 这 些 费 用 , 家 庭 每 月 留 出 1 000 美元 , 它 是 总 额 除 以 12 的 平均 值 . 如 果 将 钱 放 
在 定期 储蓄 账户 中 , 倘若 存款 时 间 超过 1 个 月 以 上 , 可 赚 得 4% 的 年 利率 . 银行 也 同时 提供 
3 个 月 和 6 个 月 存款 方式 , 其 年 利率 分 别 是 5.5% 和 796. 设计 一 个 12 个 月 的 投资 时 间 表 ， 
使 该 家 庭 全 年 的 总 收益 最 大 . 说 明达 到 可 行 解 必需 的 任何 假定 或 要 求 . 
2.3.4 ”生产 计划 和 库存 控制 


大 量 地 应 用 于 生产 和 库存 控制 的 线性 规划 , 应 用 范围 从 简单 的 加 工 能 力 配置 以 
满足 需求 , 到 利用 库存 来 “平抑 ” 由 于 计划 期 内 需求 的 突然 变化 而 带 来 的 影响 , 以 
及 采取 雇工 和 解雇 策略 来 回应 劳动 力 需求 的 变化 等 比较 复杂 的 情况 ， 本 节 介绍 3 
个 例子 . 第 1 个 例子 介绍 在 单一 周期 内 使 用 公共 生产 设备 以 满足 需求 的 产品 安排 
第 2 个 例子 介绍 在 多 周期 生产 系统 中 如 何 使 用 库存 来 满足 未 来 的 需求 . 第 3 个 例 
子 是 关于 组 合 运用 库存 、 雇 工 与 解雇 手段 以 “平滑 ”多 周期 计划 期 内 上 下 浮动 的 
需求 生产 安排 . 

例 2.3-4 ( 单 周期 生产 模型 ) 

为 了 满足 冬季 市 场 需求, 其 服装 公司 正在 加 工 皮 制 外 衣 、 BRAE, RRM 
手套 所 有 产品 由 4 个 不 同 的 车 间 生产 : 剪裁 、 保 暖 处 理 、 颖 纠 和 包装 . 服装 公司 
已 收 到 其 他 公司 的 产品 订单 . 合同 规定 对 于 未 按时 交 货 的 订单 产品 将 予以 惩罚 . 下 
表 提供 了 本 问题 的 相关 数据 . 

Em 每 件 产品 的 生产 时 间 (不 时 ] 


i gx 生产 能 力 (小 时 ) 
^u 030 0.30 025 015 1000 
dum 0.25 0.35 0.30 010 1000 
am 0.45 0.50 0.40 0.22 1000 
aR 0.15 035 o1 0.05 1090 
需求 800 750 600 500 

单位 利润 $30 $40 $20 $10 

ME sis $20 $10 s 
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试 为 公司 设计 最 优 的 生产 计划 
数学 模型 ”变量 的 定义 很 简单 . 令 

zi 一 皮 制 外 衣 的 数量 

za 二 物 绕 外 衣 的 数量 

zs = 保暖 裤 的 数量 

z4= 手 套 的 数量 
当 需 求 不 满足 时 , 公司 会 被 处 罚 . 这 意味 着 , 问题 的 目标 是 极 大 化 净 收 入 , 定义 为 

净 收 入 = 总 利润 - 总 惩罚 
总 利润 很 容易 地 表示 为 307, + 4072 + 20zs + 10ri 总 惩罚 是 短缺 量 的 函数 (= 需 
求 量 - 每 种 产品 的 供应 量 ) 这 些 短缺 量 可 以 由 下 列 需 求 上 限 来 确定 
z; < 800, z2 < 750, z3 < 600, z4 < 500 
如 果 需 求 约束 满足 严格 的 不 等 式 , 则 没有 满足 相应 的 需求 ， 例 如 , 如果 生产 了 650 
件 皮 夹 克 , 则 zi = 650, 这 样 就 得 到 了 皮 夹 克 的 短缺 量 800 — 659 = 150. 可 以 定义 
新 的 非 负 变 量 用 代数 形式 表示 任何 产品 的 短缺 量 , 即 
s= 产品 j 的 短缺 数量 ，j = 1,2,3,4 
在 这 种 情况 下 , 需求 约束 可 以 被 写成 : 
æ, +s, = 800, 72-53 — 750, z3 +83 = 600, z4 + s4 = 500 
7,20, 520, j=1,2,3,4 

现在 用 1581 + 2082 + 105; + s, KIHILE. DI, 目标 函数 可 以 
写成 


max z = 30r; + 4072 + 2025 + 1024 — (155; + 2052 + 1053 + 854) 
为 得 到 完整 的 模型 , 还 有 些 约束 是 表示 生产 能 力 的 限制 , 即 
0.307; + 0.30z2 + 0.253 十 0.15z4 < 1 000 (剪裁 ) 
0.26, +0.35z2 -- 0.3073 + 0.1024 < 1 000 (PRIR) 
0.457; -- 0.502 + 0.40zs + 0.227, < 1 000 ($91) 
0.152; -- 0.1572 + 0.1023 + 0.05z4 < 1 000 (包装 ) 
因此 完整 的 模型 为 
max z= 30r; + 403 + 205 + 10r4 — (155; + 20s2 + 1053 + 854) 
s.t. 0.30; -- 0.303 + 0.255 -- 0.1524 < 1 000 
0.2523 + 0.3522 + 0.3025 + 0.1024 < 1 000. 


4 各 第 2 章 线性 规划 建 模 


0.45; + 0.5072 + 0.405 + 0.2274 < 1 000 

0.152; - 0.1572 + 0.10z3 + 0.054 < 1 000 

Z1 + 51 = 800, z2 + s2 = 750, z3+ s3 = 600, z4 + s4 = 500 
2;20, 520, j=1,2,3,4 


MPO ”最 优 解 是 > = 64 625 美元 ,zi = 800, z2 = 750, za = 387.5, r4 = 500, 
31 = 52 = 84 = 0, s3 = 2125. 结果 满 足 两 种 外 衣 和 手套 的 所 有 需求 . 保暖 裤 短缺 
213 条 (由 212.5 取 整 得 到 ), 惩罚 费用 是 213 x 10 = 2 130 美元 . 

例 2.3-5 (多 周期 生产 -库存 模型 ) 

Acme 制造 公司 已 签订 了 未 来 的 6 个 月 提供 房屋 窗户 的 合同 . 每 月 的 需求 量 分 
别 是 100, 250, 190, 140, 220, 110 Jl. 每 肩 窗户 的 生产 成 本 与 劳动 力 、 原 材料 和 水 
电费 用 有 关 , 每 个 月 都 不 同 . Acme 公司 估计 在 未 来 的 6 个 月 , 每 肩 窗户 的 生产 成 本 
分 别 是 50 美元 、45 美元 、55 美元 、48 美元 、52 美元 和 50 美元 . 为 了 利用 生产 成 
本 变动 的 有 利 条 件 , Acme 公司 可 以 选择 生产 多 于 某 个 月 的 需求 , 而 保存 剩余 的 部 
分 为 后 面 月 份 交 货 . 然而 , 这 将 导致 每 月 每 肩 窗户 有 8 美元 的 存储 成 本 . 建立 一 个 
线性 规划 , 确定 最 优 的 产品 生产 安排. 
数学 模型 ”本 问题 的 变量 包括 月 生产 量 和 月 底 的 库存 量 . 对 于 i= 1,2,.… ,6, 令 


zi= 第 i 个 月 的 生产 数量 
五 = 第 i 个 月 月 底 的 库存 数 


这 些 变量 与 未 来 6 个 月 范围 内 月 需求 之 间 的 关系 如 图 2.5 所 示 . 系统 以 零 值 开始 ， 
这 意味 着 0 = 0. 


4 zd m V in 
190 220 


100 250 


h 
L^ 
140 no 
图 2.5 生产 -库存 系统 的 示意 图 
目标 函数 是 求生 产 成 本 与 月 末 库 存 成 本 之 和 的 最 小 值 . 这 里 我 们 有 
总 生产 成 本 =50z1 + 4572 + 553 +4814 十 52rs + 50ze 
总 库存 成 本 =8( +I + I5 Ia Is + le) 
因此 目标 函数 是 


min z—50z; + 4572 十 55zs + 48r, + 52zs + 50ze 
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+8(h Da Is + I4 + Is + I6) 
问题 的 约束 可 以 由 图 2.5 直接 得 到 . 对 于 每 个 周期 , 我 们 有 下 列 平衡 方程 ; 
月 初 库存 + 生产 量 - 月 末 库 存 = 需求 
按 月 写成 数学 表达 式 如 下 : 
b+zı-h = 100 (第 1 个 月 ) 
五 +z2 一 2 = 250 (第 2 个 月 ) 
h+z3-Is = 190 (第 3 个 月 ) 
J3+z4 一 = 10 (第 4 个 月 ) 
+zs 一 石 = 220 (第 5 个 月 ) 
五 +z6 一 石 = 110 (第 6 个 月 ) 
Z, 五 20 id-212,5,6 
b=0 


对 于 本 问题 , o = 0, 因为 问题 开始 时 没有 初始 库存 . 还 有 , 在 任何 最 优 解 中 , 最 终 
库存 16 也 将 是 0, 因为 交 货 完毕 还 有 存货 是 不 符合 逻辑 的 , 它 只 能 导致 额外 的 库存 
成 本 却 没有 任何 实际 意义 . 
现在 给 出 完整 的 数学 模型 如 下 : 
min z= 50rl 二 45z2 十 55zs 十 48z4 十 52z5 + 5026 


+8(h + Ta + Ds + Ia + Is + l6) 

st. zı -h —100 (第 1 个 月 ) 
五 +za 一 五 = 250 (第 2 个 月 ) 
五 +z3 一 13=190 (第 3 个 月 ) 
h +z- l —140 (第 4 个 月 ) 
l,z5—15—220 (第 5 个 月 ) 
Is + ze 一 16 = 110 (第 6 个 月 ) 
zs L20,i—12.,6 


解 ”图 2.6 概括 了 问题 的 最 优 解 . 它 表 明 , 每 月 的 需求 由 每 月 的 生产 直接 满足 , 除 
了 第 2 个 月 生产 440 JR, 用 来 满足 第 2 个 月 和 第 3 个 月 的 需求 . 相应 的 总 费用 是 
49 980 美元 . 
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DN AT 


100 250 


Mo 22 no 
图 2.6 生产 与 库存 的 最 优 解 


例 2.3-6 (多 周期 生产 平滑 模型 ) 

一 家 公司 将 在 未 来 的 4 个 月 (3 月 、4 月 、5 月 和 6 月 ) 生产 某 种 产品 . 每 月 的 
需求 量 分 别 为 520 件 、720 件 、520 件 和 620 件 . 公司 有 10 位 正式 工 , 但 是 , 如 果 需 
要 的 话 , 可 通过 雇用 和 解雇 临时 工 来 适应 上 下 变动 的 生产 需求 . 在 任何 一 个 月 , 雇 
用 和 解雇 的 额外 成 本 分 别 是 每 名 工人 200 美元 和 400 美元 . 一 名 正式 工人 每 月 能 
生产 12 件 , 而 一 名 临时 工 由 于 缺乏 相应 的 经 验 , 每 月 只 能 生产 10 件 . 在 任何 一 个 
月 , 公司 的 生产 可 以 多 于 需求 , 并 将 过 剩 的 产品 转 到 后 面 的 某 个 月 份 , 每 件 每 月 的 
库存 成 本 为 50 美元 . 试 为 公司 这 4 个 月 的 计划 设计 一 种 最 优 的 雇用 /解雇 策略 . 
数学 模型 ”这 个 模型 乍 看 起 来 与 例 2.3-5 类 似 , 每 月 有 它 的 生产 、 需求 和 月 末 库 存 . 
但 有 两 处 例外 : (1) 需要 考虑 正式 工 与 临时 工 之 间 的 关系 ; (2) 庄 要 考虑 每 月 的 雇用 
和 解雇 成 本 . 

因为 10 名 正式 工 不 能 够 被 解雇 , 因此 , 可 以 分 别 从 每 个 月 的 需求 减 去 他 们 的 产 
量 来 表示 他 们 的 影响 . 即便 有 其 余 的 需求 , 也 是 通过 雇用 和 解雇 临时 工 来 满足 . 从 
模型 的 观点 来 看 , 每 月 的 净 余 需 求 是 


3 月 份 的 需求 =520 一 12 x 10 = 400 件 
4 月 份 的 需求 =720 一 12 x 10 = 600 件 
5 月 份 的 需求 =520 一 12 x 10 = 400 件 
6 月 份 的 需求 =620 — 12 x 10 = 500 件 


对 于 i= 1,2,3,4, 模型 的 变量 可 以 定义 为 


zi= 在 任何 雇用 或 解雇 后 , 第 i 个 月 初 临时 工 的 净 人 数 
S,— 98 i 个 月 初 , 雇用 或 解雇 临时 工 的 数量 
五 = 第 i 个 月 月 末 库 存 产品 件数 


由 定义 , 变量 zx; 和 I 必须 假定 是 非 负 的 . 但 是 , 变量 S, 可 以 是 正 的 ( 当 雇用 新 的 
临时 工时 ); 可 以 是 负 的 ( 当 解 雇 临 时 工时 ); 可 以 是 零 (如 果 没 有 雇用 和 解雇 发 生 ). 
其 结果 是 , 该 变量 必须 是 无 符号 限制 . 这 是 本 章 使 用 无 符号 限制 变量 的 第 一 个 例子 . 
正 像 我 们 不 久 将 看 到 的 那样 , 需要 特殊 的 替代 才能 允许 实现 模型 的 雇用 与 解雇 . 
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目标 是 极 小 化 雇用 与 解雇 成 本 , 以 及 从 本 月 到 下 月 的 库存 成 本 三 者 之 和 . 库存 

成 本 的 处 理 类 似 于 例 2.3-5 给 出 的 情况 , 即 
库存 成 本 = 50 ( 石 十 五 十 五 ) 
(注意 , 在 最 优 解 中 , 1, = 0.) 雇用 和 解雇 成 本 有 些 复杂 . 我 们 知道 在 任何 最 优 解 中 ， 
至 少 40 名 临时 工 (= 109) 必须 在 3 月 初 被 雇用 , 以 适应 该 月 的 需求 . 然而 , 并 不 将 
这 种 情况 作为 特殊 情况 处 理 , 我 们 将 留 给 最 优化 过 程 来 自动 处 理 . 因此 , 已 知 雇用 
和 解雇 临时 工 的 成 本 分 别 为 200 美元 和 400 美元 , 我 们 有 
雇用 和 解雇 的 成 本 = 200x 在 3 月 .4 月 .5 月 和 6 月初 雇用 临时 工 的 数量 
+400x 在 3 月 .4 月 .5 月 和 6 月初 解雇 临时 工 的 数量 


用 数学 表达 式 翻译 这 个 方程, 首先 需要 建立 约束 条 件 . 
模型 的 约束 涉及 库存 、 雇 用 和 解雇 . 首先 建立 库存 约束 . 定义 ri 为 第 i 个 月 
可 用 的 临时 工 的 数量 , 并 且 已 知 临时 工 每 个 月 的 生产 能 力 是 10 件 , 所 以 在 第 i 个 
月 的 生产 量 是 10z;. 因此 , 库存 约束 为 
107-4004: (3 月 ) 
五 +10zz=600+ 五 (4 月 ) 
lz +10z3=400 +13 (5 月 ) 
Is + 104—500 (6 A) 
2,22233,2420, h, lh, l3 >0 
接 下 来 , 建立 关于 雇用 和 解雇 的 约束 .首先 注意 到 , 临时 工 在 3 月 初 有 zi 名 工人 . 
然后 在 4 月 初 , 劳动 力 人 数 由 zi 调整 (增加 或 减少 )S2 得 到 z2. 对 于 zs 和 za 用 
类 似 的 处 理 方法 , 得 到 下 列 方程 : 


n= 85 

m=z + S 

322 Ss 

z4—r3d S4 

51, S2, Sa, 54 无 符号 限制 
21,22,25,74 2 0 


变量 51, 52, 53, S4 当 它 们 是 严格 正 时 表示 雇用 , 当 它 们 是 严格 负 时 表示 解雇 - 
然而 , 这 种 “定性 的 ”信息 并 不 能 用 在 数学 表达 式 中 . 而 需要 作 下 列 替代 : 


SaS -St WP SS> 


无 限制 变量 5; 现在 是 两 个 非 负 变量 S 和 Si 的 差 . 可 以 认为 S 是 雇用 临时 工 的 
数量 , St 是 解雇 临时 工 的 数量 . 例如 , 如 果 S; =5 8 St —0, S, =5-0= +5, 
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000 美元 , 在 第 2 种 情况 下 , 相应 的 
解雇 成 本 是 400S} = 400 x 7 = 2 800 美元 . 这 一 思想 是 构造 目标 函数 的 基础 
首先 需要 说 明 重要 的 一 点 是 : 如 果 S 和 Si 同时 为 正 , 那么 这 表示 什么 ? 其 
答案 是 , 这 是 不 可 能 发 生 的 ， 因为 它 蕴涵 着 其 结果 要 求 一 个 月 内 既 要 雇用 工人 , F 
时 又 要 解雇 工人 .有 趣 的 是 , 线性 规划 理论 ( 见 第 13 章 ) 告诉 我 们 S; 和 st 不 可 
能 同时 为 正 , 这 个 结果 与 我 们 的 直觉 是 一 致 的 . 
现在 可 以 写 出 雇用 和 解雇 成 本 如 下 : 
雇用 成 本 =200 (ST +S +S +S7) 
解雇 成 本 =400 (St + S+ + S$ + S$) 


完整 的 模型 是 
min z = 50 (7, + D + Is + 1) + 200 (S7 S; - S; +57) 
+ 400 (SF Sf - S - SE 


s.t. lOr, = 4004-1, 
五 + 10rz = 6004 I; 
Ia 10rs = 400+ Ij 
Is + 10r = 500 
n=  Sp-Sf 


z2 = m, +87 -S$ 
T3 = z3 + 93 - S$ 
zs +S- S} 

SESE, S3, S$, S3, St, S7, St 20 

TiO 3 za > 0 

Dll 20 
WD RE 2 = 19 500 美元 , zı = 50, z2 = 50, zs = 45, z4 = 45, ST = 50, 
S$ = 5, h = 100, I, = 50. 其 余 的 所 有 变量 均 为 0. 结果 表明 , 在 3 月 份 雇用 临时 
T 50 名 (ST = 50), 并 且 保持 稳定 的 劳动 力 到 5 月 份 , 在 5 月 份 解雇 临时 工 5 名 
(S$ = 5). 其 他 的 时 间 不 再 雇用 和 解雇 工 直到 6 月 底 , 那 时 , 解雇 所 有 的 临时 工 , 这 
个 结果 表明 4 月 份 有 上 月 的 100 件 库存 , 在 6 月 份 有 上 个 月 的 50 件 库存 . 


习题 2.3D 
1. Toolo 公司 与 AutoMate 公司 签订 了 为 其 自助 廉价 商店 供应 扳手 和 湛 子 的 合同 . Auto- 
Mate 每 周 的 需求 至 少 是 1 500 个 扳手 和 1 200 MNF. 按照 现行 的 单 班 生产 能 力 , Toolco 
不 能 完成 所 有 的 订单 数 , 必须 加 班 生产 , 也 可 以 转 包 给 其 他 工具 厂 完成 合同 , 这 样 会 增加 每 

件 产品 的 生产 成 本 , 如 下 表 所 示 . 市 场 需求 规定 省 子 与 扳手 的 比例 至 少 是 2:1. 
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*3. 


工具 po 每 周 生 产 的 单位 

类 型 范围 (数量 ) 费用 (美元 ) 
扳手 正常 0~550 2.00 

加 班 551~800 2.80 

转 包 S01~oo 3.00 
"T 正常 0-620 240 

dus 621.900. 330 

转 包 901~oe. 4.20 


(a) 将 本 问题 写成 一 个 线性 规划 , 确定 每 种 工具 最 优 的 生产 进度 . 
(b) 陈述 如 下 与 模型 合理 性 相 联 系 的 事实 : 生产 成 本 函数 包含 递增 单位 成 本 


.在 3 台 机 器 上 相继 加 工 4 种 产品 . 下 表 给 出 了 本 问题 相关 的 数据 . 


na 每 小 时 费 每 件 产品 的 制造 时 间 (小 时 ) 能 力 
用 (美元 Ei F2 ”产品 3 Fa UM) 
1 10 2 3 D 2 500 
2 5 3 2 1 2 380 
3 4 7 3 2 1 450 
MAL (RT) T7 70 55 45 


建立 本 问题 的 线性 规划 模型, 并 求 最 优 解 . 


某 个 制造 商 使 用 原料 A 和 B 生产 某 种 产品 的 3 种 型 号 T_T 和 IL 下 表 给 出 了 问题 的 数 
据 . 


每 件 产品 对 原料 的 需求 


原料 一 可 用 量 

A ^ 3 5 4 000 

B 4 2 T 6 000 
最 小 需求 量 200 200 150 
单位 利润 (美元 ) 30 20 50 


每 件 型 号 T 产品 的 劳动 时 间 是 型 号 的 2 倍 , 是 型 号 I 的 3 倍 . 该 厂 的 全 部 劳动 力 能 够 
生产 相当 于 1 500 件 型 号 L 的 产品 . 市 场 对 于 3 种 不 同型 号 产品 需求 的 特定 比例 是 3:2:5. 
将 问题 建立 成 一 个 线性 规划 , 并 求 最 优 解 . 


l. All-Flavors 冰淇淋 店 在 整个 夏季 的 3 个 月 中 (6 月 、7 月 和 8 月 ) 对 于 冰淇淋 的 需求 估计 


分 别 是 500, 600 和 400 箱 . 有 两 个 冰淇淋 批发 商 1 和 2 向 All-Flavors 供 货 . 虽然 这 两 个 
供应 商 的 冰淇淋 的 风味 不 同 , 但 可 以 互相 交换 . 任何 一 个 供应 商 能 够 提供 冰淇淋 的 最 大 箱 
数 是 每 月 400 箱 . 还 有 , 这 两 个 供应 商 的 供 货 价格 是 按照 下 面 的 时 间 表 逐 月 变化 的 . 


一 个 月 中 每 箱 冰淇淋 的 价格 (美元 ) 
6 月 7H 8 月 
LI 100 no 120 
供应 商 2 15 108 125 
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为 了 利用 价格 波动 , Al-Flavors 购买 的 冰淇淋 可 以 多 于 某 个 月 的 需求 , 并 且 储存 剩余 的 部 
分 以 满足 以 后 各 月 的 需求 . 冷藏 一 箱 冰淇淋 的 成 本 是 每 月 5 美元 . 实际 上 可 以 假定 , 冷藏 
成 本 是 当月 持 有 冰淇淋 平均 箱 数 的 函数 . 建立 一 个 从 这 两 个 供应 商 购买 冰淇淋 的 最 优 采购 
计划 . 

对 某 种 产品 在 未 来 4 个 季度 的 需求 量 分 别 是 300, 400, 450, 250 fF. 每 件 的 价格 在 第 1 F 
度 以 20 美元 开始 , 其 随后 的 每 个 季度 增加 2 美元 . 供应 商 在 任 一 季度 最 多 可 以 提供 产品 
400 件 . 尽管 我 们 可 以 利用 前 面 季度 的 低 价 优势 , 但 它 会 导致 每 季度 每 件 3.5 美元 的 储存 成 
本 . 还 有 , 从 一 个 季度 储存 到 下 一 季度 的 最 大 件数 不 能 超过 100. 试 为 该 产品 建立 一 个 最 优 
采购 计划 以 满足 需求 - 

， 某 公司 已 签订 了 在 未 来 的 6, 7, 8 月 份 生产 A, B 两 种 产品 的 合同 . 总 的 生产 能 力 (用 小 时 

表示 ) 每 月 不 同 . 下 表 给 出 了 本 问题 的 基本 数据 : 


6 月 7 月 8 月 
对 A 的 需求 ( 件 ) 500 5 000 750 
对 B 的 需求 ( 件 ) 1000 1200 1200 
生产 能 力 (小 时 ) 3 000 3 500 3 000 


对 于 产品 A 和 B, 每 小 时 的 生产 率 分 别 是 1.25 件 和 1 件 . 所 有 的 需求 必须 被 满足 . A 
而 , 后 面 月 份 的 需求 可 以 从 前 面 的 月 份 的 生产 来 填补 . 对 于 任何 从 本 月 转 到 下 一 月 的 产品 ， 
每 件 产品 A 和 产品 B 每 月 分 别 有 0.90 美元 和 0.75 美元 的 储存 成 本 . A, B 两 种 产品 的 单 
位 生产 成 本 分 别 是 30 美元 和 28 美元 . 试 为 两 种 产品 确定 最 优 的 生产 计划 安排. 
*7， 某 产品 的 制造 过 程 由 前 后 两 道 工序 I 和 工序 组 成 . 下 表 提供 了 在 未 来 的 6, 7, 8 月 份 的 
相关 数据 : 


6 月 7 月 8 月 
成 品 的 需求 (H 500 450 600 
工序 工 的 能 力 (小 时 ) 800 700 550 
工序 的 能 力 (小 时 ) 1000 N50. 700. 


生产 一 件 产品 在 工序 1 EAE 0.6 小 时 , 在 工序 工 另外 花 0.8 小 时 . 在 任何 一 个 月 过 剩 的 产 
品 , 无 论 是 半成品 (工序 T) 还 是 成 品 (工序 1D, 都 允许 在 后 面 的 月 份 中 使 用 相应 的 储存 
成 本 是 每 件 每 月 0.20 美元 和 0.40 美元 . 生产 成 本 随 工序 和 月 份 变化 . 对 于 工序 I, 单位 生 
产 成 本 在 6, 7, 8 月 份 分 别 为 10 美元 、12 美元 和 11 美元 . 对 于 工序 I, 相应 的 单位 生产 
费用 分 别 为 15 美元 、18 美元 和 16 美元 . 确定 这 两 道 工 序 在 未 来 的 3 个 月 内 最 优 的 生产 
进度 安排 . 

8. 在 两 台 机 器 上 相继 加 工 两 种 产品 . 每 台 机 器 的 工作 时 间 是 每 天 8 小 时 , 必要 时 , 可 以 通过 
加 班 的 方式 增加 4 小 时 , 其 附加 成 本 是 每 小 时 100 美元 . 下 表 给 出 了 两 台 机 器 的 生产 率 和 
两 种 产品 的 单位 价格 . 确定 最 优 的 生产 计划 安排, 并 根据 需要 给 出 所 用 的 加 班 时 间 . 

EFR (H/M) 
产品 1 TI 
CEEI 5 5 
机 器 2 8 4 
单位 价格 (美元) 110 18 
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2.3.5 ”混合 与 精炼 


一 些 线性 规划 应 用 涉及 混合 不 同 的 输入 原料 来 生产 满足 特定 规格 的 产品 , 以 使 
得 成 本 最 低 或 利润 最 大 . 输入 原料 可 能 是 矿石 、 金 属 废料 、 化 学 药品 或 原油 , 而 输 
出 产品 可 能 是 各 种 不 同等 级 的 金属 制 锭 、 油 漆 或 汽油 ， 本 节 介 绍 一 种 (简单 的 ) 石 
油 精炼 模型 , 其 过 程 是 从 蒸馏 原 油 开始 , 以 生产 中 间 的 汽油 存 料 , 然后 再 混合 这 些 
存 料 生产 出 最 终 的 汽油 . 最 终 产品 必须 满足 特定 的 质量 规格 (如 辛 烷 等 级 )， 此 外 ， 
蒸馏 能 力 和 需求 限制 可 以 直接 影响 不 同等 级 汽油 的 生产 水 平 ， 模 型 的 一 个 目标 是 
确定 最 终 产 品 的 最 优 混合 , 使 得 某 种 利润 函数 达到 极 大 值 . 在 某 些 情形 下 , 目标 也 
可 以 是 求 成 本 函数 的 最 小 值 . 
例 2.3-7 (原油 精炼 和 汽油 混合 ) 

Shale 石油 公司 位 于 Aruba 岛 上 , 它 具有 日 产 1 500 000 桶 原油 的 能 力 . 精炼 
厂 的 最 终 产品 是 含有 不 同 辛 烷 值 (ON) 的 3 种 类 型 无 铅 汽 油 : 普通 汽油 ON= 87, 
优质 汽油 ON= 89, 超 优 汽油 ON= 92. 精炼 过 程 包含 3 个 阶段 : (1) 使 用 燕 饮 塔 来 
生产 存 料 (ON= 82), 其 生产 率 为 每 桶 原油 生产 0.2 桶 存 料 ; (2) 使 用 裂化 装置 把 燕 
饮 塔 得 到 的 部 分 存 料 生产 为 汽油 存 料 (ON= 98), 其 生产 率 为 每 桶 存 料 生产 0.5 桶 
汽油 存 料 ; (3) 使 用 混合 装置 来 混合 裂化 装置 产 的 汽油 存 料 与 蒸馏 塔 产 的 存 料 , 公 
司 估计 , 3 种 汽油 的 每 桶 净利 润 分 别 为 6.70 美元 、7.20 美元 和 8.10 美元 . 裂化 装置 
的 输入 能 力 是 每 天 200 000 桶 存 料 . 对 于 普通 汽油 、 优质 汽油 和 超 优 汽油 的 需求 上 
限 分 别 为 每 天 50 000 桶 、30 000 桶 和 40 000 桶 . 为 精炼 厂 建立 一 个 模型 以 确定 最 
优生 产 进度 安排 . 


aufus 
ayer, ON=87 


eai 2t yr, ON=80 
xim tt 
区 ONcos aba, ON=92 
原料 


图 2.7 精炼 厂 问 题 的 产品 流 
数学 模型 ”图 2.7 概述 了 模型 的 要 素 . 按照 进入 混合 装置 的 2 条 输入 流 (FERES. 
化 汽油 ) 和 3 种 最 终 产品 可 以 定义 模型 的 变量 . 令 
zi = 用 来 混合 成 最 终 产 品 j 的 输入 流 i 的 数量 ( 桶 /天 )，i = 1,2; j=1,2,3 
根据 这 个 定义 , 我 们 有 
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普通 汽油 的 日 产量 = (zu + za) 桶 /天 
优质 汽油 的 日 产量 = (1:2 + 222) 桶 /天 
超 优 汽油 的 日 产量 = (zls + zzs) 桶 /天 
EE 
的 日 输出 的 日 产量 的 日 产量 的 日 产量 
7 [(zu + za) + (212 +222) + (zi + za)] 桶 /天 


送 入 混合 装置 的 日 存 料 量 = (zi + z12 + zis) M/R 
裂化 装置 送 入 混合 装置 的 日 送 入 量 = (z21 + zza 4223) 桶 /天 
送 入 裂化 装置 的 日 存 料 量 = 2(z21 + zza + zzs) 桶 /天 
精炼 厂 的 日 原油 使 用 量 = [5(zil + zla + zls) + 10(z2l + zza + zas)] 桶 /天 
模型 的 目标 是 极 大 化 由 3 种 等 级 汽油 产生 的 总 利润 . 由 上 面 给 出 的 定义 得 
max z= 6.70(zil zi) 十 7.20(zi2 + £22) + 8.10(z13 + £23) 
建立 问题 的 约束 如 下 : 
(1) 原油 日 提供 量 不 超过 1 500 000 桶 /天 : 
B(zii 212 十 Z13) + 10(£21 +222 + £23) < 1 500 000 
(2) 裂化 装置 的 输入 能 力 不 超 过 200 000 桶 / 天: 
2(z21 + £23 + 223) < 200 000 
(3) 首 通 汽油 的 日 需求 不 超过 50 000 桶 : 
Tuc za < 50 000 
(4) 优质 汽油 的 日 需求 不 超过 30 000 4: 
12 222 < 30 000 
(5) 超 优 汽油 的 日 需求 不 超过 40 000 48: 
Z13 十 Z23 < 40 000 
(6) 普通 汽油 的 辛 烷 值 (ON) 不 低 于 87: 
汽油 产品 的 辛 烷 值 是 混合 过 程 中 输入 流 的 辛 烷 值 的 加 权 平均 , 可 计算 如 下 : 
普通 汽油 的 平均 ON = 
存 料 的 ON x 存 料 桶 数 /天 + SHEFRIS ON x 型 化 汽油 的 桶 数 /天 
普通 汽油 的 总 桶 数 /天 


82u +9822 
zn + In 
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因此 , 普通 汽油 辛 烷 数 的 约束 是 


82711 98221 


287 
un 


将 约束 线性 化 后 得 到 
B2711 + 98721 > 87(T11 +221) 

(T) 优质 汽油 的 辛 过 值 (ON) 不 低 于 89: 
B82712 + 982 


89 
T12 + T22 > 


线性 化 得 到 
82212 + 98722 > 89(zl2 + 22) 


(8) A46 AL ib th PAi (ON) 不 低 于 92: 
82213 + 98723 


T13 十 723 


82213 + 9823 > 92(zl3 + 23) 
, 完整 的 模型 概括 如 下 : 


max; mize z = 6.70(zi1 十 221) 十 7.20(zl2 + £22) +8.10 (zls3 + 223) 


$t. 5(z11 + T12 + T13) + 10(z21 + £22 + £23) € 1 500 000 
2(z21 +222 + £23) < 200 000 

Zu +z% < 50000 

x12 +222 € 30000 

zı + £23 < 40 000 
82z11 + 98221 > 87(T11 + 221) 
82r12 + 98122 > 89(T12 + T22) 
82x13 + 98223 > 92(T13 + 223) 

11,712,713: T21, 222, 223 > 0 


可 以 简化 最 后 3 个 约束 , 生成 常数 右 端 项 

解 ”最 优 解 (用 文件 amplEx2.3-7.txt RÆ) 为 2 = 875 000, zi; = 34 375, 
Zan = 15 625, z12 = 16 875, z22 = 13 125, z;3 = 15 000, zzs = 25 000. 将 结果 
转述 成 
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日 利润 = 875 000 美元 
普通 汽油 的 日 产量 = z11 + z21 = 34 375 + 15 625 = 50 000 桶 /天 


优质 汽油 的 日 产量 = riz + zz = 16 875 + 13 125 = 30 000 桶 /天 
超 优 汽油 的 日 产量 = zls + z23 = 15 000 + 25 000 = 40 000 桶 /天 
这 个 结果 表明 , 所 有 等 级 的 需求 能 够 满足 . 


习题 2.3E 


1. Hi-V 使 用 新 鲜 的 草莓 、 葡 萄 和 苹果 生产 3 种 类 型 的 缸 装 果汁 饮料 A, B, C. 原料 的 日 供应 
上 限 是 200 吨 草 莓 、100 吨 葡萄 和 150 MER. 每 吨 草莓 、 葡 萄 和 苹果 的 成 本 分 别 为 200 
美元 、100 美元 和 90 美元 . 每 吨 原料 可 分 别 做 成 1 500 磅 草莓 汁 、1 200 WHA 1 000 
WER. 饮料 A 是 1:1 的 草莓 汁 和 苹果 汁 的 混合 . 饮料 B 是 1:1:2 的 草莓 汁 、 葡 萄 汁 和 
苹果 汁 的 混合 . 饮料 C 是 2:3 的 葡萄 汁 和 苹果 汁 的 混合 . 所 有 的 饮料 按 16 di (1 90/8 
被 拼装 起 来 ,对 于 饮料 A, B, C, 89 MUS UH AERE 1.15 美元 、1.25 美元 和 1.20 美元 . 
试 确定 这 3 种 饮料 的 最 优生 产 混合 . 

*2， 一 间 五 金 店 包装 的 杂工 包 由 螺丝 钉 、 螺 栓 、 蝶 母 和 垫 图 构成 . 螺丝 钉 装 在 100 Hh, 每 
僵 的 成 本 是 110 美元 ; WERE 100 WEF, GANRE 150 美元 ; 螺母 装 在 80 ifc, 
每 盒 的 成 本 70 美元 ; 垫 图 装 在 30 AEP, ERORE 20 美元 . 杂工 包 至 少 重 1 磅 , 按 重 
量 至 少 要 包括 10% 的 螺丝 钉 与 25% 的 螺栓 , 最 多 有 15% 的 螺母 与 10% (IN. 为 了 平 
MELAN, 螺栓 的 数 基 不 能 够 超过 螺母 的 数量 或 垫 轩 的 数量 . 螺栓 的 重量 是 螺母 重量 的 10 
fi, 是 垫圈 重量 的 50 倍 . 试 确定 包装 禾 的 最 优 混合 

. All-Natural 公司 从 4 种 配料 (燕麦 片 、 葡 萄 干 、 祁 丝 和 长 杏仁 ) 生产 3 种 早餐 麦片 食品 
A, B, C, 配料 的 日 可 用 最 分 别 是 5 吨 、2 吨 、1 吨 和 1 吨 、 每 吨 的 相应 成 本 分 别 为 100 
美元 、120 美元 、110 美元 和 200 美元 .麦片 A 中 燕麦 片 、 葡 萄 干 和 杏仁 的 混合 比例 是 
50:5:2. 麦片 B 中 燕麦 片 、 椰 子 和 禁 仁 混合 比例 是 60:2:3. 麦片 C PREH. WINE. E 
子 和 杏仁 的 混合 比例 是 60: . 食品 被 制 成 5 AKAL. All-Natural 销售 A, B, C 这 
3 种 麦片 的 价格 分 别 是 每 例 2 美元 、2.50 美元 和 3.00 美元 . 对 麦片 A, B, C 的 最 小 日 需 
求 量 分 别 是 500 Æ. 600 AR 500 ft. 试 确定 这 3 种 麦片 最 优生 产 混合 以 及 相应 的 配料 数 
量 . 

l EMRE EE Fl 和 F2 两 个 等 级 的 喷气 式 飞机 燃料 , 由 4 种 类 型 的 汽油 A, B, C, D 混合 
而 成 . 燃料 F1 使 用 4 种 类 型 的 汽油 A, B, C, D 的 比例 是 1 ,燃料 F2 使 用 的 比例 是 
2:2:1:3. 4 种 汽油 A, B, C, D 的 最 大 供应 量 分 别 是 1 000, 1 200, 900, 1 500 桶 /天 , 每 桶 
成 本 分 别 是 120 美元 、90 美元 、100 美元 和 150 美元 . 燃料 F1 和 F2 的 售 价 是 每 桶 200 
美元 和 250 美元 . 燃料 P1 和 了 2 的 最 小 需求 量 是 200 和 400 桶 /天 . 试 确定 F1 和 F2 的 
最 优生 产 混合 . 

*5. —HO RAS RUREIR A 和 B 两 种 原油 , 生产 普通 汽油 、 优质 汽油 以 及 航空 燃油 . 对 原油 的 日 
供应 量 以 及 最 终 产品 最 小 需求 量 均 有 限制 . 如 果 生产 不 能 满足 需求 , 不 足 的 部 分 采取 外 购 
补充 , JEAESEBIASUEAETI. 剩余 产品 不 能 立即 销售 , 会 带 来 相应 的 储存 成 本 . 下 表 提供 了 这 
种 情形 的 数据 : 


p 


* 
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a 


每 枉 产 生 的 部 分 价格 / 桶 

a  &üx x5 aw ü "F 
原油 A 0.20 0.10 0.25 30 2 500 
原油 B 0.25 0.30 0.10 40 3000 
需求 (W/K) 500 700 400 
收入 GEN) v 07 w 
MAT RARE 4 3 
费用 F/M) 
未 满足 需求 的 10 5 2 
EN (RR/M 

试 为 精炼 厂 确定 最 优 的 产品 混合 . 


， 在 第 5 题 的 精炼 厂 情形 中 , 假设 燕 包 装置 实际 上 生产 中 间 产 品 石 脑 油 和 轻 油 . 1 桶 原油 A 


生产 0.35 桶 石 脑 油 和 0.6 桶 轻 油 , 而 1 栖 原油 B 生产 0.45 桶 石 脑 油 和 0.5 桶 轻 油 . 石 脑 
油 和 轻 油 被 混合 后 生产 3 种 最 终 的 汽油 产品 : 普通 汽油 的 混合 比例 是 2:1 ( 石 脑 油 比 轻 油 )， 
优质 汽油 的 混合 比例 是 1:1, 航空 燃油 的 混合 比例 是 1:2. 试 确定 最 优 的 产品 混合 


， 夏 威 丙 糖 业 公司 通过 甘蔗 汁 来 生产 红糖 、 精 加 工 ( 白 ) 8I. RU, 以 及 糖蜜. 公司 每 星期 购 


HMEN 4 000 Pl, 按照 合同 , 每 种 糖 类 制品 每 周至 少 生产 25 吨 . 生产 过 程 是 从 甘 基 汁 中 
制造 红糖 和 糖蜜 开始 . 1 DEHAEN TTE 0.3 吨 红 精 和 0.1 吨 糖蜜. AE h EAE T E 
产 的 . 用 1 吨 红糖 可 生产 0.8 吨 的 白糖 . 糖 粉 由 白糖 通过 一 个 特殊 的 研磨 过 程 生产 而 成 ， 
其 转化 率 为 95%(1 吨 白 糖 生产 0.95 吨 糖 粉 ). 对 于 红糖、 白 精 、 精 粉 和 糖蜜 每 吨 的 利润 分 
别 是 150 美元 、200 美元 、230 美元 和 35 美元 . 建立 该 问题 的 线性 规划 表达 式 , 并 且 确 定 
每 周 的 生产 进度. 


^ Shale 石油 精炼 厂 混合 A 和 B 两 种 石油 原料 , 生产 I 和 I 两 种 高 辛 烷 值 的 汽油 产品 , E 


产 原料 A 和 B 的 最 大 生产 率 分 别 是 450 和 700 精 / 小 时 . 相应 的 辛 烷 值 分 别 是 98 和 89, 
而 且 燕 汽 压力 分 别 是 :0 和 8 磅 /英寸 2 汽油 I 和 汽油 的 辛 烷 值 分 别 要 至 少 达到 91 和 
93. 与 两 产品 相关 的 燕 汽 压力 应 该 不 超过 12 磅 /英寸 2 产品 I 和 I 的 每 桶 利润 分 别 为 7 
美元 和 10 美元 . 对 于 产品 I 和 工 确定 最 优 的 生产 率 , 以 及 原料 A 和 原料 B 的 混合 比例 . 
(提示 : 蒸汽 压力 与 辛 烷 值 一 样 , 是 混合 原料 燕 汽 压力 的 加 权 平 均值 ). 


一 铸造 厂 熔 炼 钢 、 铝 、 铸铁 废料 生产 I 和 I 两 种 类 型 的 金属 锭 铁 , TEHE, A, ER 


有 特殊 的 限制 . 馈 块 和 硅 块 用 于 在 熔炼 过 程 中 达到 所 需 的 规格 要 求 , 下 表 设 定 了 本 问题 的 
规格 : 


成 分 (%) 费用 / 吨 可 用 量 
rd E] (RF) O/R) 
钢 度 料 5 100 1000 
Lid 1 150 500 
铸铁 废料 0 15 75 2500 
铝 块 100 0 900 任意 量 
硅 块 o LJ 380 任意 量 
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p SEI d IT 
最 小 值 最 大 值 最 小 值 最 大 值 
" 8.196 10.8% 6.2% 8.9% 
zm 1596 3.09€ 41% œ 
Lj 2.596 æ 28% 4196 
需求 ( 吨 / 天 ) 130 250 
为 铸造 厂 熔炼 废料 确定 最 优 的 输入 混合 - 
10. A 与 B 两 类 合金 , 由 TTL, IN 这 4 种 金属 按照 下 列 规格 制 成: 
fe 规格 售 价 (美元 ) 
A 至 多 80% MI 200 
至 多 30% I X 
至 少 50% 的 V 
B 4096-6096 的 下 300 
至 少 30% H m 
Eb 70% 的 IV. 


这 4 种 金属 按照 下 列 数据 , 从 3 种 矿石 中 提取 ， 


矿石 最 大 量 成 分 (90) 价格 / 吨 
(n) 1 Y 下 Ww 其 他 (RT) 
1 100 2) 10 3 3 10 30 
2 200 10 2 3 æ 1 40 
3 3 000 5. — 5 T 2 o 50 


每 种 类 型 的 合金 应 该 生产 多 少 ? (提示 ; a 是 矿石 j 分 配给 合金 上 的 吨 数 , 并 定 
X wx 为 所 生产 的 合金 的 吨 数 .) 


2.3.6 ”人 力 规划 


正如 例 2.3-6 所 示范 的 那样 , 可 以 通过 雇用 和 解雇 的 办 法 来 满足 不 同时 期 对 于 
劳动 力 的 需求 有 些 情况 下 , 需求 浮动 的 影响 可 以 通过 调整 一 个 工作 班组 的 上 下 班 
时 间 来 “吸收 ” 掉 . 例如 , 可 以 不 遵循 传统 分 三 班 、 每 班 工作 8 小 时 (上 班 开始 时 间 
分 别 是 早上 8:00、 下 午 4:00 和 晚上 12:00) 的 工作 方法 , 我 们 可 以 使 用 交错 的 8 小 
时 一 班 的 方法 , 制定 每 一 班 工作 的 开始 时 间 以 适应 需求 的 增加 或 减少 . 

重新 确定 一 班 的 开始 以 适应 需求 浮动 的 这 一 思想 也 可 以 扩充 到 其 他 的 作业 环 
境 . 例 2.3-8 的 问题 是 , 在 满足 高 峰 时 间 和 低 峰 时 间 的 运输 需求 的 情况 下 , 求 所 需 的 
最 少 公交 车 数 . 


实际 应 用 一 一 Qantas 航空 公司 电话 销售 人 力 规划 
澳大利亚 Qantas 航空 公司 订 票 处 的 运营 时 间 是 从 早 7:00 到 晚 10:00, 共有 6 
个 班组 , 每 班组 在 一 天 的 不 同时 间 开始 上 班 . Qantas 为 了 给 客户 提供 方便 的 服务 ， 
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使 用 线性 规划 (嵌入 排队 分 析 ) 高 效 地 为 订 票 处 配置 员工 . 在 20 世纪 70 年 代 末 完 
成 的 这 项 研究 , 每 年 为 公司 节省 200 000 澳元 . 第 24 章 的 案例 15 提供 了 研究 的 详 
细 资 料 . 


例 2.3-8 (公交 车 调度 安排 ) 

Progress 市 正在 研究 关于 引进 公交 系统 以 减轻 城市 内 自驾 车 引起 的 烟尘 污染 
的 可 行 性 , 这 项 研究 是 寻求 能 满足 运输 所 需 的 最 少 公交 车 数 . 在 收集 了 必要 的 信息 
之 后 , 市 政工 程 师 注意 到 , 所 需 的 最 少 公交 车 数 随 一 天 中 的 时 间 不 同 而 变化 , 而 且 
所 需要 的 最 少 公交 车 数 在 若干 连续 的 4 小 时 间隔 内 可 以 被 近似 为 一 个 常数 . 图 2.8 
概述 了 工程 师 的 发 现 . 为 了 完成 所 需 的 日 常 维护 , 每 辆 公交 车 一 天 只 能 连续 运行 8 


小 时 . 


公交 车 数 


1 st 1 Ei: 
1200 — 496 800 1290 400 8:00 1200 


^W pe 午夜 


图 2.8 公交 车 数 可 认为 是 一 天 时 间 的 函数 


数学 模型 ”确定 每 一 班 运行 公交 车 的 数量 (变量 ), 以 满足 最 小 需求 (R), 使 所 运 
行 的 公交 车 总 数 最 少 (目标 ). 

你 可 能 已 注意 到 , 变量 的 定义 是 不 明确 的 . 我 们 知道 , 每 辆 公交 车 将 连续 运行 8 
小 时 , 但 我 们 并 不 知道 一 个 班 开始 的 时 间 . 如 果 遵 循 正常 的 三 班 时 间 表 (上 午 8:01~ 
下 午 4:00, 下 午 4:01 ~ 午夜 12:00, 凌晨 0:01 ~ 上 午 8:00), 并 假定 z1, 22 和 zs 是 
第 一 班 、 第 二 班 和 第 三 班 公 交 车 开始 时 的 数量 , 我 们 可 以 从 图 2.8 看 到 , zı 10, 
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222 12, z3 > 8. 相应 的 日 公交 车 的 最 少数 量 是 zi + za + zs =10+12+8 = 30. 
上 述 结果 是 可 接受 的 , 仅 当 排 班 必须 与 正常 的 三 班 时 间 表 相符 . 然而 , 最 好 让 
最 优化 过 程 来 选择 每 一 班 的 “最 好 ”的 开始 时 间 . 完成 这 一 目标 的 合理 方法 是 允许 
每 4 小 时 开始 一 班 . 图 2.8 的 底部 解释 了 这 一 概念 , TER 8 小 时 班 开始 时 刻 是 凌 
FE 0:01, 凌晨 4:01、 上 午 8:01、 下 午 12:01、 下 午 4:01 和 晚上 8:01. 因此 , 变量 可 以 


定义 为 


2, =R 0:01 开始 的 公交 车 数 
22 — BERE 4:01 开始 的 公交 车 数 
z= EF 8:01 开始 的 公交 车 数 
z4— FE 12:01 开始 的 公交 车 数 
as FEF 4:01 开始 的 公交 车 数 
zo We E 8:01 开始 的 公交 车 数 


从 图 2.8 可 以 看 到 , 因为 排 班 是 交错 的 , 连续 4 小 时 周期 的 公交 车 数 确定 为 


CEL 运行 的 公交 车 数 
MUR 0:01~ XR. 4:00 zie 
ARE 4:01~ 上 午 8:00 z+ 
上 午 8:01~ PE 1200 二 
下 午 1201~ FF 4:00 zen 
下 午 A01 晚上 8:00 4+ 
JE sois RE 1200 2526 
因此 , 完整 的 模型 写成 
max z=; + T2 + T3 + T4 + T5 +Te 
st om cas 24 (凌晨 0:01~ 凌晨 4:00) 
DET 28 (ER 4015 上 午 8:00) 
2 十 23 > 10 (上 午 8:01~ 中 午 12:00) 
T3 a 27 (下 午 12:01~ 下 午 4:00) 
DET 212 (下 午 4:015 晚上 8:00) 


zs 十 T6 24 (晚上 8:01~ RE 12:00) 
2,20,j—1,2,—.,6 


JR ”最 优 解 要 求 使 用 26 辆 公交 车 就 可 以 满足 需求 , 其 中 r = 4, 开始 时 间 在 凌晨 
0:01; za = 10, 从 凌晨 4:01 开始 ; rs = 8, 从 下 午 12:01 开始 ; 以 及 zs = 4, AFE 


4:01 开始 . 
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习题 2.3F 

*1. 在 公交 车 调度 安排 的 例子 中 , 假定 公交 车 可 以 实行 8 小 时 / 班 或 12 小 时 / 班 的 工作 制度 . 如 

果 一 辆 公交 车 运行 12 小 时 , 必须 付 给 司机 的 加 班 工资 是 正常 班 工资 的 150%. 你 推荐 使 用 

12 小 时 / 班 的 工作 制度 吗 ? 

一 家 医院 雇用 志愿 者 作为 接待 处 的 工作 人 员 , 接待 时 间 是 从 早上 8:00 到 晚上 10:00. 每 名 

志愿 者 连续 工作 3 小 时 , 只 有 在 晚上 8:00 开始 工作 的 人 员 除 外 , 他 们 只 工作 2 小 时 . 对 于 

志愿 者 的 最 小 需求 可 以 近似 成 以 2 小 时 作为 间隔 的 阶梯 函数 : 从 早上 8:00 开始 , 相应 的 需 

求人 数 分 别 是 4, 6, 8, 6, 4, 6, 8. 因为 大 多 数 志愿 者 是 退休 人 员 , 他 们 愿意 在 一 天 的 任何 时 

I (早上 8:00~ 晚上 10:00) 提供 服务 . 然而 , 由 于 大 多 数 莫 善 团体 竞争 他 们 的 服务 , 所 项 

的 数目 必须 尽 可 能 少 . 为 志愿 者 的 开始 时 间 确 定 最 优 安排 

在 第 2 题 中 , 考虑 到 午饭 和 晚饭 , 假定 没有 志愿 者 原意 在 中 午 12:00 或 晚上 6:00 开始 工作 ， 

确定 最 优 安排 . 

在 LTL 货车 运输 公司 , 装卸 点 有 一 些 临时 工人 , 最 繁忙 的 时 候 临 时 雇用 他 们 装卸 货物 , 在 

内 布 拉 斯 加 州 的 Omaha AU At, 在 一 周 7 天 内 (星期 一 开始 ) 对 临时 工 最 小 需求 是 20, 

14, 10, 15, 18, 10, 12 名 工人 .与 每 名 工人 签订 连续 5 天 工作 的 合同 . 为 公司 制定 每 周 雇 

用 临时 工人 的 最 优 方案 . 

*5。 大 多 数 大 学 在 校 学 生 与 所 在 院 系 签订 合同 , 为 学 校 做 些 如 接听 电话 和 打字 等 杂 活 .对 这 类 
服务 的 需求 在 整个 工作 时 间 内 (上午 8:007. FE 5:00) 是 波动 的 . 在 工业 工程 系 , 所 需 学 
生 的 最 少数 量 在 上 午 8:00~ 上 午 10:00 之 间 是 2 名 , 在 上 午 10:01~ 上 午 11:00 之 间 是 3 
名 , 在 上 午 11:01~ FE 1:00 之 间 是 4 名 , 在 下 午 1:01~ FE 5:00 之 间 是 3 名 . 分 配 每 
位 学 生 连 续 工作 3 小 时 (在 下 午 3:01 开始 工作 的 , 他 们 连续 工作 2 小 时 ; EFF 4:01 JF 
始 工作 的 , 他 们 工作 1 小 时 ). 由 于 学 生 们 的 时 间 很 灵活 , 他 们 可 以 在 工作 日 随时 开始 上 班 ， 
午饭 时 间 (中 午 12:00) 除外 , 学 生 不 打算 在 此 时 开始 工作 . 求 工业 工程 系 应 该 雇用 的 最 少 
学 生 数 , 并 指定 他 们 的 工作 开始 时 间 . 

0. 一 家 大 的 百货 公司 一 周 营业 7 天 . 经 理 估计 能 够 提供 及 时 服务 所 需 售货员 的 最 少数 量 是 周 

一 12 名 , 周二 18 名 , 周三 20 名 , 周 四 28 名 , 周 五 32 名 , 周 六 和 周 日 各 40 名 . 每 名 舍 
货 员 一 周 工作 5 天 , 连续 休息 2 天 , 并 在 一 周 内 相互 错开 . 例如 , 如 果 10 名 售货员 在 周一 
开始 工作 , 有 2 名 可 以 在 周二 和 周三 休息 , 5 名 可 在 周三 和 周 四 休息 , 3 名 可 在 周 六 和 周 日 
休息 . 应 雇用 多 少 售货员 , 应 该 分 配 他 们 在 哪些 天 休息 ? 


2.3.7 ”其 他 应 用 


前 面 的 各 节 介绍 了 线性 规划 应 用 的 6 个 具有 代表 性 的 领域 . 事实 上 在 众多 领 
域内 线性 规划 都 能 得 到 很 好 的 应 用 .本 节 最 后 所 列 的 习题 显示 其 中 一 些 应 用 领域， 
其 应 用 范围 从 农业 到 军事 各 个 方面 . 本 节 还 介绍 一 个 有 趣 的 应 用 , 即 如 何 按照 顾客 
指定 的 尺寸 来 切割 标准 的 原料 纸 卷 问题 - 

例 2.3-9 (下 料 问题 或 原料 切割 问题 ) 

太平 洋 纸 业 公司 生产 纸 卷 , 每 卷 的 标准 宽度 为 20 英尺 . 特殊 顾客 对 不 同 宽度 

的 要 求 可 以 通过 切割 标准 卷 来 生产 . 典型 的 订单 要 求 ( 它 可 以 每 日 不 同 ) 如 下 表 : 


站 


e 
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要 求 期 望 宽度 (ER) od 
1 5 150 
2 T 200 
3 9 300 


在 实际 中 , 可 以 通过 把 切 刀 设 置 成 所 需 的 宽度 以 满足 订单 要 求 . 通常 , 对 于 一 
个 给 定 的 订单 要 求 , 可 以 为 标准 纸 卷 设置 许多 切割 方案 . 对 于 20 英尺 宽 的 纸 卷 , 图 
2.9 演示 了 3 种 可 行 的 切割 设置 , 虽然 还 有 其 他 可 行 的 设置, 但 我 们 仅 限于 对 图 2.9 
中 设置 1、 设置 2 和 设置 3 这 3 种 情形 进行 讨论 . 我 们 可 以 用 多 种 方式 组 合 给 定 的 
设置, 以 满足 宽度 为 5 英尺 、7 英尺 和 9 英尺 的 要 求 . 下 面 是 可 行 组 合 的 例子 : 

组 合 1: 用 设置 1 切割 300 个 (标准 ) 纸 卷 , 用 设置 2 切割 75 个 纸 着. 

组 合 2: 用 设置 1 切割 200 个 纸 卷 , 用 设置 3 切割 100 个 纸 卷 . 


WER EET] 


TER T4 IER HER AR, 


WER 


dee aR 
n 
L at 


uas 
图 29 对 于 切 刀 设置 1, 2, 3 的 下 料 损 矢 (阴影 部 分 ) 
哪 一 种 组 合 更 好 呢 ? 可 以 考虑 每 种 组 合 产 生 的 “浪费 ”来 回答 这 个 问题 . 图 2.9 
中 的 阴影 部 分 表示 不 能 满足 订单 需求 的 宽度 而 剩余 的 纸 卷 、。 这 些 剩余 纸 卷 被 称 为 
下 料 损失 (trim loss). 可 以 通过 计算 它 的 下 料 损失 来 估计 每 种 组 合 的 “ 优 度 ”. 然而 ， 
因为 剩余 纸 卷 也 许 有 不 同 的 宽度 , 我 们 应 该 根据 下 料 损失 的 面积 而 不 是 剩余 纸 卷 的 
数量 来 估计 . 假定 标准 卷 的 长 度 是 工 英尺 , 我 们 可 以 计算 下 料 损失 的 面积 如 下 : 
组 合 1: 300( x L) +75(3 x L) = 1 425L R? 
组 合 2: 200(4 x L) + 100(1 x L) = 9002 英尺 2 


这 些 面积 仅 计算 图 2.9 中 的 阴影 部 分 . 任何 5 英尺 宽 纸 卷 、7 英尺 宽 纸 卷 和 9 
英尺 宽 卷 的 剩余 产品 也 必须 考虑 在 下 料 损失 面积 的 计算 中 . 在 组 合 1 中 , 设置 1 剩 
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余额 外 的 7 英尺 宽 纸 卷 是 300 - 200 = 100 卷 , 设置 2 剩余 额外 7 英尺 宽 纸 卷 75 
卷 . 因此 , 额外 的 浪费 面积 是 175(7 x L) = 1 225L 英尺 ?. 组 合 2 不 产生 7 英尺 宽 纸 
卷 和 9 英尺 宽 纸 卷 的 剩余 , 但 设置 3 确实 产生 额外 的 5 英尺 宽 纸 卷 200 - 150 = 50 
卷 , 也 就 是 附加 上 50(5 x L) = 250L 英尺 ? 的 浪费 面积 . 其 结果 , 我 们 有 


组 合 1 总 的 下 料 损失 面积 =1 425 十 1 225 = 2 650 RR? 
组 合 2 总 的 下 料 损失 面积 =900L + 250 = 1 150L RR? 


因此 组 合 2 更 好 一 点 , 因为 它 产生 较 少 的 下 料 损失 面积 
数学 模型 ”问题 可 以 用 文字 概括 为 求 满足 所 需 订单 要 求 (约束 ) 的 切 刀 的 设置 组 
合 ( 变 量 ), 使 下 料 损失 面积 为 最 小 (目标 )- 

上 面 的 变量 一 定 要 按照 切割 操作 员 能 使 用 的 方式 给 出 定义 . 特别 地 , 将 变量 定 
义 为 依照 给 定 的 切 刀 设 置 而 切割 出 的 标准 纸 卷 数 量 ， 这 个 定义 需要 确定 所 有 可 能 
的 切 刀 设置 , 其 概述 在 下 表 中 (设置 1、 设置 2 和 设置 3 是 图 2.9 给 出 的 情况 ) 你 
应 该 确信 , 设置 4、 设 置 5 和 设置 6 是 有 效 的 , 并 且 这 包括 了 所 有 “可 能 的 ”设置 . 
记 住 , 一 种 可 能 的 设置 产生 的 下 料 损失 纸 卷 的 宽度 不 能 大 于 等 于 5 英尺 . 


NAR JUR. [zs 
(OUR) DESE E Cy mn 
5 WTOCNAROEG RAT fud 150 
7 i Aa 200 
9 uh re rM oh E 
FREE 
长 度 GER) BEIGEN y DOT um 


为 了 用 数学 方法 表示 该 模型 , 我 们 定义 变量 如 下 : 
zj = 按照 设置 7 而 切割 出 的 标准 纸 卷 的 数量 , j = 1,2,… ,6 
模型 的 约束 即 要 满足 纸 卷 的 需求 . 
产生 5 英尺 宽 纸 卷 数量 = 27; + 2zs + zi + zs > 150 
产生 7 英尺 宽 纸 卷 数量 = zi 十 zz 十 2z5 > 200 
产生 9 英尺 宽 纸 卷 数量 = zi + za 十 zs 22s 十 276 > 300 
为 构造 目标 函数 , 我 们 注意 到 , 总 的 下 料 损失 面积 是 已 使 用 的 标准 卷 总 面积 与 
表示 所 有 订单 的 总 面积 两 者 之 差 . 因此 ， 
标准 纸 卷 总 面积 = 20L(z1 十 zz + 13 + T4 + Ts + zo) 
订单 总 面积 = L(150 x 5+ 200 x 7 +300 x 9) = 4 850L. 
目标 函数 则 变 为 


min z — 20L(zi +22 + zs + z4 + z5 + T6) — 4 850L 
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由 于 标准 纸 卷 宽度 长 L 是 一 常数 , 目标 函数 等 价 地 简化 为 


min z= zl +22 + T3 + T4 + T5 + Te 


因此 , 模型 可 写成 
min Z= T; + T2 + T3 + T4 + T5 +T6 
st. 222-275 4z4 + T5 > 150 (5 英尺 宽 纸 卷 ) 
Tt oT) 十 2zs > 200 (7 英尺 宽 纸 卷 ) 
z+ Tj T3 + 2zs + 2z6 > 300 (9 英尺 宽 纸 卷 ) 


2; >20 了 =12…,6 


解 ”最 优 解 要 求 , 按照 设置 4 切割 12.5 个 标准 纸 卷 , 按照 设置 5 切 100 个 标准 纸 
A, 以 及 按照 设置 6 切 150 个 标准 纸 卷 ， 这 个 解 并 不 能 实现 , 因为 变量 x 不 是 整 
数 ， 可 以 用 整数 算法 求解 此 问题 ( 见 第 8 章 ), 或 者 对 zs 采用 四 合 五 入 的 原则 , 切 
割 13 卷 . 
评注 ”这 里 介绍 的 下 料 模型 假定 , 所 有 可 行 的 切 刀 设 置 是 预先 给 定 的 . 这 项 工作 对 
于 大 型 问题 可 能 是 困难 的 , 并 且 可 以 实施 的 可 行 组 合 有 可 能 被 错过 . 这 个 问题 可 以 
由 一 个 嵌入 在 线性 规划 模型 中 的 整数 规划 予以 完善 , 用 来 根据 需求 来 生成 所 有 可 能 
的 切 刀 设 置 , 直到 找 出 最 优 解 为 止 . 这 种 算法 有 时 称 为 列 生成 (column generation), 
附录 E( 见 下 册 ) 的 综合 问题 13-3 中 给 出 了 详细 的 论述 . 此 方法 由 (稍微 高 级 的 ) 线 
性 规划 理论 来 确立 , 并 足以 证 明 线性 规划 理论 在 实践 中 的 重要 性 . 
习题 2.3G 
*1. 考虑 例 2.3-9 的 下 料 模型 . 
(a) 如 果 用 设置 1 切割 200 个 纸 卷 , 用 设置 3 切割 100 个 纸 卷 , 计算 相应 的 下 料 损失 
面积 
(b) 假设 我 们 只 有 15 英尺 宽 的 标准 纸 卷 . 为 5 英尺 宽 纸 卷 、7 英尺 宽 纸 着 和 9 英尺 宽 纸 
卷 生成 所 有 可 能 的 切 刀 设置, 并 计算 每 英尺 长 纸 卷 相应 的 下 料 损失 . 
(c) 在 原来 的 模型 中 , 如 果 7 次 尺 宽 纸 卷 的 需求 减少 80 卷 , 必须 满足 3 种 类 型 纸 着 需求 
的 标准 20 英尺 宽 纸 卷 的 最 小 数量 是 多 少 ? 
(d) 在 原来 的 模型 中 , 如 果 对 9 英尺 宽 纸 卷 的 需求 变 到 400 卷 , 必须 满足 新 的 需求 的 20 


英尺 宽 标 准 纸 卷 应 该 增加 多 少 ? 
2， 货 架 的 空间 分 配 . 一 食品 商店 必须 决定 5 种 早餐 麦片 在 货架 上 的 空间 分 配 . 这 5 种 早餐 麦 


片 的 最 大 日 需求 量 分 别 是 100 箱 、85 箱 、140 箱 、80 箱 和 90 箱 . 每 种 箱子 分 别 占 货架 面 
积 16 平方 英寸 、24 平方 英寸 、18 平方 英寸 、22 平方 英寸 和 20 平方 英寸 . 总 的 可 用 货架 
面积 是 5 000 平方 英寸 . 每 种 麦片 单位 利润 分 别 是 1.10 美元 、1.30 美元 、 1.08 美元 、1.25 
美元 和 1.20 美元 . 为 5 种 麦片 确定 最 优 的 面积 分 配 . 

3。 议题 投票 . 在 阿肯色 州 的 某 县 , 4 个 竞选 议题 需要 投票 : 建设 新 公路 、 加 大 枪支 的 控制 、 增 
加 农场 补助 金 和 提高 汽油 税 ， 该 县 总 共有 100 000 位 城市 选民 、250 000 位 市 郊 选民 和 
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50 000 位 农村 选民 , 他 们 对 这 些 竞选 议题 的 支持 度 和 反对 程度 是 多 样 的 . 例如 , 农村 选民 
反对 枪支 控制 和 提高 汽油 税 , 但 支持 道路 建设 和 农场 补助 金 . 该 县 正 计 划一 项 电视 广告 活 
动 , 广告 的 预算 是 100 000 美元 , 而 每 次 广告 的 成 本 是 1 500 美元 . 下 表 概括 了 单项 广告 
的 影响 , 其 依据 是 对 于 不 同 议题 的 赞成 票数 和 反对 票数 : 


议题 每 项 广告 赞成 (+) 和 反对 (一 ) 票数 的 期 望 值 
城市 市 部 农村 
建设 新 公路 一 30 000 4-60 000 十 30 000 
枪支 控制 +80 000 +30 000 —45 000 
MERD +40 000. +10 000 0 
汽油 税 +90 000 0 一 25 000 


如 果 争 取 到 至 少 51% 的 赞成 票 , 一 项 议题 将 被 表决 通过 , 哪 项 议题 将 被 投票 通过 , 应 该 有 
多 少 广告 被 分 配 到 这 些 放 题 中 ? 

4 装配 线 的 平衡 某 产品 由 3 个 不 同 的 零件 装配 而 成 . 零件 是 由 两 个 部 门 以 不 同 的 生产 率 制 
造 , 其 值 由 下 表 给 出 : 


"n 


生产 能 力 生产 率 ( 件 /小 时 ) 


(小 时 / 周 ) ELZ 零件 2 零件 3 
1 100 * 5 10 
2 80 6 12 4 


求 每 周 内 能 够 生产 的 最 终 产品 的 最 大 件数 . (提示 : 装配 件数 = min{ 零件 1 的 件数 , 零件 
2 的 件数 , 零件 3 的 件数 }. max = = min(zi za) 等 价 于 max z s.t. z < z1, z < z2.) 

5. 污染 控制 , 有 3 种 类 型 的 煤 C1, C2, C3 被 研 麻 成 煤 粉 , 然后 混合 在 一 起 , 其 生产 能 力 是 
每 小 时 50 吨 ， 以 满足 发 电厂 的 燃料 需要 . 煤 燃 烧 排出 二 氧化 硫 (uL/ D) 必须 符合 环保 团 
(EPA) 的 规定 , 至 多 是 2 000 kL/ 上 .下 表 概述 本 问题 的 数据 : 


oi [7] C3 
CIZ] 2500 1500 1600 
粉碎 机 能 如 ( 吨 / 小 时 ) 30 30 30 
每 吨 煤 的 成 本 (美元 ) 30 35 33 


确定 煤 的 最 优 混合 . 

*6. 交通 灯 控制 . (Stark and Nicholes, 1972) 在 3 条 高 速 公路 H1, H2, H3 行驶 的 汽车 在 它们 
离开 高 速 路 进入 收费 口 叉 道 之 前 必须 停 下 来 等 待 绿灯 . 从 H1, H2, H3 驶 来 的 每 辆 汽车 的 
JB (19 2 9I 3 美元 、4 美元 和 5 美元 . 来 自 H1, H2, H3 的 汽车 流量 分 别 是 每 小 时 500, 
600, 400 $8. 红绿灯 的 转换 周期 不 超过 2.2 分 钟 , 而 且 在 任何 一 条 公路 上 的 绿灯 持续 时 间 
必须 至 少 是 25 秒 . 黄 灯 持续 时 间 是 10 秒 . 收费 口 每 小 时 最 大 能 够 处 理 510 辆 汽车 . 假定 
没有 汽车 在 黄 灯 下 通行 , 为 3 条 公路 确定 最 优 的 绿灯 时 间 间 隔 , 使 得 收费 口 在 每 个 红绿灯 
周期 的 收费 最 大 . 

T. 将 经 验 数据 要 合成 直线 (m). 在 为 初学 者 开设 的 10 周 打字 班 上 , 每 位 学 生 的 平均 打字 

速度 (每 分 钟 字数 ) 是 学 习 周 数 的 函数 , 如 下 表 给 出 - 
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^ 


5: CRT SENT 4 5 6 T 8 9 10 
和 名 打数 y 5 9 5 19 2 24 26 30 3| 35 


对 给 出 的 数据 , 求 最 优 拟 合 直线 关系 ý — az +b 中 的 系数 a Mb. (Me: 极 小 化 理 
A618) 与 经 验 值 y 偏差 的 弛 对 值 的 和 . min |z| 等 价 于 min z s.t. z < z, z > —) 
新 高 速 公路 平整 土地 . (Stark and Nicholes, 1972) 阿肯色 州 高 速 公 路 部 门 正在 计划 在 不 平 
坦 的 地 形 上 建设 一 条 10 英里 长 的 公路 , 地 形 剖面 图 如 图 2.10 所 示 . 建筑 地 形 的 宽度 大 约 
是 50 码 . 为 了 使 问题 简化 , 地 形 剖 面 可 以 用 阶梯 函数 来 代 蔡 , 正如 图 形 所 描绘 的 那样 使 
用 重型 机 器 , 将 泥土 从 高 地 区 域 运 抵 并 填充 到 低地 区 域 . 还 有 两 个 土 坑 , 土 坑 MEN TL 
位 于 10 英里 路 段 的 末端, 必要 时 , 可 以 从 那 搬 运 额外 的 泥土 . E IA 20 000 立方 码 容 
量 的 泥土 , 土 坑 工 有 15 000 立方 码 容量 的 泥土 . 从 土 坑 1 MER 移动 泥土 的 成 本 分 别 
是 每 立方 码 1.50 美元 和 1.90 美元 . 运输 成 本 是 每 英里 每 立方 码 0.15 美元 , 使 用 重型 机 械 
装载 载重 卡车 的 成 本 是 每 立方 码 0.20 美元 . 这 意味 着 , 1 立方 码 的 泥土 从 土 坑 工 搬运 1 英 
里 所 花 的 总 成 本 是 (1.5 + 0.20) + 1 x 0.15 = 1.85 美元 , 而 1 立方 码 的 泥土 从 高 处 填 向 低 
处 1 英里 的 费用 是 0.20 + 1 x 0.15 = 0.35 美元 . 为 平整 这 10 英里 路 段 , 制定 一 项 最 小 成 
本 计划 , 


图 2.10 第 8 题 的 地 形 剖面 


军事 作战 计划 . (Shepard 等 人 , 1988) 红军 (R) 正在 试图 入 侵 由 蓝 军 (B) 防御 的 领地 . 蓝 


军 有 3 条 防线 和 200 个 正规 战斗 单位 , 并 上 且 还 能 够 抽出 200 个 预备 单位 . 红军 计划 进攻 两 
条 前 线 ( 北 线 和 南 线 ); 蓝 军 设置 3 条 东 - 西 防线 (1, 1, M). 防线 IA 每 条 防线 要 至 少 阻 
止 红军 进攻 4 天 以 上 , 并 尽量 延长 总 的 战斗 持续 时 间 . 红军 的 前 进 时 间 由 下 列 经 验 公式 信 
ih ; 

doeet (EXE) 


常数 a 和 b 是 防线 的 函数 , 并 且 北 / 南 前 线 的 情况 由 下 表 所 示 : 


23 线性 规划 应 用 选 讲 6l 


10. 


a b 


T T T T T T 
北 线 05 — 075 — 055 8&8 79 102 
ma 11 13 15 105 — 8&1 92 


蓝 军 的 预备 单位 能 够 且 只 能 用 在 防线 T 上 ， 红 军 分 配 到 3 条 防线 的 单位 数 由 下 表 
给 出 


红军 进攻 的 单位 数 
LL BH LEE 
EZ] 30 60 20 
ma 30 40 20 


蓝 军 应 如 何在 北 / 南 前 线 和 3 条 防线 上 布 署 它 的 军队 ?7 
水 质 管理 ，(Stark and Nicholes, 1972) 4 个 城市 排出 污水 进入 相同 的 河流 ， 城市 1 在 上 
W, 下 游 依次 是 城市 2、 城 市 3、 城 市 4， 以 河流 方向 估算 , 城市 之 间 的 距离 大 约 是 15 英 
里 . 污水 中 所 含 污染 物 的 衡量 指标 是 BOD( 生 化 需 氧 是), 它 描述 的 是 稳定 水 中 污 物 成 分 所 
需要 的 所 的 重量 BOD 越 高 表明 水 质 越 差 . 环保 署 设置 了 一 个 最 大 可 多 许 的 BOD 含量 ， 
用 每 加 仑 水 中 BOD HARKER. 通过 以 下 两 种 方式 去 除 污水 中 污染 物质 ，(1) 由 空气 
中 的 氧气 形成 的 自然 分 解 作用 ; (2) 在 污水 到 达 河 流 之 前 , 建立 排放 点 的 污水 处 理工 厂 . 目 
标 是 确定 4 个 污水 处 理 厂 每 个 厂 最 大 经 济 效益 , 约 东 是 将 BOD 降低 到 可 接受 的 水 平 ， T. 
厂 去 污 率 的 最 大 可 能 是 99%. 

为 说 明 这 个 过 程 的 相关 计算 , 对 工厂 1, 考虑 下 列 定义 

Qi 在 通 向 城市 2 的 河 段 1~2 的 15 英里 处 的 河水 流量 (加 仑 /小 时 ) 

BOD 排放 素 ( 磅 /小 时 ) 
工厂 1 的 除 污 率 ( < 0.99) 
在 河 段 1~2 中 , 所 允许 的 最 大 BOD 含量 ( 磅 /加 仑 ) 


为 满足 河 段 1~2 对 BOD 含量 的 要 求 , 必须 有 


* 
"own 


P(l = z1) < hQ 
用 类 似 的 方法 , 河 段 2~3 的 BOD 含量 约束 有 如 下 形式 : 


EMB 中 ERO 
a-ra ( BOD 的 排放 率 ) ( BOD 的 排放 率 ) snos 
或 者 
G - nip —2) pi — 22) < Qs 


系数 ri2(< 1) 表示 在 河 段 1~2 中 被 分 解 掉 的 废物 所 点 的 百分数 . 对 于 河 段 2~3, 其 约束 
是 


人 一 Pa)IQ — ria) (1 — z1) + pa(1 — 22)] + pa(1 — 3) < baQs 


对 于 4 个 污水 厂 , 使 用 下 列 数据 (在 所 有 4 个 河 段 中 , 由 分 解 去 掉 的 废物 所 占 的 百 分 
数 是 6%), 确定 最 大 的 经 济 效果 - 
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Q: (nnt 200 000 210 000 
pi (BANH) 6000 1000 
b (BOD t/m) 0.0008 0.000 8 
aahi 0.20 0.25 9.15 0.18 


(美元 /去 挤 的 BOD WW) 


11. 荷载 结构 ，(Stark and Nicholes, 1972) 如 图 2.11 Bis, 有 两 个 吊车 的 高 架 起 重 机 用 于 把 
混合 后 的 混凝土 吊 运 到 某 工地 用 来 铸造 混凝土 障碍 物 . 装载 混凝土 的 铲 斗 由 吊车 悬挂 在 正 
中 央 . 起 重 机 两 端的 支撑 点 每 个 能 够 支撑 的 最 大 值 是 25 FE, 而 吊车 的 每 条 钢丝 强 具 有 
20 千 磅 的 能 力 . 确定 最 大 的 负荷 能 力 , Wi 和 Wa. (提示 : 在 平衡 时 , 在 钢 析 支架 或 吊车 上 
任意 一 点 的 力 赴 总 和 为 零 .) 


ARR e XE R— le sR 一 一 oe 一 12 英尺 一 一 | 2 英尺 Le 


图 2.11 有 两 个 吊车 的 高 架 起 重 机 Gf 11 题 ) 


12。 飞 机 分 配 . 依照 下 面 的 数据 , 考虑 在 4 条 线路 上 指派 飞机 : 


wan weno ORER) ana — LE ERRIBHIXHNR — 
i C] 5 3 PETITES 
2 30 s à E let" nc 
3 2 1 5 PO IP IMS 
顾客 数 1000 2 000 900 1 200 


相应 的 费用 , LE TAREAS ERRORI DUET UTI, 如 下 : 
各 条 航线 上 每 次 飞行 的 运营 成 本 (美元 ) 
2 


飞机 类 型 1 3 7 
1 1000 1100 1200 1500 
2 800 900 1 000 1000 
3 600 800 800 900 
失去 一 名 乘客 的 罚款 40 50 a5 70 
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确定 飞机 与 航线 之 间 的 最 优 指派, 并 确定 相应 的 飞行 次 数 . 


2.4 ”借助 于 Excel 规划 求解 和 AMPL 软件 的 计算 机 求解 


在 实际 应 用 中 , 典型 的 线性 规划 模型 可 能 包括 上 千 个 变量 和 约束 , 求解 这 些 模 
型 唯一 可 行 的 方法 是 使 用 计算 机 . 本 节 介绍 两 种 不 同 的 常用 软件 : Excel 规划 求解 
和 AMPL 软件 . 规划 求解 对 于 擅长 电子 表格 的 用 户 特别 有 吸引 力 ， AMPL 软件 是 

-种 代数 建 模 语言 , 像 任何 其 他 的 程序 语言 一 样 , 需要 用 户 掌握 专门 的 技能 , 然而 ， 
AMPL, 以 及 其 他 一 些 类 似 的 语言 ,在 建 模 和 运行 大 规模 、 复 杂 的 线性 规划 模型 方 
面 提供 了 很 大 的 灵活 性 , 尽管 本 节 介绍 的 内 容 集中 在 线性 规划 上 , 但 AMPL 和 规 
划 求 解 可 以 用 于 整数 和 非 线性 规划 , 本 书 稍 后 将 会 给 予 介绍 


2.4.1 用 Excel 规划 求解 解 线性 规划 问题 


在 Excel 规划 求解 中 , 电子 表格 是 线性 规划 输入 和 输出 的 媒介 . 图 2.12 显示 了 
Reddy Mikks 模型 (文件 solverRM1.xls) 的 数据 布局 图 该 图 形 的 顶部 包含 了 4 类 
信息 : (1) 输入 数据 单元 格 (阴影 区 域 , B5:C9 和 F6:F9); (2) 描述 我 们 寻求 的 变量 
和 目标 函数 的 单元 格 ( 粗 体 矩 形 单元 格 , B13:D13); (3) 目标 函数 和 约束 左 端 项 的 代 
数 定义 (虚线 矩形 单元 格 , D5:D9); (4) 提供 说 明 的 名 称 或 符号 的 单元 格 . 规划 求解 
只 需要 前 3 类 信息 . 第 4 类 信息 只 是 提高 模型 的 可 读 性 , 并 没有 其 他 的 作用 . 在 电 
子 表格 中 , 4 类 信息 的 相对 定位 不 必 遵 循 图 2.12 所 显示 的 布局 . 例如 , 定义 目标 函 
数 和 变量 的 单元 格 不 必 相 邻 , 也 不 必 将 它们 放 在 问题 下 面 . 重要 的 是 我 们 知道 它们 
在 哪里 , 以便 可 以 被 规划 求解 引用 . 虽然 如 此 , 最 好 使 用 类 似 于 图 2.12 所 建议 的 格 
式 , 因为 它 使 模型 变 得 更 易 读 . 

规划 求解 如 何 链接 电子 表格 中 的 数据 呢 ? 首先 我 们 用 输入 数据 (阴影 的 区 域 ， 
B5:C9 和 F6:F9) 以 及 目标 函数 和 变量 ( 粗 体 长 形 单元 格 , B13:D13) 构成 , 提供 与 目 
标 函 数 和 约束 左 端 项 等 价 的 “代数 ”定义 , 然后 我 们 将 相关 公式 放 在 由 虚线 构成 的 
矩形 单元 格 D5:D9 中 适当 的 位 置 . 下 表 显示 了 原始 线性 规划 函数 以 及 所 放置 到 的 
单元 格 位 置 : 


代数 表达 式 电子 表格 中 的 公式 输入 单元 格 
目标 = Br1 + Ar2 —BS*$B$13.C5*$C$13 Ds 
mi [n =B6*$B$13+06*$C$13 De 
LI zin —BT'$BS13.CT*SCS13 D7 
约束 3 mom) —B8*$B$13-C8*$C$13 D8 
约束 4 0zi+ za =B9*$B$13+C9*$C$13 D9 


QD 其 他 著名 的 商业 软件 包 包括 AIMMS. GAMS. LINGO, MPL, OPL Studio 和 Xpress-Mosel. 
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图 2.12 用 Excel 规划 求解 定义 Reddy Mikks 模型 (文件 solverRM1 xis) 


实际 上 , 你 只 需 在 单元 格 D5 处 输入 公式 , 然后 把 它 复制 到 其 他 的 单元 格 D6:D9 中 . 
为 保证 正确 性 , 必须 用 固定 引用 SBS13 和 SCS13 表示 zl 和 zz， 对 于 较 大 的 线性 
规划 问题 , 更 有 效 的 方法 是 在 单元 格 D5 中 输入 


= SUMPRODUCT(BS5:C5, $B$13:$C$13) 


然后 把 它 复制 到 单元 格 D6:D9 中 . 
线性 规划 模型 的 所 有 元 素 现在 已 准备 好 与 “规划 求解 ”链接 .从 Excel 的 “ 工 
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具 ” 菜 单 中 , 选择 “规划 求解 (V)… "2 打开 如 图 2:12 中 间 显示 的 “规划 求解 参数 ” 
对 话 框 . 首先 , 定义 目标 函数 =, 并 由 输入 下 列 数据 确定 优化 意义 

设置 目标 单元 格 (E): BDS] 

等 于 : @ 最 大 值 (M) 

可 变 单元 格 (B) 
这 些 信息 告诉 规划 求解, 由 单元 格 SBS13 到 SCS13 定义 的 变量 由 单元 格 $D85 中 
极 大 化 目标 函数 确定 . 

下 一 步 , 单 击 “规划 求解 参数 ”对 话 框 中 “ 国 双 蚁 对” 键 , 设置 问题 的 约束 . 计 
算 机 将 显示 “添加 约束 ”对 话 框 ( 见 图 2.12 底部 ), 你 能 够 很 容易 地 输入 约束 的 元 素 
( 左 端 项 、 不 等 式 类 型 和 右 端 项), 其 形式 如 下 ?: 


$D$6:$D$9 <= $F$6 : $F$9 


在 单元 格 范围 内 用 键盘 输入 的 另 一 种 方便 的 方法 是 , 使 单元 格 D6:D9 加 亮 来 输入 
约束 的 左 端 项 , 接着 再 使 单元 格 F6:F9 加 亮 来 输入 约束 的 右 端 项 . 相同 的 过 程 可 以 
用 在 目标 单元 格 ， 

剩 下 的 约束 只 有 非 负 限制 , 为 将 非 负 限制 加 到 模型 中 , 在 “添加 约束 ”对 话 框 
中 单 击 “项 测 ”, 输入 

$B$13:$C$13 >= 0 
输入 非 负 约束 的 另 一 种 方法 是 在 “规划 求解 参数 " 对 话 框 中 , Mat MO” , 
进入 “规划 求解 选项 ” 对话 框 ( 见 图 2.13), 然后 在 “有 jj" iT ur. 当 
你 还 在 “规划 求解 选项 ”对 话 框 的 状态 下 , EAE BR” iT 
^g. 

一 般 而 言 ，“ 规 划 求 解 选项 ”中 的 其 余 默认 设置 不 必 改动 . 然而 ,默认 精度 
0.000 001 对 于 某 些 问题 而 言 可 能 被 设置 得 太 “ 高 ”了 , 使 得 规划 求解 可 能 返回 的 消 
息 是 “规划 求解 找 不 到 可 行 解 ”, 而 事实 上 , 问题 确实 有 可 行 解 . 在 这 种 情况 下 , M 
要 将 精度 调 低 到 合适 的 精度 . 如 果 还 显示 同样 的 信息 , 则 问题 有 可 能 是 不 可 行 的 

为 了 增强 可 读 性 , 可 以 用 描述 性 的 Excel 区 域 的 名 称 来 代替 单元 格 名 称 . 通过 
对 所 需要 的 单元 格 进行 加 亮 , 在 电子 表格 左边 对 话 框 的 顶部 键入 区 域名 称 , 然后 按 
回 车 键 来 创建 区 域 . 图 2.14( 文 件 solverRM2 xis) 概括 了 在 此 模型 中 使 用 的 区 域名 
称 . 应 该 将 文件 solverRM2.xls 与 文件 solverRM1.xls 进行 对 比 , 看 一 看 区 域 是 如 何 
用 在 公式 中 的 . 

四 如果 “规划 求解" 不 出 现在 “工具 ”保单 下 面 , 单 击 该 菜单 下 的 “加 载 宏 "并 选择 “规划 求解 ”， 然后 
o perdi m (IB 2.12) 中 , 中 间 的 对 话 框 指定 了 不 等 式 的 类 型 (<= 和 >=), 


它 有 另外 的 两 种 选项 , int 和 bin| 分 别 表示 整数 (integer) 和 二 进 制 数 (binary, 即 0 和 1)], 它们 用 
在 整数 规划 中 , 用 来 限制 变量 取 整 数 或 取 0 和 1( 见 第 8 章 )- 
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图 2.14 在 Excel 规划 求解 中 区 域名 称 的 使 用 


为 了 求解 问题 , 单 击 “ 规 划 求 解 参数 ”对 话 框 (图 2.14) Hi T”. 2 
时 出 现 一 个 新 的 对 话 框 , “规划 求解 结果 ”, 它 将 会 提供 结果 的 状态 . 如 果 模型 设置 
是 正确 的 > 的 最 优 值 将 出 现在 单元 格 D5, 并 且 z 和 za 的 值 将 分 别 出 现 在 单元 
格 B13 和 C13 中 . 为 了 方便 起 见 , 我 们 用 单元 格 D13 来 显示 z 的 最 优 值 ,其 方法 
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是 在 单元 格 D13 中 输入 公式 =D5, 这 样 就 可 以 在 邻近 的 单元 格 中 显示 出 完整 的 最 
优 结果 . 

如 果 问 题 没 有 可 行 解 , 规划 求解 将 会 显示 明确 的 信息 “规划 求解 找 不 到 有 用 的 
M”. 如 果 最 优 目标 值 是 无 界 的 , 规划 求解 将 会 显示 不 太 明确 的 信息 “设置 目标 单 
元 格 的 值 未 收效 ”在 任 一 种 情况 下 , 这 些 信息 都 表明 模型 的 公式 中 有 错误 , 这 一 
点 将 在 3.5 节 中 予以 讨论 . 

规划 求解 结果 对 话 框 将 使 你 有 机 会 要 求 Excel 规划 求解 提供 关于 结果 的 更 详 
细节 , 包括 重要 的 灵敏 度 分 析 报 告 . 我 们 将 在 3.6.4 节 讨论 这 些 进一步 的 结果 . 

由 规划 求解 得 到 的 Reddy Mikks 的 解 很 简单 . 而 其 他 模型 在 它们 能 用 方便 的 
格式 定义 之 前 也 许 还 需要 “一 点 技巧 性 ”. 套用 此 类 模型 的 一 类 线性 规划 模型 可 以 
处 理 网 络 优化 , 这 将 在 第 6 章 作 讨论 . 
习题 2.4A 

1 修改 图 2.12 所 示 的 Reddy Mikks 规划 求解 模型 另 增 加 一 种 具有 防水 功能 的 涂料 , 每 吨 

防水 涂料 需要 的 原料 1 和 原料 2 分 别 是 0.5 PURI 0.75 P. 新 涂料 的 日 需求 在 0.5 吨 至 1.5 

吨 之 间 . 其 利润 每 吨 是 3.5( 单 位 ， 1 000 RE). 

2. 为 下 列 问题 构建 Excel 规划 求解 模型 ; 
(a) 例 2.2-2 的 营养 配方 模型 (b) 习题 2.2A 中 的 第 16 题 . 
(e) 例 2.3-1 城市 更 新 模型 . 
*(d) 例 2.3-2 套 汇 模型 . (提示 : 你 将 发 现 , 使 用 完整 的 货币 转换 短 阵 要 比 仅 用 上 三 角 元 素 
要 方便 . 当然, 可 以 借助 于 适当 的 Excel 公式 产生 下 三 角 元 素 . ) 

(e) 例 2.3-5 多 周期 生产 -库存 模型 

24.2 用 AMPL 解 线性 规划 问题 


本 节 ” 对 AMPL 作 一 个 简短 的 介绍 . 在 附录 A 的 材料 中 , 提供 了 详细 的 AMPL 
语法 内 容 , 本 节 的 介绍 , 以 及 贯穿 在 全 书 中 的 其 他 的 AMPL 介绍 都 会 对 它 作 适 当 
的 引用 . 

这 里 介绍 4 个 例子 : 前 两 个 处 理 AMPL 的 基本 概念 , 后 两 个 示范 更 高 级 的 用 
法 , 使 AMPL 的 优点 更 明确 . 

Reddy Mikks 问题 一 一 一 个 初等 模型 AMPL 为 线性 规划 建 模 提供 了 初 
等 的 句法 格式 、 图 2.15 为 Reddy Mikks 模型 提供 了 清晰 易 懂 的 程序 (文件 am- 
PIRM1.txt)， 所 有 的 保留 字 都 用 黑体 . 所 有 的 其 他 名 称 都 是 由 用 户 生成 的 ， 目 标 函 
数 和 每 一 个 约束 必须 给 定 明确 的 、 用 户 生成 的 名 称 , 名 称 后 紧 跟着 骨 号 CO. 每 条 
语句 以 分 号 6) 结束 . 


(— Q 为 方便 起 见 ,在 下 载 资料 中 ， AMPL Optimisation LLC 提供 了 AMPL 学 生 版 及 相应 的 指导 说 明 
书 . 进一步 的 更 新 资料 可 从 网 站 www.ampl_com FR. AMPL 使 用 行 命令 ,并 在 DOS( 而 不 是 
Windows) 环境 下 操作 . 新 近 的 Windows 界面 的 beta 版 软件 可 以 在 werw.OptiRisk-Systems 
com 找到 . 


68 第 2 章 线性 规划 建 模 


图 2.15 Reddy Mikks 问题 的 初等 AMPL 模型 (文件 amplRM1.txt) 


初等 的 AMPL 模型 太 具 体 了 , 具体 到 每 改变 一 次 数据 , 都 需要 写 出 新 的 程序 . 
对 于 有 成 百 (甚至 上 千 个 ) 变量 和 约束 的 实际 问题 , 这 种 写法 太 麻烦 了 . AMPL 为 
减轻 这 种 困难 , 将 问题 分 成 两 个 部 分 : (1) 一 般 模型 , 用 于 表述 任何 数量 的 变量 与 约 
东 的 代数 问题 ，(2) 特定 数据 , 用 于 驱动 代数 模型 . 我 们 将 用 Reddy Mikks 模型 来 
演示 AMPL 的 基本 思想 . 

Reddy Mikks 问题 一 一 一 个 代数 模型 ”图 2.16 列 出 了 模型 文件 amplRM2. 
txt) 的 语句 . 文件 必须 是 纯 文 本 的 (ASCIT). 注释 滞 句 前 一 定 有 # 并 且 可 以 出 现在 
模型 中 的 任何 位 置 . 代码 是 区 分 大 小 写 的 , 并 且 所 有 的 关键 字 ( 极 少数 例外 ) 必须 是 
小 写字 母 . ( 详 见 附录 A2.) 

AMPL 中 的 代数 模型 将 普通 的 Reddy Mikks 问题 看 成 下 列 一 般 格 式 : 


maximize z: Sun 
气 
subject to restri: Dayz; Sb, i-12,-,m 
2/20, $51 de 
它 假定 问题 有 n 个 变量 和 m 个 约 东 . 它 给 出 了 绅 标 函数 和 (任意 ) 约束 i, 其 名 称 
分 别 为 2 和 restri. 其 余 的 参数 cj, bi 和 ay 是 自明 的 
模型 以 param 语句 开始 , 声明 m,n,c,b 和 ay 为 参数 (或 常数 ) 其 具体 值 
是 由 模型 的 输入 数据 部 分 给 出 的 ， 它 把 eG = 1,2,… ,n) 翻译 为 ct1..n}, 把 
bii = 1,2,… ,m) 翻译 为 bf1. .9), 把 ay(i = 1,2, 了 = 1,2,… ,n) 翻译 为 
af1. m,1..n). 接 下 来 , 变量 zj(j = 1,2,… ,n) 结合 非 负 限制 , 由 var 语句 定义 为 
var x(1..n)»-0; 
如 果 将 >=0 从 zi; 的 定义 中 除去 , 则 假定 变量 为 无 限制 变量 . { 中 的 符号 表示 下 标 
集 , 其 值 在 此 之 前 已 由 parn BE var EX. 
在 定义 了 所 有 的 参数 与 变量 后 , 可 以 建立 模型 本 身 . 目标 函数 和 每 一 个 约束 必 
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-一 一 -aagsbraic model 


specify model data 


solve the problem 


display z, x; 


W216 带 有 输入 数据 的 Reddy Mikks 问题 的 AMPL 模型 (文件 ampIRM2.txt) 


须 带 有 明确 的 用 户 定义 的 名 称 , 名 称 紧 踪 冒 号 《:). 在 Reddy Mikks 模型 中 , 目标 
函数 由 名 称 z: 给 出 , 在 它 的 前 面 是 maximi ze, 正 像 下 面 的 AMPL 语句 所 陈述 的 一 
ps 

maximize z: sum(j in 1..n) c[j]*x[j]; 
语句 是 maximize z = cyz; 的 直接 翻译 (用 : 替代 =). 注意 , 方 括号 [ ] 表示 下 

n" 

[3 

约束 ;是 由 根 (root) 名 称 restr 给 出 的 , 并 由 集 {1. .ny MERIT: 

zazo, in 1..m}:sum{j in 1..nJa[i,j]*x[j] «-b(i]; 
语句 是 E ayz < b, 的 直接 翻译 . 关键 字 subject to 是 可 选项 . 这 个 一 般 模型 可 


DT 输入 数据 集 (表示 任意 n 个 约束 和 任意 n 个 变量 ) 的 任何 问 
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data; 部 分 允许 为 特定 的 Reddy Mikks 问题 量 身 定做 模型 . 因此 , param n:=2; 
和 paran m:=4; 告诉 AMPL, 问题 有 2 个 变量 和 4 个 约束 . HERE, 必须 使 用 复合 运 
算 符号 :=, 并 且 语 句 必须 以 关键 字 param 开始 . 对 于 单 下 标 参数 c, 每 一 元 素 由 下 
标 j 和 由 空格 隔 开 后 ci 的 值 来 表示 . 因此 , 两 个 值 e = 5 和 co = 4 翻译 成 
param c:= 1524; 
参数 b 的 数据 可 用 类 似 的 方法 输入 . 
对 于 双 下 标 参数 a, 顶 行 定义 下 标 j, 每 行 开始 输入 的 是 下 标 i, 如 
parama: 1  2:— 
4 6 4 
2 1 2 
3 " 1 
4 0 1; 
在 效果 上 , 数据 ay 作为 二 维和 矩阵 来 读 , 其 中 它 的 行 指定 为 i 列 指定 为 j. 注意 , 分 
号 只 有 在 所 有 ou 数据 结束 时 需要 . 
模型 和 它 的 数据 现 已 准备 好 . 命令 solve; 计算 问题 的 解 , 命令 display z，x; 
提供 计算 结果 . 
为 了 执行 模型 , 首先 要 调用 AMPL( 单 击 AMPL 目录 下 的 ampl.exe). 在 ampl 
的 提示 下 , 输入 如 下 model 命 令 , 然后 按 回 车 键 : 
ampl: model AmplRM2.txt; 
系统 的 输出 则 以 如 下 形式 呈现 在 屏幕 上 : 
MINOS 5.5: optimal solution found. 
2 iterations, objective = 21 


z=21 
x(*):- 


1-23 

221.5 
最 下 面 的 4 行 是 执行 display z,x; 的 结果 . 

实际 上 , AMPL 允许 将 代数 模型 和 数据 分 成 两 个 独立 的 文件 . 这 种 安排 是 可 取 
的 , 因为 一 旦 模型 建立 完 以 后 , 只 需 改 动 数据 文件 . ( 详 见 附录 A.2 尾部 .) 本 书 并 不 
选择 分 开 模型 与 数据 文件 , 主要 是 为 了 节省 篇 幅 - 

套 汇 问题 ”简单 的 Reddy Mikks 模型 介绍 了 一 些 AMPL 的 基本 原理 . 例 2.3-2 
更 复杂 的 套 汇 模型 为 展示 AMPL 的 更 多 能 力 提供 了 机 会 , 包括 : (1) 附加 在 集 元 素 
上 的 条 件 ; (2) if then else 语句 的 使 用 , 用 来 表示 关系 式 ; (3) 计算 参数 的 使 用 ; 
(4) 简单 print 语句 的 使 用 , 用 来 得 到 输出 . 这 些 内 容 在 附录 A 中 也 作 了 详细 的 讨 
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论 . 

图 2.17( 文 件 amplEx2.3-2.txt) 给 出 了 套 汇 问题 的 AMPL 代码 . 模型 具有 普遍 
性 , 可 以 用 它 极 大 化 最 终 持 有 的 名 为 outCurrency 的 任何 货币 y (这 些 货币 由 初始 
量 为 I、 名 为 ncurrency 的 另 一 种 货币 转化 而 来 ). 还 有 , 任何 货币 的 种 类 数 n, 可 
以 包含 在 套 汇 过 程 中 . 


param inCurrency; # initial amount I 
param outCurrency; # marimized holding y 
param n; Smbr of currencies 

param r(i in 1..n,j in 1..nricj);Sabove-diagonal rates 
paras I; initial ant of inCurrency 
param maxTransaction(1l..n); Slimit on transaction amt 


var x( in 1..m,j in 1..n}>=C; ^ samt of 1 converted to j 


var y>=0; max amt of outCurrency 
maximize z: 

subject to 

Ti in 1..n,j in 1..n)x(i, j] cemaxTransaction[i]; 


T2 in 1..n}:(if ieinCurrency then I else 0)+ 
sun{k in 1..n}(if kei then r[k,i] else 1/r[1,k])ex[k, 1]= 
(if i=outCurrency then y else O)esum(j in 1..n)x[4,3]; 


param inCurrencyei; 
param outCurrencyel; 


param I: 
paras maxTransaction:ei 5 2 3 3 3.5 4 100 5 2.8; 
--------------Solution command 


print "rate of return =" ,trunc(100(z-I)/1,4),"%">file2.out; 
E217 CAE AMPL 模型 (文件 amplEx2.3-2.txt) 


兑换 率 定义 为 
param r(i in 1..n,j in 1..2:1<=j}; 


72 第 2 章 线性 规划 建 模 


通过 在 集 {i in 1..n,j in 1..n} 上 使 用 强制 条 件 i<=j( 前 面 有 冒号 ), 定义 仅 给 出 
对 角 线 及 其 上 方 的 元 素 . 由 这 个 定义 , 用 倒数 计算 对 角 线 下 方 的 兑换 率 , 正如 马上 
将 要 说 明 的 那样 . 
变量 zu, 表示 货币 i 兑换 成 货币 j 的 数量 , 定义 为 
var x(i in 1..n,j in 1..n)»-0; 
模型 有 2 组 约束 , 第 1 组 约束 , 以 r1 为 根 名 称 . 它 使 用 如 下 语句 , 限制 任何 货 
币 兑换 的 交易 量 : 
ri{i in 1..n,j in 1..n): x[i,j]<=maxTransaction[i]; 
第 2 组 约束 , 以 r2 为 根 名 称 , 是 下 面 的 等 式 的 转述 : 
货币 i 的 输入 = 从 货币 i 得 到 的 输出 
它 的 语句 如 下 : 
r2(i in 1.0): 
(if i=inCurrency then I else 0)* 
sum{k in 1..n)(if k«i then r[k,i] else i/r[i,k])*x[k,i] 
"(if iwoutCurrency then y else O)*sum(j in 1..n)x[i,j]; 
这 种 类 型 的 约束 最 适合 于 使 用 特殊 结构 it then else 来 指定 条 件 值 . 在 约束 的 左 
端 , 表达 式 
(if i=inCurrency then I else 0) 
说 明 在 约束 中 , 对 于 输入 货币 (i=inCurrency), 有 外 部 的 输入 1, 否则 外 部 输入 为 
P. 接 下 来 , 表达 式 
sum(k in 1..n}(if k<i then r[k,i] else i/r[i,k])*x[k,i] 
计算 从 其 他 货币 兑换 成 输入 货币 的 输入 资金 ， 如 果 回顾 例 2.3-2, 你 将 注意 到 ， 当 
ksi 时 , 兑换 使 用 对 角 线 上 方 元 素 的 兑换 率 r. 否则 , 这 行 的 倒数 用 在 对 角 线 下 方 的 
元 素 (对 角 线 元 素 为 1), 这 正 是 if then else 所 做 的 . ( 详 见 附录 A.3.) 
在 约束 r2 的 右 端 项 中 , it 表达 式 可 以 由 类 似 的 方法 来 解释 , 即 
(if i-outCurrency then y else 0) 
说 明 对 于 outCorrency, 外 部 输出 是 y, 对 其 他 所 有 情况 为 零 . 
我 们 可 以 提高 约束 r2 的 可 读 性 , 方法 是 通过 定义 如 下 计算 参数 (computed pa- 
rameter)( 见 附录 A.3) 来 定义 完整 的 兑换 率 表 : 
Param rate(k in 1..n,i in 1..n) 
=(if k<i then r[k,i] else i/r[i,k]) 
在 这 种 情况 下 , 约束 r2 变 成 
r2{i in 1..n}: 
(if i=inCurrency then I else 0)+ sumfk in 1..n)rate[k,i]*x[k,i] 
=(if i-outCurrency then y else O)*sum(j in 1..n)x[i,j]; 
在 data; 部 分 inCurrency 和 outCurrency 的 每 一 个 值 等 于 1, 这 意味 着 


24 借助 于 Excel 规划 求解 和 AMPL 软件 的 计算 机 求解 73 


问题 正在 寻求 初始 数量 为 500 万 美元 的 情况 下 最 大 的 美元 输出 . 在 一 般 情况 下 ， 
inCurrency 和 outCurrency 可 以 指定 任何 不 同 的 货币 ， 例 如 , 设置 inCurrency 
等 于 2, outCurrency 等 于 4, 表示 在 给 出 500 万 欧元 的 初始 投资 下 , 极 大 化 日 元 
输出 . 

在 AMPL 中 , paran r 的 未 指定 项 用 点 〈.) 作 标记 . 然后 这 些 值 被 图 2.17 所 
示 的 倒数 , 或 者 在 前 面 显示 的 计算 参数 rate 所 代替 . 使 用 点 的 另 一 种 做 法 是 不 必 
为 对 角 线 下 的 元 素 计算 出 数据 并 输入 它们 . 

display 语句 将 输出 送 到 文件 file2.out P, 而 不 是 默认 时 的 输出 到 屏幕 . print 
语句 对 收益 率 作 计算 和 合 位 , 然后 再 将 输出 送 到 文件 fle2.out H. print 语句 还 可 
以 用 printf 确定 格式 , 正 像 在 任意 的 高 级 程序 语言 中 一 样 ( 详 见 附录 A.5.2). 

最 好 要 注意 到 , AMPL 中 的 输入 数据 不 一 定 是 模型 中 硬 编码 的 , 因为 它们 可 以 
从 外 部 文件 、 电 子 表格 、 数 据 库 来 输入 ( 详 见 附录 A.5). 这 一 点 在 套 汇 模型 中 是 至 
关 重要 的 , 不 稳定 的 兑换 率 必须 经 常 在 10 秒 内 得 到 改变 . 由 于 允许 AMPL 模型 从 
自动 更 新 兑换 率 的 数据 库 中 收 到 它 的 数据 , 模型 可 以 得 到 实时 的 最 优 结果 . 

公交 车 调度 问题 P 2.3-8 的 公交 车 调度 问题 提供 了 一 个 有 趣 的 用 AMPL 建 
模 的 情形 . 当然 , 可 以 一 直 使 用 双 下 标 参数 , 它 类 似 于 2.4.2 节 介绍 的 Reddy Mikks 
模型 (图 2.16) 中 的 参数 a, 但 在 这 种 情况 下 , 这 种 方法 可 能 是 麻烦 的 , 相反, 我 们 
可 以 利用 约束 的 特殊 结构 , 使 用 条 件 表达 式 来 表示 它们 的 内 在 关系 . 

约束 (1) 的 左 端 项 是 zi + zm, 其 中 m 是 一 天 24 小 时 中 总 的 周期 数 (在 前 面 
的 例子 中 = 6). 对 于 其 余 的 约 东 , 左 端 项 所 取 的 形式 为 x_i + zi i= 2,3, m. 
用 if then else( 如 我 们 在 套 汇 问题 中 所 做 的 ), 所 有 mt 个 约束 , 正 像 图 2.18( 文 件 


minimize tot_nbr_buses: sum (i in 1.2) x nbr.buses[i]; 
subject to constr.nbr(i in $. .m}: 
if i=1 then 
x-nbr buses [i]*x nbr. buses [a] 
else 
x-nbr buses[i-i]ex nbr buses[i] >= min nbr buses[i]; 


data; 
param m:=6; 
paras min nbrbusesss 14 28 310 47 512 64; 


solve; 
display tot nbr buses, x.nbr buses; 


W218 例 2.3-8 公交 车 调度 问题 的 AMPL 模型 (文件 amplEx2.3-8.txt) 
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amplEx2.3-8.txt) 所 显示 的 那样 , 能够 被 一 条 语句 简洁 地 表示 : 这 种 表示 优 于 约束 
左 端 项 作为 明确 参数 的 定义 . 

AMPL 提供 强大 的 编程 能 力 . 例如 , 输入 或 输出 数据 可 以 安全 地 由 外 部 文件 、 
电子 表格 和 数据 库 读 取 或 输出 , 并 且 模 型 能 够 在 一 个 较 宽 变 化 的 、 允 许 试验 不 同情 
景 的 选项 下 交互 式 地 执行 . 附录 A 中 给 出 了 详细 资料 .另外 , 贯穿 全 书 的 AMPL 
模型 与 附录 A 中 的 材料 可 以 互相 参照, 能 够 帮助 你 理解 这 些 选项 . 


习题 2.4B 


1. 在 Reddy Mikks 模型 中 , 假定 生产 第 三 类 具有 防水 功能 的 涂料 . 每 吨 防水 涂料 需要 的 原料 
M1 和 原料 M2 分 别 是 0.5 PERI 0.75 吨 . 新 涂料 的 日 需求 在 0.5 吨 至 1.5 吨 之 间 , 其 利润 
每 吨 是 3.5( 单 位 : 1 000 美元 ) 修改 Excel 规划 求解 模型 solverRM2 .xls 和 AMPL 模型 
amplRM2.txt 适应 于 新 的 情形 , 并 且 确定 最 优 解 ， 结 合 每 种 修正 , 对 增加 的 工作 量 进行 比 
R 
2. 为 下 列 问题 建立 AMPL 模型 : 
(a) 例 2.2-2 的 营养 配方 问题 , 并 求 最 优 解 。 (b) 习题 2.3B 中 的 第 4 题 
*(c) 习题 2.3D 中 的 第 7 题 . (d) 习题 2.3G 中 的 第 7 
(e) 习题 2.3G 中 的 第 9 题 . *(f) 习题 2.3G 中 的 第 10 题 . 
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第 3 章 单纯 形 方法 和 灵敏 度 分 析 


本 章 导读 本 章 详细 论述 求解 一 般 线性 规划 问题 的 单纯 形 方法 ， 还 解释 如 何 
使 用 以 单纯 形 为 基础 的 灵敏 度 分 析 , 提供 关于 最 优 解 重要 的 经 济 解释 , 包含 对 偶 价 
格 和 简约 费用 . 

单纯 形 方法 的 计算 非常 单调 乏味 、 反 复 重复 , 尤其 令 人 厌烦 . 做 这 些 计算 时 , 你 
应 该 寻找 其 几何 解释 , 也 就 是 说 , 单纯 形 方法 尝试 从 解 空间 的 一 个 角 点 移动 到 另 一 
个 更 好 的 角 点 , 直到 发 现 最 优点 为 止 . 为 了 在 这 方面 为 你 提供 帮助 , TORA 的 交互 
式 用 户 引导 模块 (立即 反馈 式 ) 允许 你 决定 计算 应 该 如 何 着 手 进行 , 同时 消除 你 元 
长 乏味 的 计算 负担 . 照 这 样 下 来 , 你 能 够 理解 其 概念 , 而 不 必 沉浸 于 计算 的 细节 . 你 
尽管 放心 , 一 旦 你 掌握 了 单纯 形 法 的 工作 原理 (重要 的 是 你 确实 理解 这 个 概念 ), 计 
算 机 将 完成 元 长 乏味 的 工作 , 你 将 不 再 需要 手工 求解 线性 规划 了 . 

教学 经 验 告诉 我 , 当 学 生 能 够 容易 地 完成 元 长 乏味 的 单纯 形 法 计算 以 后 , 一 些 
学 生还 是 不 能 说 出 为 什么 要 做 这 些 计算 , 或 结果 的 含义 是 什么 . 为 了 帮助 学 生 克 服 
这 个 潜在 的 困难 , 本 章 试图 从 原始 问题 解 的 角度 出 发 , 强调 每 步 和 迭代 的 解释 . 

学 完 本 章 内 容 后 , 你 将 能 够 阅读 和 解释 由 商业 软件 提供 的 输出 报告 . 3.6 节 描 
述 这 些 报告 在 AMPL、Excel 规 划 求解 和 TORA 中 是 如 何 产生 的 . 

本 章 包含 1 个 实际 应 用 问题 的 概述 、11 个 例子 、1 个 AMPL 模型 、1 个 Excel 规 
划 求 解 模型 、1 个 TORA 模型 、107 个 节 后 问题 和 3 个 案例 . 案例 放 在 本 书 (下 册 ) 
的 附录 E P. AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 在 下 载 资料 的 文件 夹 ch3Files rf. 


实际 应 用 -一 心脏 瓣膜 生产 的 最 优化 

采用 生物 辅助 手段 制造 不 同 规格 的 生物 心脏 瓣膜 是 用 猪 的 心 胜 进行 人 工 培植 
得 到 的 ， 从 供应 方 来 看 , 猪 的 心脏 不 能 按 指定 的 大 小 规格 来 “生产 ”， 此 外 , 只 有 
猪 心脏 的 生物 成 分 被 处 理 过 后 , 才能 够 确定 人 工 拓 腊 的 确切 规格 . 其 结果 是 一 些 规 
格 可 能 进 贷 过 多 , 而 另 一 些 规格 可 能 是 进 贷 不 足 . 当年 建立 了 一 个 针对 本 问题 的 线 
性 规划 模型 以 减少 进 贷 过 多 的 规格 并 增加 进 贷 不 足 的 规格 . 该 模型 的 实际 应 用 结果 
是 , 在 1981 年 这 项 研究 完成 的 当年 , 就 节省 了 1 476 000 多 美元 . 这 项 研究 的 详细 
资料 见 本 书 第 24 章 中 的 案例 2. 
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3.1 “等 式 形式 的 线性 规划 模型 


可 以 通过 对 问题 约束 施加 下 面 两 个 要 求 来 方便 单纯 形 法 的 计算 : 

(1) 所 有 的 约 东 都 是 等 式 (变量 的 非 负 限制 除外 ), 并 且 具 有 非 负 的 右 端 项 . 

(2) 所 有 变量 是 非 负 的 . 

这 里 施加 的 这 两 项 要 求 主要 是 为 了 使 单纯 形 方法 标准 化 和 简单 化 . 我 们 知道 ， 
现在 的 所 有 商业 软件 包 (和 TORA) 都 直接 允许 不 等 式 约束 、 非 负 的 右 端 项 和 无 限 
制 变量 . 在 单纯 形 法 求解 问题 之 前 , 模型 的 任何 必要 的 预 处 理 都 是 在 软件 内 部 完成 
的 . 


3.1.1 ”将 不 等 式 转化 为 带 有 非 负 右 端 项 的 等 式 约束 


在 (<) 约束 中 , 右 端 项 可 以 被 看 作 是 关于 资源 可 利用 性 限制 的 描述 , 在 这 种 情 
况 下 , 左 端 项 表示 由 模型 的 活动 (变量 ) 对 这 些 有 限 资源 的 用 量 . 因此 , (<) 约束 的 
右 端 项 与 左 端 项 之 间 的 差 构成 未 用 的 或 松弛 的 资源 量 . 

为 了 把 (<) 不 等 式 约束 转换 成 等 式 约束 , 在 约 东 的 左 端 , 增加 非 负 的 松弛 变 
量 (slack variable). 例如 , 在 Reddy Mikks 模型 中 ( 例 2.1-1), 相应 于 原料 M1 的 约 
东 给 出 如 下 ; 

62, + Ar) € 24 


定义 sı 作为 M1 的 松弛 的 或 未 用 的 量 , 约束 可 以 转换 成 如 下 等 式 约束 : 
6r1+472+51=24, s1>0 


接 下 来 , 一 个 (2) 约束 设置 了 线性 规划 模型 活动 的 下 限 , 因此 可 将 不 等 式 约束 
左 端 超出 最 小 限制 的 量 表示 成 利 余 . 按 如 下 方式 完成 从 (>) 到 (=) 的 转换 , 从 不 等 
式 的 左 端 项 减 去 非 负 的 剩余 变量 (surplus variable). 例如 , 在 营养 配方 模型 中 ( 例 
2.2-2), 表示 最 小 饲料 需求 的 约束 是 


zı + T2 2 800 
定义 Si 作为 剩余 变量 , 约束 可 以 被 转换 成 如 下 等 式 约束 : 
z1 +22 — Sı = 800, $,20 


仅 剩 下 的 要 求 就 是 让 所 得 到 的 等 式 约 东 的 右 端 项 是 非 负 的 ， 这 个 条 件 总 是 可 
以 被 满足 , 必要 时 , 在 得 到 方程 的 两 端 乘 上 —1. 例如 , 约束 
=z +r € -3 


的 等 价 方程 为 
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-71+72+a1=-3, 520 
现在 , 两 端 乘 上 —1, 转化 为 非 负 的 右 端 项 (这 就 是 我 们 要 求 的 ), 即 
zi-2-5-3 
习题 3.1A 
"1. Æ Reddy Mikks 模型 ( 例 22-1) 中 , 考虑 可 行 解 z= 3 M, z2 = 19. 为 原料 M1 和 
M2 确定 相应 的 松弛 变量 的 值 . 


在 营养 配方 模型 ( 例 2.2-2) 中 , 确定 由 500 磅 玉米 和 600 磅 大 豆 粉 构成 饲料 的 剩余 量 。 
考虑 不 等 式 


p» 


1l0zr: — 372 > -5 
证 明 : 先 在 不 等 式 两 边 乘 上 一 1 然后 再 转换 不 等 式 为 等 式 约束 与 先 变 为 等 式 然后 再 在 两 端 
RE 一 1 是 相同 的 
*4， 两 种 不 同 的 产品 P1 和 P2 可 以 由 一 种 或 两 种 不 同 的 机 器 M1 和 M2 生产 . 任何 一 种 产品 
在 任何 一 种 机 器 上 单位 加 工时 间 是 相同 的 . 机 器 M1 的 日 生产 能 力 是 200 件 (或 者 是 产品 
P1, 或 者 是 产品 P2, 或 是 两 者 的 混合 ), 机 器 M2 的 日 生产 能 力 是 250 件 . 车 间 的 主管 打算 
平衡 这 两 种 机 器 的 生产 进度 , 使 得 一 种 机 器 生产 的 单位 总 数量 与 另 一 种 机 器 生产 的 单位 总 
数量 相差 在 5 件 之 内 . 每 件 产品 PI 的 利润 是 10 美元 , 产品 P2 是 15 美元 将 问题 建立 
成 等 式 约束 形式 的 线性 规划 问题 . 
说 明 如 何 将 下 列 目 标 函数 表示 成 等 式 形式 : 


min z= max(|zi 一 za 十 3zal,| 一 zl + 3a 一 zs|} 
Z1, 22,73 20 


(提示 : |a| < b WF —b < a < b.) 
证 明 : m 个 等 式 约束 


Dayz 2, i212, m 
气 


等 价 于 下 列 (m + 1) PRERA: 


和 apm «b, i212, m 
气 


S (È «) 22 Sin 
iV = 
3.1.2 ”处 理 无 限制 变量 

例 2.3-6 介绍 了 一 个 多 周期 生产 平滑 模型 , 其 中 每 个 周期 开始 时 的 劳动 力 根据 
每 个 周期 的 需求 作 上 下 调整 ， 特 别 地 , 如 果 zx;(> 0) 是 周期 i 的 劳动 力 数量 , 则 
zitl(> 0) 是 周期 + 1 的 劳动 力 数量 , 可 以 被 表示 成 


Tipi = Ti + yea 
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变量 w+1 必须 无 符号 限制 , 它 允许 cia 相对 于 ri 增加 或 减少 , 分 别 取决 于 是 雇用 
还 是 解雇 工人 . 

正 像 我 们 不 久 将 看 到 的 那样 , 单纯 形 方法 的 计算 要 求 所 有 变量 是 非 负 的 . 使 用 
如 下 替换 方法 , 我 们 总 可 以 满足 这 个 要 求 . 


Wei 一 晤 1， 其 中 wii 20, 六 1>0 


为 了 说 明 这 种 替换 的 工作 原理 , 假定 在 周期 1 中 , 劳动 力 是 zi = 20 名 工人 , 在 周 
期 2 中 , 劳动 力 将 增加 5 名 , 达到 25 名 工人 . 依据 变量 yz 和 变量 好 , 这 将 等 价 于 
yg —5 RI yj —0, RÆ yo — 5-0 — 5. 类 似 地 , 如 果 在 周期 2 中 , 劳动 力 减少 到 16 
名 , 则 我 人 有 y; =0 M yf — 4 或 者 yo =0-4= -4. 普 换 还 允许 劳动 力 有 不 作 
改变 的 可 能 性 , 这 可 以 通过 令 两 个 变量 均 为 0 来 实现 . 

你 或 许 会 有 疑问 , yz 和 yi 能 否 同时 取 正 值 . 直观 地 , 正 像 我 们 在 例 2.3-6 中 
解释 的 那样 , 这 是 不 可 能 发 生 的 , 因为 这 意味 着 在 相同 的 时 间 , 我 们 既 雇 用 工人 也 
解雇 工人 . 这 种 直觉 还 得 到 数学 证 明 的 支持 , 这 个 证 明 表 明 , 在 任意 的 单纯 形 方法 
的 解 中 , 这 两 个 值 同 时 取 正 值 是 不 可 能 的 . 


习题 3.1B 


1. MeBurger 快餐 店 出 售 四 分 之 一 磅 汉堡 和 干酪 汉堡 包 ， 四 分 之 一 磅 汉堡 使 用 1/4 磅 肉 , 而 
干酪 汉 保 包 仅 用 0.2 磅 肉 . 餐馆 以 200 磅 肉 开始 一 天 的 工作 , 可 以 订购 更 多 的 肉 , 但 包括 
运输 成 本 在 内 , 每 磅 肉 的 额外 成 本 是 25 美 分 ， 在 一 天 结束 时 , 任何 剩余 肉 均 捐 赠 给 走 善 
机 构 ，McBurger 的 利润 是 一 份 四 分 之 一 磅 汉堡 是 20 美 分 , 一 份 于 酪 汉堡 包 是 15 美 分 . 
McBurger 不 指望 在 一 天 内 的 三 明治 销售 量 会 超过 900 份 . McBurger 应 该 计划 一 天 应 制 
作 每 种 类 型 的 三 明治 多 少 份 ? 用 TORA, Excel 规划 求解 和 AMPL 来 求解 此 问题 

2. 某 机 器 加 工 中 心 制造 两 种 产品 . 产品 1 和 产品 2 的 单位 生产 时 间 分 别 是 10 分 钟 和 12 分 
钟 . 总 的 正常 机 器 时 间 是 每 天 2 500 分 钟 . 在 任意 一 天 , 工厂 可 以 生产 150 至 200 个 单位 
的 产品 1, 但 不 能 超 这 45 个 单位 的 产品 2. 可 以 采用 加 班 来 满足 需求 , 但 每 分 钟 额外 的 成 
本 是 0.5 美元 . 假定 产品 1 和 产品 2 的 单位 利润 分 别 是 6 美元 和 7.5 美元 , 将 问题 建立 成 
一 个 线性 规划 模型 ,然后 用 TORA. Excel 规划 求解 或 AMPL 求 出 每 种 产品 的 最 优生 产 
水 平和 中 心 所 需 的 加 班 时 间 . 

*3. JoShop 公司 制造 3 种 产品 , 其 单位 利润 分 别 是 2 美元 、5 美元 和 3 美元 . 公司 为 3 种 产 
品 的 生产 已 经 将 80 小 时 的 劳动 时 间 和 65 小 时 的 机 器 时 间 编 入 预算 . 每 单位 产品 1、 产 品 
2 和 产品 3 的 劳动 需求 分 别 是 2 小 时 、1 小 时 和 2 小 时 . 相应 的 机 器 时 间 需 求 每 单位 分 别 
是 1 小 时 、1 小 时 和 2 小 时 . JoShop 将 编 入 预算 的 劳动 时 间 和 机 器 时 间作 为 目标 , 如 果 需 
要 的 话 , 可 以 超过 , 但 每 小 时 劳动 的 附加 成 本 是 15 美元 , 每 小 时 的 机 器 时 间 的 附加 成 本 是 
10 美元 . 将 问题 建立 成 线性 规划 模型 , 并 用 TORA, Excel 规划 求解 或 AMPL 确定 最 优 
解 . 
A. 在 一 个 有 若干 个 无 限制 变量 的 线性 规划 中 , 变换 zi — z] 一 zj(z7 ,zj > 0) 将 使 非 负 变 
量 的 个 数 加 倍 . 一 种 较 好 的 做 法 是 , 我 们 可 以 用 (k+ 1) PENERE k 个 无 限制 变量 ， 
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其 替换 方法 是 zi; = 2, — w, 其 中 zw > 0. 用 TORA, Excel 规划 求解 或 AMPL 来 说 
明 , 对 于 如 下 线性 规划 , 两 种 方法 产生 的 结果 相同 : 
max z— —27, + 372 一 2ra 
St. 4zi— z2 — 5z3 = 10 
271 + 3r2 + 2zs = 12 
zi 2 0, zz,zs 无 限制 


3.2 ”从 图 形 解 到 代数 解 的 转换 


由 2.2 节 线性 规划 的 图 解法 所 表达 的 思想 莫 定 了 代数 单纯 形 法 发 展 的 基础 . 图 
3.1 画 出 了 两 种 方法 的 类 比 . 在 图 解 方法 中 , 解 空 间 由 表示 约束 的 半空 间 描述 ; 而 在 
单纯 形 法 中 , 解 空间 由 m 个 同时 成 立 的 线性 方程 和 n 个 非 负 变 量 表示 . 


图 解法 代数 法 


图 3.1 从 图 形 解 到 代数 解 的 转换 


我 们 能 够 理解 图 形 的 解 空间 有 无 穷 个 解 点 的 原因 , 但 如 何 能 够 从 解 空间 的 代 
数 表示 中 得 出 类 似 的 结论 ? 答案 是 , 在 代数 表示 上 , 方程 的 个 数 m 总 是 小 于 等 于 
变量 的 个 数 n. 如果 m = n, 并 且 方程 是 相 容 的 , 则 方程 组 只 有 唯一 解 ; 但 如 果 
m < n( 它 表示 大 多 数 线性 规划 ), 并 再 次 假定 是 相 容 的 , 则 方程 组 一 定 有 无 穷 个 解 . 
为 了 给 出 一 个 简单 的 解释 , 例如 方程 > = 2, 有 m= n = 1, 解 显然 是 唯一 的 . 但 
是 , 对 于 方程 z+y = 1 而 言 ,有 m = 1 和 n= 2, 它 可 以 产生 无 穷 个 解 (在 直线 
+y = 1 上 的 任何 点 均 是 解 ). 

外 如 果 方程 的 个 数 m 大 于 变量 的 个 数 n, 则 至 少 有 (m — n) 个 方程 必定 是 多 余 的 . 
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在 说 明了 如 何以 代数 形式 表示 线性 规划 的 解 空 间 后 , 用 下 列 方法 , 从 联 立 的 线 
性 方程 中 确定 最 优 值 的 候选 点 (也 就 是 角 点 ): 


角 点 的 代数 定义 
E mx n (m < n) 阶 的 方程 组 中 , 如 果 令 (n — m) 个 变量 等 于 0, 然后 求解 其 余 
的 含 m 个 变量 的 m 个 方程 , 如 果 有 唯一 解 , 则 称 相应 的 解 为 基本 解 (basic solution), 
它 一 定 对 应 解 空间 的 一 个 (可 行 或 不 可 行 ) 角 点 . 这 意味 着 角 点 的 最 大 数目 是 
n! 
= min —m)i 


em 


下 面 的 例子 演示 上 述 过 程 . 
例 3.2-1 
考虑 如 下 两 个 变量 的 线性 规划 : 
max z= 2z; +3r2 
st. 2n rT2<4 


zı +27 <5 
2,2220 
图 3.2 提供 了 问题 图 形 的 解 空间 . 
a 
4 
d 
v 
3 
最 优点 (15-2) 


图 3.2 例 3.2-1 线性 规划 的 解 空间 
从 代数 上 看 , 线性 规划 的 解 空间 被 表示 为 


2zi 十 2451-4 
T1+272+82 =5 
z122,81,82 > 0 
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此 方程 组 有 m = 2 个 方程 和 n — 4 个 变量 . 因此 , 遵照 给 出 的 规则 , 由 代数 式 确定 
角 点 是 令 n 一 m =4 一 2 = 2 个 变量 为 0, 然后 解 其 余 的 m = 2 个 变量 . 例如 , 如 果 
$ 2, — 0 M r — 0, 方程 提供 了 唯一 的 (基本 ) 解 : 


$74,575 


这 个 解 对 应 于 图 3.2 中 的 点 4( 自 己 检 验 s = 4 和 =5 在 点 4 处 ). 令 s1 =0 和 
52 = 0, 然后 求解 如 下 二 元 方程 以 确定 另 一 个 点 : 


2n z2=4 
T1+272=5 


它 产生 基本 解 (z; = 1,z2 = 2), 它 是 图 3.2 中 的 点 C. 

你 或 许 会 有 疑问 , 到 底 令 哪些 (n - m) 个 变量 为 零 才能 对 应 一 个 特定 的 角 点 . 
如 果 不 利 用 图 解法 ( 它 仅 对 二 维 或 三 维 变量 有 用 ) 的 优点 , 我 们 无 法 说 哪些 (n-m) 
个 零 变量 对 应 着 哪个 角 点 . 但 这 并 不 妨碍 我 们 枚 举 解 空间 的 全 部 角 点 . 只 要 我 们 考 
E (n — m) 个 变量 为 零 时 的 全 部 组 合 , 并 求解 相应 的 方程 . 一 旦 完成 这 项 工作 , 最 
优 解 就 是 达到 最 优 目 标 值 的 基本 可 行 解 ( 角 点 ). 

在 前 面 的 例子 中 , 我 人 有 C3 = ih = 6 个 角 点 . 看 图 3.2, 我 们 可 以 立即 认 出 4 
个 角 点 A, B, C, D. 那么 , 剩 下 的 两 个 点 在 哪儿 ? 事实 上 , 点 和 F 也 是 问题 的 
角 点 , 但 它们 是 不 可 行 的 , 因为 它们 不 满足 所 有 的 约束 . 这 些 不 可 行 的 角 点 不 能 成 
为 最 优 解 的 候选 点 . 

为 概括 从 图 形 解 到 代数 解 的 转换 , 我 们 称 (n — m) 个 零 变量 为 非 基 变量 (non- 
basic variable); 称 余下 的 m 个 变量 为 基 变量 (basic variable), 它 的 解 (由 解 m 个 方 
程 得 到 ) 称 为 基本 解 . 下 表 提供 了 本 例 全 部 的 基本 解 和 非 基 本 解 . 


FE (E) ERE EEN 其 本 解 MEMAN WNA? HAN z 
(21,22) (81,92) (55) A 是 0 
(n.n) (22,52) (4-3) F 
(21,92) (2.51) (25,15) B * T5 
(12,5) (21,92) (2,3) D 是 4 
(22,92) Gun) (5.-6) E * É 
(s1, 82) (21,22) a.a c 是 8( 最 优点 ) 


评注 我 们 从 上 面 的 计算 能 够 看 到 ， 当 问题 的 大 小 增加 后 (也 就 是 m 和 n 变 大 )， 
枚 举 所 有 角 点 的 过 程 包含 了 巨 量 计算 . 例如 , 对 于 m = 10 和 n = 20, 必须 求解 
C38 = 184 756 个 10 x 10 阶 的 方程 , 确实 是 一 件 令 人 吃惊 的 工作 . 特别 地 , 当 我 们 
认识 到 在 大 多 数 实际 应 用 情形 中 , (10 x 20) 的 线性 规划 是 一 个 小 规模 的 问题 , 因为 
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在 应 用 中 上 百 个 甚至 上 千 个 变量 和 约束 的 问题 并 非 不 同 寻常 而 单纯 形 方法 通过 
借助 于 考查 解 空间 中 所 有 可 能 的 基本 可 行 解 ( 角 点 ) 的 一 小 部 分 , 极 大 地 减轻 了 计 
算 负担 . 本 质 上 , 单纯 形 方法 利用 一 个 智能 的 搜索 过 程 ; 用 有 效 的 方法 查找 最 优 角 
点 的 位 置 . 


习题 3.2A 


1 


bd 


3 


è 


g 


考虑 下 面 的 线性 规划 : 
max z—22,-324 


st. mib$n «6 
3r, +222 «6 
Tnm 0 
(a) 将 问题 表示 成 等 式 约束 形式 . 
(b) 确定 问题 所 有 的 基本 解 , 并 确定 它们 的 可 行 性 . 
*(c) 在 目标 函数 中 使 用 直接 普 换 来 确定 最 优 的 基本 可 行 解 . 
(d) 用 图 形 验证 , 在 (c) 中 得 到 的 解 是 线性 规划 的 最 优 解 . 因此 , 得 到 如 下 结论 : 在 仅 考 虑 
基本 可 行 解 的 情况 下 , 最 优 解 能 够 由 代数 的 方法 确定 
*(e) RH: 在 图 形 的 解 空间 中 , 不 可 行 的 基本 解 是 如 何 表示 的 . 
对 下 列 每 个 线性 规划 , 通过 枚 举 所 有 的 基本 可 行 解 来 确定 最 优 解 


(a) max == 2rl 一 4za+5ra 一 6z4 (b) min z= zi + 272 一 3zs 一 274 


st. mi + 4ra — 2ra + 8z C 2 st. Tı 十 27a 一 373 十 z4 =4 
-a1 + 2r) rs dra < 1 mir) 十 73 十 274 一 4 
Zi, T2, T3 T4 20 mi Ta T5 34 2 0 


用 代数 方法 证 明 , 下 面 线性 规划 所 有 的 基本 解 都 是 不 可 行 的 


max = 一 zi 十 = 
st zı+2r <6 
2r, + 21 < 16 
21,2220 


考虑 下 面 的 线性 规划 ; 


max > 三 2r1 十 3z2 rs 
st. 一 6zl 十 7zaz 一 gr > 4 
mi za + 4r = 10 
zuzs20 
za 无 限制 
使 用 替换 22 = zz 一 rj, 将 约束 转换 成 等 式 形式 . 证 明 : 基本 解 中 不 能 同时 包含 z2 和 


pet 
^D 


.考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z 一 zi 十 3ra 
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st T+12<2 
—nzak4 
2 无 限制 
2020 
(a) 确定 问题 所 有 的 基本 可 行 解 . 
(b) 在 目标 函数 中 用 直接 替换 确定 最 优 基本 解 . 
(c) 用 图 解法 求解, 并 验证 由 (b) 得 到 的 解 是 最 优 的 . 


3.3 ”单纯 形 方法 


与 枚 举 线性 规划 问题 ( 正 像 我 们 在 3.2 节 所 做 的 ) 的 全 部 基本 解 (f A) 相 比 ， 
单纯 形 法 仅 考查 这 些 解 中 “少量 特定 的 ” 解 . 3.3.1 节 描述 这 种 方法 的 迁 代 本 质 , 3.3.2 
节 给 出 单纯 形 算法 的 计算 细节 . 

3.3.1 单纯 形 方法 的 迭代 本 质 

图 3.3 给 出 了 例 3.2-1 线性 规划 的 解 空间 ， 正 常情 况 下 , 单纯 形 法 从 原点 (点 
Am = za = 0 开始 . 在 这 个 初始 点 , 目标 函数 值 : 是 零 , 因此 合乎 逻辑 的 问题 是 ， 
能 否 在 当前 零 值 的 基础 上 , 通过 增加 非 基 变 量 =， 和 (或) zy 值 来 改进 (增加 ) 的 
值 . 考查 如 下 目标 函数 来 回答 这 个 问题 ， 


max z= 2z; +3r2 


图 3.3 单纯 形 法 的 迭代 过 程 


这 个 函数 显示 , 增加 z 或 者 增加 za (或 者 同时 增加 ) 将 改进 z 的 值 . 单纯 形 方法 的 
设计 要 求 每 次 增加 一 个 变量 , 并 且 选 择 使 = 值 有 最 大 改善 在 的 那个 变量 . 在 前 面 的 
例子 中 , x 增加 一 个 单位 , 函数 值 增加 2; z 增加 一 个 单位 , 函数 值 增加 3. 这 意味 
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着 , > 值 的 改善 率 , 对 于 zi 是 2, 对 于 za 是 3. 因此 , 我 们 选择 增加 zz, 具有 最 大 改 
善 率 的 变量 . 图 3.3 表明 , 增加 z2 的 值 直到 角 点 B( 回 顾 一 下 , 在 达 不 到 角 点 B 就 
停 下 来 不 是 最 优 的 , 因为 最 优点 的 候选 点 一 定 是 角 点 ). 在 点 B, 单纯 形 方法 这 时 再 
增加 z 的 值 , 到 达 改 进 的 角 点 C, 它 是 最 优点 . 因此 , 单纯 形 算法 的 路 径 被 定义 为 
4 B — C. 沿 着 路 径 的 每 个 角 点 与 一 步 选 代 (iteration) 相对 应 . 要 注意 的 是 , 单 
纯 形 方法 是 沿 着 解 空间 的 边缘 (edge) 移动 的 , 这 意味 着 该 方法 不 能 抄 近 路 通过 解 
空间 , 从 A 直接 走 到 C. 

借助 于 说 明 如 何 将 点 A, B, C 表示 成 问题 的 基 变量 和 非 基 变量 , 我 们 需要 使 
图 形 解 转 换 成 代数 解 . 下 表 概括 了 这 些 表示 方法 : 


AA EER EIEL 
A p Ee 
B aura zu 
c mira LL 


注意 , 在 基 变量 和 非 基 变 量 中 的 变化 模式 随 着 解 沿路 径 4 一 B 一 C 的 移动 而 改变 . 
从 4 一 BB, 在 A 处 的 非 基 变量 ra 变 成 B 处 的 基 变 量 , 并 且 在 4 处 的 基 变 量 s 
变 成 在 B 处 的 非 基 变量 .在 单纯 形 方法 的 术语 中 , 我 们 称 za 为 进 基 变 量 (entering 
variable, 因为 它 进入 基本 可 行 解 ), 称 s 为 离 基 变 量 (leaving variable, 因为 它 离开 
基本 可 行 解 ). 用 类 似 的 方法 , 在 点 B, zl 进 基 , si 离 基 , 因此 , 走 到 了 点 C. 


习题 3.3A 
1. 在 图 3.3 rb, 假设 目标 函数 改变 为 
max = 一 Sri 十 4za 


确定 单纯 形 方法 的 路 径 和 定义 这 条 路 径 的 基 变 量 和 非 基 变 量 . 
考虑 由 图 2.2 给 出 的 Reddy Mikks 模型 的 图 形 解 . 找 出 单纯 形 方法 的 路 径 和 定义 这 条 路 
径 的 基 变 量 和 非 基 变 量 . 
+3. 考虑 图 3.4 给 出 的 三 维 线性 规划 的 解 空间 . 它 可 行 的 极点 是 ALB, LJ. 
(a) 下 列 角 点 对 中 哪些 不 能 表示 成 相继 的 单纯 形 选 代 : (AB) (B, D), (E, H) 和 (AD)? 
解释 其 原因 . 
(b) 假定 单纯 形 选 代 从 点 A 处 开始 , 并 且 最 优点 在 H 处 出 现 . 对 于 单纯 形 算法 , 指出 下 
列 路 径 的 每 一 条 是 否 合乎 情理 , 并 陈述 其 原因 . 
ü 4 一 B 一 G 一 下 (i) AS E— 1— H. 
(ii 4 一 C 一 已 一 B 一 4 一 D 一 G 一 正 
在 图 3.4 中 的 解 空间 , 所 有 约 东 是 < 类 型 , 并 且 所 有 变量 ri, ra, zs 是 非 负 的 . 假定 si， 
sa, sa, sa(> 0) 分 别 是 相应 约束 的 松弛 变量 , 其 约束 分 别 表示 平面 CEIF. BEIHG, 
DFJHG 和 IJH. 找 出 与 解 空间 每 个 可 行 极点 相对 应 的 基 变 量 和 非 基 变 量 . 


s 


» 


33 单纯 形 方法 85 


A: (0,0,0) 
2100) 
C (0.10) 
D:(09.1) 


图 3.4 习题 3.3A 第 3 题 的 解 空间 


5。 考虑 图 3.4 中 的 解 空间 , 这 里 单纯 形 算法 从 点 A 处 开始 . 在 首次 选 代 中 , 结合 其 值 和 * 值 
的 改进 , 对 下 列 目标 函数 , 确定 进 基 变 量 . 


Ma) max z—zi 222 3ra (b) max z=5rı 272 4zs 


(c) max s—-2i-7z52r; — (d) max z- zi: zs 


3.3.2 ”单纯 形 算法 的 计算 细节 


本 节 提供 一 步 单 纯 形 迁 代 的 计算 细节 ,包括 确定 进 基 变 量 和 离 基 变 量 的 准则 
以 及 达到 最 优 解 时 的 终止 计算 准则 , 通过 一 个 数值 例子 给 出 解释 . 
例 3.3-1 

我 们 用 Reddy Mikks 模型 ( 例 2.2-1) 解释 单纯 形 方法 的 细节 . 将 问题 表示 成 等 
式 约束 形式 如 下 : 


max 二 一 571 十 472 十 081 十 0s2 十 083 十 0s4 


$t. 6zl + dr2 十 sl =24 (原料 Ml) 
ZI 十 2z2 十 s2 =6 (原料 M2) 

—n za +s3 =1 “(市 场 限制 ) 

22 +s4 = 2 “(需求 限制 ) 


Z1, T2, 81,82,83, 84 > 0 


BERE s1, s2, sa, s4 分 别 对 应 于 约 东 的 松弛 变量 . 
下 面 , 写 出 目标 方程 如 下 : 


z- 5r -4m =0 
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在 这 种 方法 中 , 初始 单纯 形 表 可 以 表示 如 下 : 


基 E n E TR SOR EMT 解 


1 
D 
0 
o 
o 


表 的 设计 指定 了 基 变 量 和 非 基 变 量 的 集合 , EAE EE T HE TIG FD 
解 . 正如 在 3.3.1 节 解释 的 那样 , MASRAF (21,22) = (0,0), 相应 的 非 
基 变 量 和 基 变 量 的 集合 定义 为 


非 基 (P) 变量 : (x1,z2) 
基 变 量 : (51,92,83, 84) 


令 非 基 变量 (zi,za) = (0,0), 并 注意 到 在 表 中 > 的 系数 和 基 变 量 (s,s2, 33, 
54) 特定 的 0-1 排列 , 可 以 立刻 得 到 (不 需要 任何 计算 ) 下 面 的 解 ， 


z=0 
5-24 
$276 
$571 


5-2 


该 信息 可 由 表 中 最 左 端 基 列 所 列 出 的 基 变 量 和 最 右 端 解 列 所 列 出 的 对 应 值 来 显示 . 
在 效果 上 , 该 表 通过 指定 它 的 基 变 量 及 其 值 . 定义 了 当前 的 角 点 和 目标 函数 > 相应 
的 值 . 记 住 , 非 基 变量 (那些 没有 放 在 基 列 中 的 变量 ) 总 是 等 于 零 . 

初始 解 是 最 优 的 吗 ? 目标 函数 = = 5zi + 4z 表明 可 以 通过 增加 zi 或 rz 来 改 
进 这 个 解 . 根据 3.3.1 节 中 的 讨论 , AERA RE (most positive) 系数 的 变量 z, 作 
为 进 基 变 量 .这 等 价 于 , 因为 单纯 形 表 将 目标 函数 表示 为 z- 5z1 一 4r = 0, 则 进 
基 变 量 将 对 应 于 目标 方程 中 那些 最 负 (most negative)? 系 数 的 变量 .这 个 规则 被 称 
为 最 优 性 条 件 (optimality condition). 

从 单纯 形 表 中 确定 离 基 变 量 的 技巧 是 , 计算 方程 的 右 端 项 ( 解 列 ) 与 相应 的 在 
进 基 变量 > 下 方 的 约束 系数 的 非 负 比 , 如 下 表 所 示 . 


O 指 绝对 值 最 大 的 负数 .一 一 译 者 注 
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2 a s Dis 
a 
v= a gja 


结论 : zi 进 基 , s, 离 基 


闻 小 非 负 比 自动 识别 当前 基 变 量 s 作为 离 基 变量 , 并 指定 进 基 变量 x， 的 新 值 为 
4. 

所 计算 出 的 比如 何 确定 离 基 变 量 和 进 基 变量 的 值 ? 图 3.5 显示 , 由 计算 得 到 的 
这 些 比值 实际 上 是 这 些 约束 关于 进 基 变 量 (zi) 轴 的 截 距 ,可 以 看 到 , zi 的 值 必须 
增加 到 4, 达到 角 点 B, 它 是 关于 zi 轴 最 小 的 非 负 截 距 ， 再 增加 而 超过 B 是 不 可 
行 的 . 在 点 B, 当前 与 约束 D 相 应 的 基 变 量 s, 设 定 为 零 值 , 变 成 离 基 变量 . 相应 于 
比值 计算 的 规则 被 称 为 可 行 性 条 件 (feasibility condition), 因为 它 保证 新 解 的 可 行 
性 . 


max 2e 5 二 4 
wt.6n+4n+n=2 (D 


TERR MÀ 


图 3.5 在 Reddy Mikks 模型 中 , 单纯 形 方法 比 的 图 形 解释 


新 解 点 B 由 进 基 变量 z， 和 离 基 变量 si 在 单纯 形 表 中 的 “交换 ”来 确定 , 产 
生 下 列 一 组 非 基 变 量 和 基 变 量 如 下 : 
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在 点 B 处 的 非 基 ( 零 ) 变量 : (st zz) 

在 点 B 处 的 基 变 量 : (z1, s2, s3, s4) 
交换 过 程 基于 高 斯 ~ 若 尔 当 行 运算 (Gauss-Jordan row operation). 它 认定 进 基 变 量 
所 在 的 列 为 枢 轴 列 (pivot column), 离 基 变 量 所 在 的 行为 枢 轴 行 (pivot row). 枢 轴 
列 与 枢 轴 行 交叉 位 置 的 元 素 称 为 枢 轴 元 素 (pivot element). 下 表 重 新 陈述 了 初始 单 
纯 形 表 , 其 中 突出 显示 了 枢 轴 行 和 枢 轴 列 . 


ELJ 
n 
* Li m ^ s ^ ^ 解 
z 1 -4 v o 0 [] 0 
离 基 一 枢 轴 行 
^ 0 2 o 1 o 0 6 
^ o 1 0 o o 1 2 
枢 轴 列 


为 产生 新 的 基本 解 , 高 斯 - 若 尔 当 计算 需要 产生 包括 两 种 类 型 的 新 的 基本 解 . 
(1) i Mr 
a. 在 基 列 中 , 以 进 基 变 量 替换 离 基 变量 . 
b. 新 的 枢 轴 行 = 当前 枢 轴 行 + 枢 轴 元 素 . 
(2) 所 有 其 他 行 , 包括 = 行 
新 的 行 = 当前 行 — 当前 行 枢 轴 列 的 系数 x 新 的 枢 轴 行 . 
用 以 下 方式 将 这 些 计算 应 用 于 上 表 : 
(1) 在 基 列 中 , 以 mi MR 
新 的 zi 行 = 当前 % 行 +6 
2106410002) 
-(01310004) 
(2) 新 的 > 行 = 当前 z fT —(—5) x WIS mi 行 
=(1 -5 -400000)-(-5)x(01210004) 
=(10 -4 $ 0 0 0 20) 
(3) 新 的 s2 行 = 当前 sz 4T — (1) x 新 的 zi 行 
—(01201006)—(1)x(012 10004) 
-(004$-431002) 
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(4) 新 的 ss 行 = 当前 s3 行 -(-1)x 新 的 zi 行 
=(0 71100101)-(-1) x (012 10004) 
-(00$5$50105) 

(5) 新 的 sa 行 = 当前 s4 47 (0) x 新 的 zx 行 
=(0010001 2)-— (0) x (01440004) 


=(0010001 2) 
新 的 基本 解 是 (zi s2, ss,s4), 因此 新 的 单纯 形 表 变 为 : 


观察 到 新 表 与 初始 表 有 相同 的 性 质 ， 当 我 们 置 新 的 非 基 变 量 z。 和 si 为 0, 解 
列 自动 生成 新 的 基本 解 (>; = 4, s2 = 2, ss = 5, s4 = 2). 这 种 表 的 “状况 ”是 高 斯 -车 
尔 当 行 运算 应 用 的 结果 . 相应 新 的 目标 函数 值 是 > = 20, 它 与 下 面 的 公式 相 一 致 ， 


新 的 := 原来 的 2 + 新 的 z 的 值 x 它 的 目标 系数 


=0+4x5=20 
在 最 后 的 表 中 , 最 优 性 条 件 表明 , zs 是 进 基 变 量 . 由 可 行 性 条 件 可 得 下 表 ， 

基 ELEA 解 比值 

z 1 4 z=4F c6 

La i : a Guo 

LI i 5 z2-54$-3 

^ 1 2 z272:122 

<Á 0. 


因此 , s 离开 基本 解 , 并 且 z 的 新 值 是 1.5. 相应 增加 的 > 值 是 $m-$1x15- 
1, 它 产生 新 的 >= 20+1= 21. 

在 基 列 中 , 用 进 基 变量 za 替换 sz, 应 用 高 斯- 车 尔 当 行 运算 : 

(1) 新 的 枢 轴 zz 行 = 当前 s2 IT oed: 

(2) 新 的 = 行 = i 217 — (3) x 新 的 zz 行 ; 

(3) 新 的 z; 行 = 当前 zi 行 — (8) x 新 的 za 行 ; 
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(4) 新 的 ss 行 = 当前 sa 行 — (5) x 新 的 zx2 行 ; 
(5) 新 的 s 行 = 当前 ss 行 — (1) x 新 的 za 行 . 
这 些 计算 产生 下 表 : 


a 
e o o e|-|.« 
coco 
sov- ojo 
a a ah ai ml 
en 

ab ll 
-ool 
-oac- 


基于 最 优 性 条 件 , z 行 中 相应 于 非 基 变量 s, 和 sa 的 系数 没有 一 个 是 负 的 
后 一 张 表 是 最 优 的 . 

可 以 用 下 列 方式 从 单纯 形 表 中 读 出 最 优 解 ， 基 列 中 变量 的 最 优 值 由 右 端 项 解 
列 给 出 , 并 且 可 以 被 解释 成 : 


决策 变量 RUE m u 
m 3 日 生产 3 MARR 
n F] 日 生产 1.5 AR 
z n 日 利润 是 21 000 美元 


可 以 验证 , 将 s1 = s2 = 0, ss = $, s4 = 代入 方程 替换 出 的 z 与 za 的 值 与 x 与 
22 的 已 知 值 是 一 致 的 . 

最 优 解 还 给 出 了 资源 的 状况 .一 种 资源 被 认为 是 匮乏 的 (scarce), 如 果 模 型 的 
活动 (变量 ) 使 用 了 全 部 资源 ; 否则 资源 是 充裕 的 (abundant). 这 个 信息 可 以 通过 检 
验 相应 的 表示 资源 约束 的 松弛 变量 的 值 , 由 最 优 单纯 形 表 得 到 确定 . 如 果 松弛 变量 
的 值 是 零 , 则 资源 全 部 用 完 , 因此 , 它们 是 匮乏 的 .否则 , 一 个 正 的 松弛 变量 表明 资 
源 是 充裕 的 . 下 表 将 模型 的 约束 作 了 分 类 : 


Ww EEEN [3 
原料 MT =0 wx 
原料 M2 5-20 z 
市 场 限制 ”s=$ 充裕 
需求 限制 “=} s 


评注 单纯 形 表 提供 了 有 价值 的 附加 信息 , 包括 : 
(1) 灵敏 度 分 析 , 确定 使 当前 解 保持 不 变 的 条 件 ; 
(2) 后 最 优 分 析 , 确定 当 模型 的 数据 变化 后 , 如 何 找 出 新 的 最 优 解 . 
3.6 节 介绍 灵敏 度 分 析 . 后 最 优 分 析 详 见 第 4 章 的 内 容 . 


33 单纯 形 方法 91 


TORA 程序 

高 斯 - 若 尔 当 计算 单调 乏味 、 繁 琐 宛 长 , 所 有 这 些 是 令 人 大 烦 的 . 但 是 , 这 些 者 
还 是 次 要 的 , 因为 在 实际 中 这 些 计算 可 由 计算 机 完成 . 重要 的 是 你 要 了 解 单纯 形 法 
如 何 工作 . TORA 交互 式 用 户 引导 (立即 反馈 式 ) 选项 可 以 在 这 一 点 上 给 你 帮助 , 因 
为 在 单纯 形 法 中 , 它 允 许 你 决定 计算 过 程 , 而 没有 执行 高 斯 -车 尔 当 计算 的 负担 . 为 
了 用 TORA 求解 Reddy Mikks 问题, 输入 模型 , 而 后 从 BONE/MODEH 3t 
中 , 选择 BONE- Miga -ER (AlL-Slack 选择 表明 初始 
基本 解 仅 由 松弛 变量 组 成 . 余下 的 选项 将 在 3.4 节 、4.3 节 和 13.4.2 节 介绍 .) 接 下 
来 , 单 击 M . 单 击 NO 或 RI 之 后 , 可 
以 产生 一 次 或 所 有 的 选 代 , 如 果 选 择 每 次 产生 一 次 迭代 , 那么 单 击 相应 的 列 与 行 的 
标题, 你 就 能 交互 式 地 指定 进 基 和 离 基 变量 . 如 果 你 的 选择 是 正确 的 , 其 列 变 绿 , 其 
行 变 红 . 否则 , 将 弹出 一 个 出 错 信息 . 


3.3.3 ”单纯 形 法 的 总 结 


到 现在 为 止 , 我 们 已 经 处 理 了 最 大 化 的 情形 . 在 最 小 化 的 问题 中 , 最 优 性 条 件 
与 最 大 化 情形 的 规则 正好 相反 , 要 求 选择 在 目标 方程 中 目标 系数 是 最 正 的 非 基 变量 
为 进 基 变量 , 这 是 因为 极 大 化 = 等 价 于 极 小 化 (-:). 至 于 选择 离 基 变 量 的 可 行 性 
条 件 , 其 规则 保持 不 变 . 

最 优 性 条 件 在 极 大 化 ( 极 小 化 ) 问题 中 , 进 基 变 量 是 : 行 中 具有 最 负 (最 正 ) 
系数 的 非 基 变量 . 如 有 多 个 可 任 选 其 一 . 当 非 基 变 量 的 所 有 > 行 系数 是 非 负 的 ( 非 
正 的 ) 时 , 迭代 达到 最 优 值 . 

可 行 性 条 件 对 于 极 大 化 和 极 小 化 问题 , 离 基 变 量 都 是 具有 最 小 非 负 比 ( 带 有 
严格 的 正 分 母 ) 的 基 变量 . 如 有 多 个 可 任 选 其 一 . 

高 斯 ~ 若 尔 当 行 运算 

(1) 枢 轴 行 

a. 在 基 列 中 , 用 进 基 变 量 替换 高 基 变量 . 
b. 新 的 枢 轴 行 = 当前 枢 轴 行 + 枢 轴 元 素 . 
(2) 包括 = 的 所 有 其 他 行 
新 行 = 当前 行 - 枢 轴 列 系数 x 新 的 枢 轴 行 . 
单纯 形 方法 的 步骤 是 : 
第 1 步 ”确定 初始 基本 可 行 解 . 
第 2 步 ” 用 最 优 性 条 件 选择 一 个 进 基 变 重 . 如 果 没 有 进 基 变量 , 停止 计算 ; 上 一 个 
解 就 是 最 优 的 . 否则 , 转 到 第 3 2p. 
第 3 步 ” 用 可 行 性 条 件 选择 离 基 变量 . 
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第 4 步 ” 用 适当 的 高 斯 - 若 尔 当 行 运算 确定 新 的 基本 解 . 转 到 第 2 步 . 
习题 3.3B 


1. 设计 这 个 问题 是 为 了 加 强 你 对 单纯 形 可 行 性 条 件 的 理解 . 在 例 3.3-1 的 初始 表 中 , 我 们 用 
最 小 ( 非 负 ) 比 检验 来 确定 离 基 变量 . 这 样 一 个 条 件 保证 了 基 变 量 新 值 均 不 会 成 为 负 值 ( 正 
如 线性 规定 义 所 规定 的 ). 为 了 证 实 这 一 点 , 迫使 sz( 不 是 s1) 离开 基本 解 . 现在 , 看 一 下 导 
出 的 单纯 形 表 , 你 将 注意 到 , s 呈现 出 负 值 (= 一 12), 这 意味 着 新 的 解 是 不 可 行 的 . 如 果 使 
用 最 小 比 可 行 性 条 件 , 这 种 情况 将 永远 不 会 发 生 . 


考虑 下 列 约束 集 : 


z1 + 2ra + 22s + A4 < 40 
2r1— zi zs 2r. <8 
Azı —2r2 + z5— z4 <10 
21,22, T3742 0 
对 于 下 列 目 标 函数 求解 问题 . 
(a) max z= 2r 十 za 一 3zs + 5r4 (b) max z= 8zi + 6za 325 — 24 
(c) max z = 3zl 一 za + 323 44 (d) min z = 5; — 4za + 6rs — 8z4 
+3， 考 虑 下 列 方程 组 : 


miri 3r3 +524 +25 =4 


Sri - 23 +t6rs ze 

22i 3ra — 273 + 324 +a 

-z +z3 —2r4 +zs=0 
Zura ,Ta > 0 


令 zs, ro, 27, za 是 已 知 的 基本 可 行 解 . 假定 zi 变 成 基 变 量 . 在 已 知 基 变 量 中 哪 一 个 变 成 
非 基 变量 而 取 零 值 , 以 保证 其 余 所 有 变量 保持 非 负 ? 在 新 的 解 中 zi 的 值 是 多 少 ? 对 于 r2, 
3, 74 重复 这 个 过 程 . 


A. 考虑 下 面 的 线性 规划 ， 


3n 十 z4= 
21,22, 23,24 > 0 
(a) 用 观察 的 方法 (不 用 高 斯 - 若 尔 当 行 运算 ) 求解 问题 , 从 单纯 形 方法 基本 解 的 角度 来 证 
明 答案 是 正确 的 
(b) EH (a), 假定 目标 函数 是 求 min z = zi. 
5 用 观察 的 方法 求解 下 面 的 问题 , 并 从 单纯 形 方法 基本 解 的 角度 证 明 其 求解 方法 是 正确 的 - 
max z= 5r; 一 6ra 十 3ra — 5r4 十 12rs 
st. T14372+5r3+6r4+3rs < 90 


1,72,25,74,75 2 0 
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(提示 : 基本 解 只 有 一 个 变量 组 成 .) 


6. 下 表 表示 一 个 特殊 的 单纯 形 选 代 . 所 有 变量 是 非 负 的 . 不 论 是 极 大 化 问题 还 是 极 小 化 问题 ， 
这 个 表 都 不 是 最 优 的 . 因此 , 当 一 个 非 基 变量 进入 到 解 中 , 它 可 能 会 增加 z 或 减少 z 或 者 
保持 不 变 , 这 依赖 于 进 基 的 非 基 变 量 的 参数 . 


a āu 码 Ze n m 解 
Ca a MEC. FT 4 -1 -0 0 0 62 
z 0 3: 0. 3. REGE SD IE 1 12 
z “0 feby 3 1 Uy ce En gt 6 
mo 1 -1 0 o 6 «a o o 0 


(a) 将 变量 分 为 基 变量 和 非 基 变 量 , 并 给 出 所 有 变量 的 当前 值 . 
*(b) 假定 问题 是 极 大 化 类 型, 确定 可 能 改进 z 值 的 非 基 变 量 . 如 果 每 个 这 样 的 变量 进入 基 
本 解 , 确定 相应 的 离 基 变 量 (如 果 有 的 话 ) 和 相应 z 值 的 改变 量 ,要求 不 使 用 高 斯 - 若 
尔 当 行 运算 . 
(c) 重复 (b), 假定 问题 是 极 小 化 类 型 . 
(d) 当选 择 非 基 变 量 进入 解 时 , 哪个 (哪些 ) 非 基 变 量 将 不 引起 * 值 的 变化 ? 
T. 考虑 图 3.6 的 二 维 解 空间 . 
(a) 假设 目标 函数 已 知 如 下 : 
max zzi +6r2 
如 果 单 纯 形 选 代 从 点 A 开始 , 确定 到 最 优点 E 的 路 径 . 
(b) 确定 进 基 变 量 、 可 行 性 条 件 的 相应 的 比值 以 及 : 值 的 改变 重 , 假定 初始 选 代 在 点 A 
开始 , 目标 函数 已 知 如 下 : 
max z= 4r1+z2 


(c) 重复 (b), 假定 目标 函数 是 


max = 一 z; + 4ra 


图 3.6 习题 3.3B 第 7 题 的 解 空间 
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8. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 
max z=l6r; 1522 
st. 40ri 十 31zz < 124 
-z+ z2<1 
n <3 
21,2220 


(a) HUP AN 这 里 进 基 变量 是 * THPMON CRI (7 UR MOTOS IS HERE 


(b) 了 始终 选择 z 行 中 绝对 值 最 小 的 负 系数 所 对 应 的 非 基 变 量 作 
为 进 基 变 量 - 

(c) 比较 (a) 与 (b) MARAE. 选择 进 基 变 量 作为 凶 负 > 行 系数 的 非 基 变 量 是 否 得 到 
较 少 的 选 代 次 数 ? 关于 最 优 性 条 件 , 我 们 可 以 得 出 什么 样 的 结论 ? 

(d) 假定 最 优化 问题 变 成 —1 RE z 求 极 小 . 这 个 变化 如 何 影响 单纯 形 选 代 ? 


*9. (Ei 3.3-1 中 , 说 明 如 何 从 最 优 表 中 确定 次 最 优 的 > 值 . 


10， 你 能 够 扩充 第 9 题 中 的 方法 , 求 出 第 三 最 优 的 z 值 吗 ? 
11，Gutchi 公司 制造 钱包 、 梳妆 袋 和 背包 . 生产 需要 皮革 和 人 工 合成 材料 , BERERA RR. 


生产 过 程 需要 两 种 类 型 的 技能 工人 : 继 幼 与 修整 . 下 表 给 出 了 生产 3 种 产品 所 使 用 资源 的 


可 用 量 和 产品 每 单位 的 利润 
TERNER 
资源 p p: i 日 可 用 量 
A GER) 2 1 3 ERT 
fi] (NM) 2 1 2 40 小 时 
Aet (小 时 ) 1 05 1 全 小 时 
销售 价 格 (美元 ) 加 E] as 


(a) 为 该 问题 建立 一 个 线性 规划 , 并 求 最 优 解 (用 TORA. Excel 规划 求解 或 AMPL). 


(b) 从 最 优 解 中 确定 每 种 资源 的 状态 
12. TORA 实验 . 考虑 下 面 的 线性 规划 : 
max z= z, +23 + 3r + 2ra 


st. zı +2r3— 3rs +5r4 <4 
Sr1 — 222 +6r4<8 
271+372—273+3r4 <3 

-si + za+2za<0 

Ti, fa Z3, z4 > 0 


(a) 用 TORA 的 先 代 选项 确定 最 优 表 - 
(b) 选择 任意 的 非 基 变 量 “ 进 入 "基本 解 ,并 单 击 EAE 产生 相应 的 达 代 . 新 的 
目标 值 如 何 与 (a) 中 最 优 值 相 比较 ? 我 们 的 目的 是 要 表明 , (a) 中 的 表 是 最 优 的 , DI 


为 没有 一 个 非 基 变量 能 够 改进 目标 值 . 
13. TORA 实验 . 在 第 12 题 中 , 用 TORA 求 次 最 好 的 最 优 解 
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3.4 ”人 工 初始 解 


正如 例 3.3-1 所 演示 的 那样 , 所 有 约束 是 (<) 并 且 有 非 负 右 端 项 的 线性 规划 方 
便 地 提供 了 全 部 为 松弛 变量 的 初始 基本 可 行 解 . 包含 (=) 和 /或 (>) 约束 的 模型 就 
不 是 如 此 . 

带 有 (=) 和 (>) 约束 初始 “ 坏 状态 ”线性 规划 的 求解 过 程 是 使 用 在 最 初 迁 代 
中 扮演 松弛 变量 角色 的 人 工 变量 (artificial variable), 然后 , 在 稍 后 的 迭代 中 恰当 地 
处 理 它们 . 这 里 介绍 两 个 密切 相关 的 方法 : 大 M 方法 和 两 阶段 法 . 


3.4.1 X RM 方法 


大 M 方法 以 等 式 形式 的 线性 规划 开始 ( 见 3.1 节 ). 如 果 第 i 个 等 式 约束 没有 
松弛 变量 (或 能 够 扮演 松弛 变量 角色 的 变量 ), 那么 将 人 工 变量 R 加 入 到 初始 解 中 ， 
类 似 于 所 有 松弛 变量 为 基本 解 的 情况 . 然而 , 人 工 变量 并 不 是 原始 线性 规划 模型 的 
一 部 分 , 对 于 这 些 变量 , 在 目标 函数 中 对 它们 指定 非常 高 的 惩罚 (penalty), 强迫 它 
们 在 最 优 解 中 (最 终 ) 等 于 零 . 如 果 问 题 有 可 行 解 , 这 种 情况 总 会 发 生 . 下 面 的 规则 
表明 了 如 何在 极 大 化 和 极 小 化 的 情况 下 指定 惩罚 : 


人 工 变量 的 惩罚 规则 
已 知 M 为 一 个 充分 大 的 正 数 (用 数学 的 语言 描述 , 即 M oo), 人 工 变量 的 
目标 系数 表示 成 适当 的 惩罚 , 如 果 


人 工 变 量 的 目标 系数 = { a ent 


例 3.4-1 


min z = 4z + za 
st. 3i 2273 
A471+372>6 
ZT1+272 <4 
21,2220 


用 zs 作为 第 2 个 约束 的 剩余 变量 , 用 zs 作为 第 3 个 约束 的 松弛 变量 , 问题 的 
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等 式 形式 如 下 : 
min z= 4zl  z; 
$i mp z2 
4zl +3za — zs 
T1+272 +z4=4 
21,22, T3, T4 >0 


第 3 个 方程 有 松弛 变量 rs, 但 第 1 个 和 第 2 个 方程 却 没有 . 因此 , 我 们 在 前 两 
个 方程 中 分 别 增加 入 工 变量 R 和 Fo, 并 在 目标 函数 中 用 MR + MR 惩罚 它们 
(因为 我 们 是 在 求 极 小 ). 导出 的 线性 规划 如 下 : 


min z = 4z, 十 za 十 MRI + MRa 
st 31 + za +R m 
4z, + 322 一 za +R =6 
zı 十 272 十 Ta - 
Z1, 22,23, T4, Ri, Re > 0 


相应 的 初始 基本 解 由 (Fs, Ra, z4) = (3,6,4) 给 出 . 

从 在 计算 机 上 求解 问题 的 观点 来 看 , 必须 假定 M 是 一 个 数值 . 然而 , 在 实际 所 
有 的 教科 书 (包括 本 书 的 前 7 个 版 本 ) 中 , M 在 所 有 的 单纯 形 表 中 都 用 作 代数 运算 . 
其 结果 是 增加 了 没有 必要 的 困难 层面, 这 个 层面 可 以 用 M 的 适当 取 值 而 简化 避免 
(使 用 计算 机 时 , 任何 时 候 都 可 以 这 样 做 ). 在 本 版 中 , 我 们 将 放弃 沿用 M 作 代数 运 
算 的 传统 , 并 用 数值 普 代 它 . 当然 我 们 的 意图 是 , 在 不 丢失 问题 本 质 的 情况 下 , 简化 
表达 . 

我 们 使 用 的 M 值 应 该 有 多 大 ? 答案 依赖 于 初始 线性 规划 的 数据 . E, M dn 
对 于 初始 目标 系数 必须 是 充分 大 , 以 使 得 它 将 起 到 惩罚 作用 人 迫使 人 工 变量 在 最 优 解 
中 取 值 为 零 . 与 此 同时 , 因为 计算 机 是 求解 线性 规划 的 主要 工具 , 我 们 不 能 希望 M 
太 大 (即使 数学 上 它 应 该 趋 于 无 穷 ) 因为 当 非常 大 的 值 与 非常 小 的 数值 在 一 起 运 
算 时 , 这 可 能 导致 潜在 的 、 严 重 的 舍 入 误差 . 在 当前 的 例子 中 , z 和 z 的 目标 系数 
分 别 是 4 和 1. 因此 , 似乎 合理 的 设置 是 M = 100. 

使 用 M = 100, 初始 单纯 形 表 给 出 如 下 (为 了 方便 起 见 ,去掉 = 列 , 因为 它 在 
所 有 的 迭代 中 不 变 ): 


E3 i à Ej 
z -4 -1 o 


Ry Ra 
R 3 1 
ri 4 : d o EE 
o D 


za 1 2 o 


= o e|e|s 
» osx 


34 人 工 初始 解 97 


在 继续 进行 单纯 形 方法 计算 之 前 , 我 们 需要 将 = 行 与 表 的 其 余部 分 保持 一 致 . 
针对 本 例 , 在 表 中 , z = z2 = zs = 0, 产生 初始 基本 解 Ri = 3, Ra = 6, z4 — 4. 这 
个 解 产生 z = 100 x 3+ 100 x 6 = 900( 而 不 是 z 行 右 端 项 当前 的 显示 的 0 值 ). 这 种 
不 一 致 是 由 于 Ri 和 Rs 在 z 行 有 非 零 的 系数 (一 100, -100) 这 一 事实 造成 的 (与 例 
33-1 中 所 有 松弛 变量 为 初始 解 相 比较 , 那里 z 行 松弛 变量 的 系数 是 零 )- 

我 们 能 够 消除 这 个 矛盾 , 在 z 行 选用 适当 的 约束 方程 替换 出 Ri 和 R. 针对 
本 例 , 注意 到 在 Ri 行 和 Ro 行 突出 显示 的 元 素 (= 1). 用 100 RE R 行 和 R fT 
的 每 一 行 , 来 和 之 后 再 加 到 z 行 上 , 这 样 就 在 目标 行 中 替换 出 R 和 Fo, 也 就 是 ， 


新 的 z 行 = 旧 的 z 行 +(100x Ra fF +100 x Ra 47) 
因此 , 修改 表 变 成 (请 验证 !) 


E3 E E] L3 R, p w 
B 390 -100 0 0 0 900 


WAP! o DEUSEN RERUMS RUE RTI 
h 3 2 o o 
A MTA 
注意 , z = 900, 现在 与 初始 基本 可 行 解 Ri = 3, Ra = 6, zt = 4 是 一 致 的 . 

à 最 后 这 张 表 使 我 们 可 以 应 用 单纯 形 法 并 使 用 单纯 形 的 最 优 性 和 可 行 性 条 件 了 ， 
正如 我 们 在 3.3.2 节 所 做 的 一 样 . 因为 我 们 是 求 目 标 函 数 的 圾 小 值 , 在 z 行 有 最 正 
系数 (= 696) 的 变量 zı 进入 基本 解 . 可 行 性 条 件 的 最 小 比 指定 Ri 作为 离 基 变 量 
(请 验证 !) 

一 旦 进 基 变量 和 离 基 变 量 确定 后 , 用 所 熟知 的 高 斯 - 若 尔 当 运算 就 可 以 计算 出 
新 的 表 . 


最 后 的 单纯 表 显 示 za 和 Rs 分 别 是 进 基 变 量 与 离 基 变量 .连续 使 用 单纯 形 计 
算 , 再 需要 两 步 的 迭代 即 可 达到 最 优 解 , 最 优 值 为 z1 = 2,2 = 中 = = ¥ (H TORA 
验证 !) 

注意 , 人 工 变量 Ri 和 Rs 在 第 1 次 和 第 2 次 迭代 时 离开 基本 解 ,其 结果 与 在 
目标 函数 中 惩罚 它们 的 概念 是 相 一 致 的 - 
评注 ”如 果 线性 规划 没有 可 行 解 (也 就 是 说 , 约束 是 不 相 容 的 ), 惩罚 项 M 的 使 用 
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将 不 能 迫使 在 最 终 的 单纯 形 和 迭代 中 人 工 变量 取 零 值 . 在 这 种 情况 下 , 最 终 的 单纯 形 
表 将 至 少 包括 一 个 人 工 变量 取 正 值 . 3.5.4 节 将 解释 这 种 情形 . 


习题 3.4A 


1. 用 手工 计算 , 完成 例 3.4-1 的 单纯 形 选 代 , 并 得 到 最 优 解 
2. TORA 43. 用 TORA 的 Maratons- NEOA 模块 (文件 toraEx3.4 1txt) 产生 
例 3.4-1 的 单纯 形 选 代 . 比较 M = 1、M = 10 和 M = 1 000 对 求解 的 影响. 从 这 个 实验 
中 能 引出 什么 结论 ? 

在 例 3.4-1 中 , 对 于 下 列 每 一 种 (独立 的 ) 情况 确定 初始 表 , 在 替换 出 所 有 人 工 变量 后 作出 
相应 的 z 行 ， 
*(a) 第 3 PARE ri + 2za 24 — (b) 第 2 个 约束 是 Ani + 3ra < 6 

(c) 第 2 个 约束 是 4z + 3z2 = 6 (d) 目标 函数 是 max z= 4z + z2 
考虑 下 列 这 组 约束 : 


a 


-2n 432-3 a) 
Azi- 522 2 10 (2) 
mi2n&5 (3) 
6r: +722 <3 (4) 
dzi 十 Sra >5 (5) 
znz20 


对 于 下 列 每 个 问题 , 在 普 换 出 所 有 人 工 变量 后 作出 z 行 : 
(a) max z = 5zi 十 622, 约 东 为 (1), (3), (4). 

(b) max z= 2z: 一 7z2, 约束 为 (1), (2), (4), (5). 
(c) min z= 3z + 6za, 约束 为 (3), (4). (5). 


(d) min 1 十 672, 的 东 为 (1), (2), (5). 
(e) min 122, PROS (1) 和 (5). 
5。 考虑 下 列 约束 集 : 
Fi 十 za 十 Ts 三 7 
2r, — 522 23 210 
miraris 0 
求解 下 列 目标 函数 对 应 的 每 一 个 问题 : 
(a) max = = 2z: + 3ra -5za (b) min = 二 2zi 十 azi 一 5zy 
(c) max > = zi £272 十 za (d) min z —4z; — 8r; 37s 
*6. 考虑 问题 ， 


max z = 27; 十 472 十 47s 一 374 
st. m+ TIX3 “二 4 
mitir 8 
zi ma za 24> 0 
这 个 问题 表明 , 两 个 等 式 约束 中 的 za 和 r 能 够 担任 松弛 变量 的 角色 . 它们 不 同 于 松弛 变 
量 是 因为 它们 在 目标 函数 中 有 非 零 的 系数 . 我 们 能 够 用 zs 和 zs 作为 初始 变量 , 但 是 , 像 


34 人 工 初 始 解 99 


在 人 工 变 量 的 情况 一 样 , 在 执行 单纯 形 选 代 之 前 , 目标 函数 中 这 两 个 初始 变量 必须 被 替换 
出 去 . 用 zs 和 zs 作为 初始 基 变 量 而 不 用 任何 人 工 变量 求解 此 问题 . 
T. 用 zs 和 za 作为 初始 基本 可 行 变量 求解 下 面 的 问题 . 像 在 第 6 题 一 样 , 不 用 任何 人 工 变量 
min z= 3z; 十 2rz 十 3ra 
$t zı +4ra+rs — 27 
2-620 — 624210 
misma ms A20 


8 考虑 问题: 
max z= z, 十 5za +323 
st 21 十 2ra 十 za 一 3 
2n- 5 ë -4 
mi ma 33> 0 
变量 rs 担任 松弛 变量 的 角色 . 因此 , 第 1 个 约束 不 需要 人 工 变量 . 然而 , 第 2 个 约束 需要 
ATER. 用 这 两 个 变量 ( 即 第 1 个 约束 中 的 zs 和 第 2 个 约束 中 的 R2) 作 初 始 解 来 求解 
这 个 问题 . 
9. 说明, 大 M 方法 如 何 指出 下 面 的 问题 没有 可 行 解 . 
max z = 2r, 572 
st. 3m +2r2>6 
2n zi «2 
1 7220 


3.4.2 ”两 阶段 法 


在 大 M 方法 中 , STU M 的 使 用 , 按 定义 要 求 , 相对 于 实际 模型 的 目标 系数 
M 而 言 必须 很 大 , 这 可 能 会 导致 大 的 舍 入 误差, 造成 单纯 形 计 算 精度 降低 . 两 阶段 
法 采用 连同 常数 M 一 起 去 掉 的 办 法 来 减少 这 个 困难 . 顾名思义 , 两 阶段 法 分 两 个 
阶段 求解 线性 规划 : 阶段 工 试图 求 一 个 初始 基本 可 行 解 ， 找到 一 个 解 后 , 调用 阶段 
开 求 解 原 问题 . 


两 阶段 法 的 概括 

阶段 1 将 问题 变 成 等 式 约束 形式 , 并 在 约束 中 增加 必要 的 人 工 变量 (如 在 大 M 77 
法 一 样 ), 以 保证 找到 一 个 初始 基本 解 . 接 下 来 , 求 相应 方程 的 基本 解 , 使 得 
无 论 线性 规划 是 求 极 大 化 还 是 极 小 化 , 总 是 使 人 工 变量 之 和 达到 最 小 .如 
果 其 和 的 最 小 值 为 正 , 则 线性 规划 问题 没有 可 行 解 , 此 过 程 结束 (这 告诉 
我 们 , 正 的 人 工 变 量 表示 原 约束 不 满足 ) 否则 , 进行 阶段 开 

阶段 工 使 用 阶段 I 得 到 的 可 行 解 作为 原始 问题 的 初始 基本 可 行 解 . 
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例 3.4-2 
我 们 使 用 与 例 3.4-1 相同 的 问题 
阶段 I 

min r— Ri Ro 

st An + z2 +R, =3 

4z, + 3za — oz +R=6 

z1 + 222 n =4 

71,22,25,74, fy, Ra 20 


相应 的 单纯 形 表 如 下 : 


ES Ri R; E 


aa «|=| 要 | 


像 在 大 M 方法 中 一 样 , 在 行 中 的 R 和 Rs 用 下 列 计算 替换 : 
新 的 r 行 = 旧 的 r 行 +(1x Ri AT +1 x Ra f) 
新 的 行 用 于 求解 问题 的 阶段 I, 这 将 产生 下 面 的 最 优 表 (用 TORA 的 


"hastis - Tease Malhod ck): 


因为 最 小 值 "= 0, 阶段 I 产生 了 基本 可 行 解 z1 = f, ra= $, z4 1 此 时 ,人 
工 变量 已 完成 了 它 的 使 命 , 从 而 我 们 能 够 从 表 中 连同 它们 所 在 的 列 一 起 去 掉 , 并 转 
入 阶段 工 

阶段 下 

在 去 掉 人 工 变量 列 后 , 原始 问题 如 下 : 


min = = 471 十 2 
st nie =$ 


m-$s =$ 


T3 =1 
Ty 22, T3, 34 20 
本 质 上 , 阶段 是 转换 原始 约束 方程 的 一 个 过 程 , 如 果 问题 的 初始 基本 可 行 解 存在 
的 话 , 阶段 1 就 会 提供 它 . 因此 , 相应 于 阶段 1 问题 的 单纯 形 表 给 出 如 下 : 


还 有 , 因为 基 变 量 r 和 zz 在 = 行 有 非 零 的 系数 , 使 用 下 列 计算 将 非 零 系数 将 
换 出 去 : 
新 的 2 行 = 旧 的 z 行 + (4xzi 行 +1xz2 行 ) 


因此 , 阶段 的 初始 单纯 形 表 如 下 : 


* 
5 
s 
3 
站 


[3 
$ 
1 
1 
1 


8 
ee ujo 
e - eje 
-oojo 


因为 我 们 在 求 极 小 , rs 必须 进 基 . MEE E — 2b 30s RU E ERE 
(用 TORA 验证 ). 
评注 ”实际 上 , 几乎 所 有 的 商业 软件 包 都 使 用 两 阶段 法 来 求解 线性 规划 .实际 工作 
中 , 大 M 方法 由 于 有 潜在 不 利 的 合 入 误差 而 可 能 从 来 不 用 . 将 大 M 方法 包含 于 
本 书 中 纯粹 是 由 于 历史 的 原因 , 因为 它 的 发 展 先 于 两 阶段 法 的 发 展 . 

人 工 变量 和 它 所 在 的 列 在 阶段 1 的 最 后 一 张 表 被 去 掉 , 这 只 有 在 它们 全 是 非 基 
变量 时 才 会 发 生 (正如 例 3.4-2 所 解释 的 那样 ) 如 果 在 阶段 I 的 最 后 一 张 表 中 有 一 
个 或 多 个 人 工 变量 是 基 变 量 ( 取 零 值 ), 则 必须 采用 下 面 的 附加 步 , 才能 在 阶段 I 
始 之 前 将 人 工 变量 去 掉 . 
第 1 步 “ 选 择 一 个 零 人 工 变量 离开 基本 解 , 并 指定 它 所 在 的 行 作为 杠 轴 行 . 进 基 
变量 可 以 是 枢 轴 行 具有 系数 非 堆 ( 正 的 或 负 的 ) 的 任意 非 基 ( 非 人 工 ) 变量 . 完成 相 
应 的 单纯 形 法 迭代 . 
第 2 步 ” 从 表 中 去 掉 (刚刚 离 基 的 ) 人 工 变 量 的 列 . 如 果 所 有 的 零 人 工 变 量 已 被 
去 掉 , 转 入 阶段 工 否则 , HER 1 步 . 

第 1 步 的 目的 是 保持 基 变 量 的 可 行 性 将 不 受 影响 , 不 论 其 枢 轴 元 素 是 正 的 还 
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是 负 的 , 总 能 使 一 个 零 人 工 变量 变 为 非 基 变量 . 在 习题 3.4B 中 的 第 5 题 和 第 6 题 
说 明了 这 种 情形 . 第 7 题 提供 了 进一步 关于 阶段 I 计算 的 细节 . 


习题 3.4B 


并 在 阶段 中 , 如 果 线 性 规划 是 极 大 化 类 型 , 试 解释 , 我 们 在 阶段 ! 中 为 什么 不 对 人 工 变量 的 
FORO. 
2. 对 于 习题 24A 中 的 第 4 M, SEFESI IUBE 
3 用 两 阶段 法 求解 习题 3.4A 中 的 第 5 题 
4 对 于 下 面 的 问题 写 出 阶段 ! 而 后 求解 (为 方便 起 见 ,可 用 TORA), 证 明 该 问题 没有 可 行 
"d max z= 2r; +5r2 
s.t. 3z, +2r2 > 6 
2n za 和 2 
z1 z220 
5. 考虑 如 下 问题 : 
max z=271+2r2+ dra 
st. 2r ori zs 和 2 
3r, + 4r2 + 2r3 >8 
zi za T3 > 0 
(a) 说 明 , 阶段 工 将 终止 在 一 个 取 零 值 的 人 工 基 变 量 (为 方便 起 见 ,可 以 用 TORA). 
(b) 在 开始 阶段 I ZM, 去 排 办 人 工 变量 , 然后 完成 阶段 的 迁 代 . 
6. 考虑 如 下 问题 ， 
max > 一 3zl 2734 32s 
$t. 2ri r2 3-2 
riri r3—6 
f. 3zl + 4za 224 — 8 
zi, 2, 25 20 
(o) 说 明 , 阶段 T 以 两 个 零 人 工 变 量 终止 在 基本 解 中 (为 方便 起 见 ， 使 用 TORA). 
(b) 说 明 , 在 阶段 T 的 最 后 用 第 5(b) 题 , 两 个 零 人 工 变量 中 只 有 一 个 可 以 变 成 非 基 变量 . 
(c) 说 明 , 不 能 在 (b) 中 变 成 非 基 变 量 的 零 人 工 变 量 所 对 应 的 原 约束 一 定 是 多 余 的 一 
因此 , 它 所 在 行 和 列 能 够 在 阶段 的 初始 表 中 一 起 去 掉 . 
AT. 考虑 下 面 的 线性 规划 ， 
max z= 3r+2r2+3r3 
st. 2ri zi Tz3<2 
3r1 +4r2+2r3>8 
Tn T2, ZT3 20 
阶段 1 结束 时 的 最 优 单纯 形 表 已 知 如 下 。 
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za E E zs 
-5 o -2 -1 Ery 
T 
o 


1 o 1 
-2 -1l -4 


= a [> |a 
= ele|x 
o «wje|x| 


请 解释 , WAIE zi zs, 2a, zs 在 阶段 结束 时 永远 不 能 为 正 值 . 因此 , 这 
些 列 可 以 在 我 们 开始 阶段 〖 之 前 被 去 掉 . 实际 上 , 除去 这 些 变量 将 问题 的 约束 方程 简化 为 
za = 2. 这 意味 着 根本 不 需要 运行 阶段 I, 因为 解 空间 简化 为 只 有 一 个 点 . 
8 考虑 线性 规划 模型 : 
min z= 2z 一 4raz 十 3ra 
s.t. 5zl 一 6zz 十 2rs >5 
一 zi 十 3zaz 十 5rzs >8 
27,571 Az € 4 
Ti 22, 23 2 0 
说 明 如 何 修改 不 等 式 约束 以 变 成 仅 需 要 使 用 一 个 人 工 变量 的 等 式 约束 (而 不 用 两 个 人 工 变 
m. , 


3.5 ”单纯 形 方法 中 的 特殊 情况 


这 一 节 考 虑 在 单纯 形 法 中 使 用 的 4 种 特殊 的 情况 . 

(1) 退化 ， (2) 可 选择 最 优 解 ; (3) 无 界 解 ; (4) 不 存在 (或 不 可 行 ) 解 . 

在 这 些 特殊 情况 的 研究 中 , 我 们 的 兴趣 有 两 个 方面 ，(1) 介绍 这 些 情况 的 理论 
解释 ; (2) 提供 相应 的 实际 解释 , 说 明 这 些 特殊 的 结果 在 现实 生活 中 意味 着 什么 . 
3.5.1 退化 


在 单纯 形 方法 可 行 性 条 件 的 应 用 中 , 最 小 比 可 能 循环 出 现 , 可 以 随意 打破 这 种 
循环 . 当 这 种 情况 发 生 时 , 至 少 有 一 个 基 变量 在 下 一 次 迭代 中 变 为 零 , 并 称 新 的 解 
是 退化 的 (degenerate). 

关于 退化 解 没 有 什么 好 令 人 惊讶 的 , 除了 在 理论 上 有 些 不 方便 以 外 , 这 种 不 方 
便 是 产生 循环 (cycling), 这 一 点 我 们 将 在 后 面 讨论 . 从 实用 的 观点 来 看 , 下 条 件 揭 
示 了 模型 至 少 有 一 个 多 余 的 约束 . 我 们 用 一 个 数值 例子 , 来 更 加 深入 理解 退化 对 实 
际 与 理论 两 方面 的 影响 . 

例 3.5-1 (退化 的 最 优 解 ) 


max z= 371+9r2 
$t zı +472 «8 
Tı 十 272 <4 

Tı, 2220 
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已 知 松弛 变量 zs 和 zu, 下 表 给 出 了 问题 的 单纯 形 迭 代 : 


E * zi z2 zs za 解 
o z s E] o D D 
r2 进 基 zs 1 4 1 0 8 
zs NA a 2 o 1 4 
1 z E o F [] 18 
ETT 2 1 1 i o 2 
24 NAE z H o ET 1 | 1 
z z o D] 1 i 18 
(最 优 什 ) z o 1 n E: 2 
n 1 o t 2 mm 


在 迭代 0 中 , zs 和 zs 均 可 以 是 离 基 变 量 , Ze 1 构成 退化 , 因为 基 变 量 rs 
出 现 零 值 . 再 一 次 迭代 后 , 达到 最 优 值 . 

退化 的 实际 含意 是 什么 呢 ? 看 图 3.7 的 图 解法 . 有 3 条 线 通过 最 优点 (zi = 0， 
za = 2)， 因 为 这 是 一 个 二 维 问题 , 其 点 是 超 定 的 , 而 且 这 些 约束 中 的 一 个 是 多 余 
107. 在 实际 中 , 了 解 一 些 资源 是 多 余 的 , 这 一 信息 在 解 的 执行 过 程 中 可 能 是 有 价值 
的 . 这 个 信息 还 可 以 引导 发 现 模型 构造 中 的 缺陷 . 不 幸 的 是 , 没有 有 效 的 计算 技巧 
直接 从 表 中 识别 多 余 的 约束 . 


图 3.7 例 3.5-1 中 的 线性 规划 退化 


从 理论 的 观点 来 看 , 退化 有 两 种 含意 . 第 一 个 是 循环 的 现象. 看 单纯 形 的 迭代 

1 和 和 迭代 2, 你 将 注意 到 目标 值 没 有 改进 (z = 18). 因此 , 单纯 形 方法 有 可 能 进入 一 
个 重复 迭代 的 序列 , 永远 不 改进 目标 值 , 也 永远 不 满足 最 优 性 条 件 (见习 题 3.5A 的 
第 4 8). 尽管 有 消除 循环 的 方法 , 但 这 些 方法 会 导致 计算 速度 迅速 降低 . 针对 这 个 
原因 , 大 多 数 线性 规划 程序 不 包括 处 理 循环 的 对 策 , 它 依赖 于 这 样 一 个 事实 , BOR 
(D 多 余 约束 一 般 蓝 汉 着 该 约束 可 以 被 除去 但 并 不 影响 可 行 解 空间 ， 有 时 会 被 引用 的 反例 是 ny <1, 
z21,y20. 这 里 除去 任何 一 个 约 东 将 改变 可 行 空间 , 它 从 一 个 点 变 成 一 个 区 域 . 然而 , 即便 解 空 


间 只 由 单个 的 可 行 点 组 成 , 这 也 足以 说 明 这 个 条 件 是 真实 的 了 , 虽然 这 种 情况 极 不 可 能 出 现在 现实 
的 线性 规划 中 . 
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环 在 实际 应 用 中 几乎 是 不 可 能 出 现 的 . 

第 二 个 理论 点 出 现在 迭代 1 AAR 2 的 检验 中 . 两 个 选 代 , 尽管 对 变量 的 基 与 
非 基 的 分 类 不 同 , 但 对 于 所 有 的 变量 和 目标 值 都 产生 同样 的 值 , 即 

2,70, Tz2=2, z4 70, z, 70, z—18 

dE 1( 退 化 第 一 次 出 现 的 时 候 ) 是 否 可 以 停止 计算 , 即使 它 不 是 最 优 值 ? 答 
案 是 否定 的 , 因为 解 可 以 像 习题 3.5A 中 第 2 题 演示 的 那样 , 是 暂时 退化 的 . 
习题 3.5A 
4 考虑 图 3.8 的 图 形 解 空间 ， 假 定单 纯 形 选 代 在 A 处 开始 , 最 优 解 出 现在 点 D 处 . 进一步 

假定 目标 函数 定义 如 下 , 在 点 A 处 , ri 首先 进入 解 . 


(a) (在 图 形 上 ) 找 出 由 到 达 最 优点 的 单纯 形 法 路 径 所 确定 的 角 点 . 
(b) 确定 到 达 最 优点 时 单纯 形 选 代 所 需 的 最 大 可 能 次 数 , 假定 没有 循环 . 


图 3.8 习题 3.5A 第 1 题 的 解 空间 


2. 考虑 如 下 线性 规划 : 
max z—3zi 272 
st. 4- z;«8 
Anzi 322 < 12 
An za 和 8 
zi 2320 
(a) 说 明 , AREE AL AUDI FURERTRGB L0 (为 方便 起 见 , 可 以 用 TORA). 
(b) 用 图 形 方法 求解 问题 来 验证 这 一 结果 (这 里 可 以 用 TORA 的 图 形 模式 ) 
3. TORA 实验 . 考虑 第 2 题 的 线性 规划 . 
(a) 用 TORA ERMAR. 达到 最 优 值 需要 多 少 次 选 代 ? 
(b) 交换 约束 (1) 和 约束 (3), 并 用 TORA 重 解 该 问题. 解 此 问题 需要 多 少 次 渤 代 ? 
(c) 解释 为 什么 (a) 和 (b) 的 选 代 次 数 是 不 同 的 - 
4. TORA 实验 . 考虑 如 下 线性 规划 (由 E. M. Beale 构造 的 循环 例子 )- 
max z= $zi— 2072 + $ra — 674 
st. bno-8m— Ta+ 9r <0 


106 433 单纯 形 方法 和 有 灵敏度 分 析 


in-122 — $73+3r4 < 0 
Ts <1 
Zi, Tn za 24> 0 


人 Ton e REEDIE| x, s ING - E | 
-= M 接 下 来 用 命令 NE "fun RAPER (不 能 用 
因为 单纯 形 法 将 产生 不 确定 的 循环 ). 你 将 注意 到 , EB 0 处 , 初始 的 
所 有 松弛 基本 可 行 解 将 完全 相同 地 重复 出 现在 选 代 6 中 . 这 个 例子 说 明了 , 在 单纯 形 法 的 
迭代 中 可 能 会 发 生 循环 , 算法 也 可 能 会 永远 不 会 收敛 到 最 优 解 . 
有 趣 的 是 , 在 这 个 例子 中 , 如 果 在 这 个 线性 规划 的 所 有 系数 都 乘 以 适当 的 倍数 而 转换 
成 整数 值 , 循环 将 不 再 出 现 . 
3.5.2 ”可 选择 最 优 解 
当 目 标 函 数 平行 于 非 宛 余 的 紧 约 柬 (binding constraint) ( 即 在 最 优 解 处 作为 方 
程 而 被 满足 的 约束 ) 解 , 目标 函数 可 以 在 多 于 一 个 解 点 处 有 相同 的 最 优 值 ， 因此 产 
生 可 选择 最 优 解 . 下 面 的 例子 显示 有 无 穷 个 这 样 的 解 , 并 说 明 遇 到 这 种 解 的 实际 意 
K 
例 3.5-2 (无 穷 多 个 解 ) 
max z-2z,- 4r; 
$t r2: «5 
zy 2&4 
21, 2220 
图 3.9 演示 了 当 目标 函数 平行 于 某 个 紧 约束 时 , 可 选择 最 优 解 如 何 出 现在 线性 
规划 模型 中 . 线段 BC 上 任意 一 点 都 表示 了 具有 相同 目标 值 > = 10 的 可 选择 最 优 
M. 


图 3.9 EA 332 中 线性 规划 的 可 选择 最 优 解 
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模型 的 迭代 由 下 表 给 出 - 


AR * zi za zs z: 
0 z 
za 进 基 z3 
zs 离 基 za 
1( 最 优 值 ) z 
z, 进 基 z 
z 

zi 


* 


PLL 
2( 可 选择 
最 优 解 ) 


Led 
wr- Bless. 


迭代 1 给 出 了 最 优 解 z1 = 0, rz = $ M z = 10, 它 与 图 3.9 的 点 B 相 一 致 .我 
们 如 何 从 这 个 表 中 知道 可 选择 最 优 解 存在 昵 ? 看 一 看 迭代 1 中 > 行 方程 非 基 变量 
的 系数 . 非 基 变量 zi 的 系数 是 零 , 表明 zi 可 以 进入 基本 解 而 不 会 改变 z 值 , 但 会 
引起 变量 值 的 改变 . 迭代 2 正 是 这 种 情况 — 令 zi 进入 基本 解 并 迫使 zx4 离 基 . 
新 的 解 点 出 现在 Clr: = 3, ra = 1, z = 10) 4b. (TORA 的 MEGEN 选项 允许 你 
一 次 确定 一 个 可 选择 最 优 解 .) 

单纯 形 方法 仅 能 确定 两 个 角 点 B 和 C. 从 数学 角度 来 说 , 我 们 能 够 确定 线段 
BC 上 所 有 的 点 (z1,zx2) 作为 点 B M C 的 非 负 的 加 权 平 均 . 因此 , 已 知 


B: m-0 n=$ 


€: z=3, z2=1 


则 线段 BC 上 所 有 的 点 由 如 王 式 子 给 出 
& =a(0) + (1 -a)(3) =3— 3a 
ŝr=a(§) + (1 -a)(1)=1 + ĝa j SEES 


当 a = 0, (1,22) = (3,1), 它 是 点 C. 4 a = 1, (21,22) = (0, $), EB. 对 
于 a 在 0 到 1 之 间 , (2,22) RET. B 8I C 之 间 . 
评注 “在 实践 中 , 可 选择 最 优 解 是 有 用 的 , 因为 我 们 可 以 从 许多 解 中 选择 而 不 会 损 
害 目标 值 . 例如 , 在 前 面 的 例子 中 , 在 B 处 显示 , 只 有 第 2 项 活动 是 正 值 ; 而 在 C 
处 , 两 项 活动 均 取 正 值 . 如 果 例 子 描述 的 一 种 产品 混合 情形 , 生产 两 种 产品 比 生产 
一 种 产品 对 于 满足 市 场 竞争 或 许 更 有 优势 .在 这 种 情况 下 , 在 C 处 的 解 可 能 更 吸 
引信. 
习题 3.5B 


*1, 对 于 如 下 线性 规划 , 找 出 3 个 可 选择 最 优 基本 解 , 然后 写 出 由 这 3 个 基本 解 所 组 成 的 所 有 
非 基本 可 选择 最 优 解 的 一 般 表达 式 . 
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max = 一 zl 十 2ra 十 3zs 
st. zı +2zr2 + 32s < 10 
pm «5 

z «1 

mi T2, 33> 0 


Ho 尽管 问题 有 多 于 3 个 的 可 选择 基本 最 优 解 , 你 只 需 找 出 其 中 的 3 个 . 为 方便 起 见 , 可 
以 使 用 TORA. 


2. 求解 如 下 线性 规划 ; 
max z=2zr; — z2 + 3rs 
sit. zı — z2 +5z3 < 10 
27i — z2 + 32s < 40 
mi a 3920 


根据 最 优 单纯 形 表 , 证 明 所 有 可 选择 最 优 解 并 不 是 角 点 ( 即 是 非 基本 解 ) 给 出 这 种 解 空间 
^ 的 一 个 二 维 图 形 的 解 空间 与 目标 函数 的 典型 示例 .( 为 方便 起 见 , 可 以 用 TORA). 
3. 对 于 如 下 线性 规划 , 说 明 最 优 解 是 退化 的 , 并 且 没有 一 个 可 选择 解 是 角 点 (为 方便 起 见 , 可 
以 用 TORA). 


max z=3r +z 
st. z, +2r3 <5 
Tib 2 一 z&&2 
Tri 322 — 525 < 20 
Zi, za, 33> 0 


3.5.3 无 界 解 


在 一 些 线性 规划 中 , 可 以 无 限制 地 增加 变量 的 值 但 不 破坏 任何 一 个 约束 , 这 意 
味 着 解 空间 至 少 有 一 个 变量 是 无 界 的 . 其 结果 是 , 目标 值 可 以 无 限制 地 增加 ( 求 极 
大 的 情况 ) 或 减少 ( 求 极 小 的 情况 ). 在 这 种 情况 下 , 解 空间 和 最 优 目标 值 都 是 无 界 
的 . 

出 现 无 界 点 可 能 是 由 于 模型 构造 得 不 合理 .在 此 类 模型 中 最 大 可 能 的 缺陷 是 
一 个 或 多 个 非 多 余 约束 没有 考虑 在 内 , 一 些 约 东 的 参数 (常数 ) 可 能 没有 得 到 正确 
的 估计 . 

下 面 的 例子 说 明 , 如 何 能 够 在 单纯 形 表 中 发 现 解 空间 和 目标 值 均 上 无 界 的 情 
况 . 
例 3.5-3 (无 界 目标 值 ) 


max = 一 271 十 Z2 
s.t. zı- z2 <$ 10 
2n «40 

Zi, 2220 
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x zi za za 解 

z E 0 0 
ES 1 o 10 
za 2 o 1 w 


在 初始 表 中 , z 和 za 均 有 负 的 行 系数 . 因此 , 任 一 个 变量 都 能 够 改进 解 . 因 
为 zt 有 最 负 的 系数 , 通常 选择 它 为 进 基 变 量 . 然而 , 在 ra 下 方 所 有 约 来 的 系数 (也 
就 是 可 行 性 条 件 比 的 分 母 ) 是 负 的 或 零 . 这 意味 着 没有 离 基 变 量 , 而 且 zz 能 够 无 
限制 地 增加 而 不 破坏 任何 约束 (与 图 3.5 中 最 小 比 的 图 形 解释 相 比较 ) 因为 z 每 
增加 一 个 单位 , 将 增加 1, zz 增加 至 无 穷 将 导致 > 增加 至 无 穷 . 因此 , 问题 无 有 界 
解 . 这 个 结果 可 以 在 图 3.10 中 看 到 . 在 z2 方向 , 解 空间 是 无 界 的 , 并 且 * 值 能 够 
无 限制 地 增加 . 


初始 迭代 


e 


图 310 8435-3 中 线性 规划 的 无 界 解 
评注 “如 果 我 们 严格 地 应 用 最 优 性 条 件 让 zi 进 基 , 将 发 生 什么 ? 回答 是 , 其 随后 
的 单纯 形 表 后 将 最 终 导致 进 基 变 量 与 z 具有 相同 的 特性 , 见习 题 3.5C 的 第 1 题 . 
习题 3.5C 


1. TORA 实验 . 用 TORA 的 到 | 选项 求解 例 3.5-3, 并 说 明 尽管 解 以 z， 作为 进 基 
变量 开始 (由 最 优 性 条 件 ), 单纯 形 算法 将 最 终 指向 一 个 无 界 解 . 
*2. 考虑 线性 规划 : 
max z 一 20rl  l0z2 十 zs 
$t. 3rı — 322-525 < 50 
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T + z3<10 
zi — z2 十 4zs 和 20 
zi r2, Z3 20 
(a) 观察 约束 , 确定 解 空间 无 界 的 方向 (z; 、z 或 za)- 
(b) 不 作 进一步 的 计算 , 你 能 够 得 到 关于 最 优 目标 值 的 结论 是 什么 ? 
3. 在 一 些 病态 构造 的 线性 规划 模型 , 即使 问题 可 以 有 一 个 有 界 的 目标 值 , 解 空间 也 可 以 是 无 


JH. 这 种 情况 的 发 生 仅 指明 模型 的 构造 有 缺陷 . 在 大 型 问题 中 , 靠 观 察 发 现 无 界 可 能 是 困 
难 的 . 设计 一 种 确定 解 空间 是 否 无 界 的 方法 . 


3.5.4 RITR 


具有 不 相 容 约束 的 线性 规划 模型 没有 可 行 解 . 假如 所 有 的 约束 都 是 < 类 型 并 
具有 非 负 的 右 端 项 , 则 这 种 情况 将 永远 不 会 出 现 , 因为 松弛 变量 提供 了 一 个 可 行 解 . 
对 于 其 他 类 型 的 约束 , 我 们 使 用 人 工 变量 . 尽管 在 目标 函数 中 惩罚 人 工 变 量 迫使 它 
们 在 最 优 值 处 取 零 , 这 仅 当 模型 有 可 行 空间 时 才能 够 发 生 . 否则 , 至 少 有 一 个 人 工 
变量 在 最 优 迭 代 中 取 值 为 正 . 从 实践 的 观点 来 看 , 不 可 行 解 空间 表明 模型 的 构建 有 
可 能 是 不 正确 的 . 

例 3.5-4 (不 可 行 解 空间 ) 


考虑 如 下 线性 规划 : 
max 2 = 32; 十 272 
st. 2rl z2 «2 
32; 42 > 12 
zw 2220 
对 于 人 工 变量 R 使 用 惩罚 M = 100, 下 表 提 供 了 模型 的 单纯 形 和 迭代 . 
Ed 基 zi E za zs R " 
o =z 0 a 100 0 0  -120 
2 进 基 zs 2 1 D 1 0 2 
zs 离 基 R 3 4 -1 0 1 12 
1 z 501 90 —d1 42 0 Z396 
( 伪 最 优 解 ) L3 2 1 0 1 o 2 
$ D Ee 2 i 图 


最 优选 代 1 显示 人 工 变量 R 取 值 为 自 (= 4), 它 表明 问题 不 可 行 . 图 3.11 演示 
了 不 可 行 解 空间 . 由 于 允许 人 工 变量 是 正 的 , 单纯 形 方法 实际 上 已 经 将 不 等 式 的 方 
向 颠倒 , 从 32; + 4z2 > 12 变 为 3z + 4r; < 12( 你 将 如 何 解释 ?). 这 个 结果 我 们 称 
为 伪 最 优 (pseudo-optimal) f. 
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图 3.11 例 3.5-4 的 不 可 行 解 


习题 3.5D 


"1. Toolco 公司 生产 3 种 类 型 的 工具 T1, T2, T3. 按照 下 表 的 数据 使 用 两 种 原料 MI 和 M2 
生产 这 些 工具 : 


原料 每 件 工具 需要 原料 的 单位 数 
Ti T2 T3 
MI 3 5 6 


M2 5 3 4 


原料 M1 和 M2 的 日 可 利用 量 分 别 是 1 000 个 单位 和 1 200 个 单位 . 市 场 部 门 通知 生产 
经 理 , 根据 他 们 的 研究 , 对 这 3 种 工具 的 日 需求 量 至 少 是 500 个 单位 .生产 部 门 能 够 满足 
需要 吗 ? 如 果 不 能 , Toalco 将 最 多 能 够 提供 这 3 种 工具 各 多 少 ? 


2. TORA 实验 . 考虑 如 下 线性 规划 模型 : 
max z = 3r; + 212 + 3r3 
$t 2n ori za<2 
31 + 4ra + 2:328 
Zi, za z3 > 0 


用 TORA eanan INEMGURNORE kR AAA TEER, COREL 
问题 有 可 行 的 最 优 解 吗 ? 


3.6 ”灵敏 度 分 析 


在 线性 规划 中 , 模型 的 参数 (输入 数据 ) 能 够 在 一 定 的 限度 内 变化 而 不 引起 最 
优 解 的 改变 . 这 些 内 容 涉 及 灵 教 度 分 析 , 而 这 正 是 这 一 节 的 主题 .后面 的 第 4 章 将 
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研究 后 最 优 分 析 , 它 讨论 在 输入 数据 中 做 特定 的 变化 后 如 何 得 到 新 的 最 优 解 . 

在 线性 规划 模型 中 , 参数 通常 不 是 精确 的 . 借助 于 灵敏 度 分 析 , 我 们 能 够 探索 
这 种 不 确定 性 对 最 优 解 在 质 方面 的 影响 . 例如 , 对 于 某 种 产品 估计 的 单位 利润 , 如 
果 灵 敏 度 分 析 揭示 在 单位 利润 改变 +10% 的 情况 下 最 优 解 保持 不 变 , 那么 我 们 就 
可 以 得 到 这 样 的 结论 , 最 优 解 比 不 变 范围 仅 是 +1% 的 情况 更 稳健 . 

我 们 以 更 具体 的 图 解法 开始 来 解释 灵敏 度 分 析 的 基本 原理 ， 然 后 可 以 把 它 扩 
充 到 使 用 单纯 形 表 的 一 般 线性 规划 问题 . 


3.6.1 ”图 形 灵敏 度 分 析 


这 节 演 示 灵 敏 度 分 析 的 一 般 概念 . 将 考虑 两 种 情况 : 

(1) 最 优 解 对 于 资源 的 可 利用 性 ( 约 东 的 右 端 项 ) 变化 的 灵敏 度 分 析 . 

(2) 最 优 解 对 于 单位 利润 或 单位 费用 (目标 函数 的 系数 ) 变化 的 灵敏 度 分 析 . 

以 二 维 变量 图 解 线性 规划 问题 作为 例子 , 来 分 别 考虑 上 述 两 种 情况 . 
例 3.6-1 ( 右 端 项 的 变化 ) 

JOBCO 公司 在 两 台 机 器 上 生产 两 种 产品 . 1 个 单位 的 产品 1 需要 2 小 时 机 器 
1 和 1 小 时 机 器 2; 对 于 产品 2, 1 个 单位 需要 1 小 时 机 器 1 和 3 小 时 机 器 2. 每 个 
单位 产品 1 和 产品 2 的 收益 分 别 是 30 美元 和 20 美元 . 每 台 机 器 总 的 日 可 加 工时 
间 是 8 小 时 . 

令 zl 和 za 分 别 表示 产品 1 和 产品 2 的 日 产量 , 则 线性 规划 模型 给 出 如 下 : 


max z = 30r, + 209 
st. 271 十 z2 < 8 (机 器 1) 
zi+3za<8 (机 器 2) 

2, 2220 


图 3.12 解释 了 当 机 器 1 的 工作 能 力 发 生 改变 对 最 优 解 的 变化 . 如 果 日 工作 能 力 从 


8 小 时 增加 到 9 小 时 , 新 的 最 优 解 将 在 点 G 出 现 . 把 机 器 1 的 工作 能 力 由 8 小 时 
改变 到 9 小 时 , 所 得 到 的 最 优 值 的 变化 率 可 由 如 下 方法 计算 : 


机 器 工 增加 1 
小 时 工作 能 力 产 | ”scG-zc _ 142-128 _ iof 
生 收益 的 变化 率 | TERDEE o8 一 14.00( 美 元 /小 时 ) 

(点 C 变 到 6G) 


计算 出 的 变化 率 提供 了 模型 的 输入 (资源 ) 和 它 的 输出 (总 收益 ) 的 直接 联系 , 表 
示 成 资源 的 单位 价值 (unit worth of a resource)( 美 元 /小 时 ), 即 资源 可 用 性 (机 器 
能 力 ) 的 单位 变化 引起 最 优 目标 函数 值 的 变化 ， 这 意味 着 机 器 1 的 能 力 增加 ( 减 
少 )1 个 单位 将 增加 (减少 ) 收益 14 美元 . 尽管 资源 的 单位 价值 是 目标 函数 变化 率 
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图 3.12 ”最 优 解 对 于 改变 资源 可 用 量 (约束 的 右 端 项 ) 的 图 形 灵敏 度 


的 恰当 描述 , 然而 它 在 技术 上 的 名 称 是 对 偶 价 格 (dual price) 或 影子 价格 (shadow 
price), 它们 是 现 有 线性 规划 文献 和 所 有 软件 包 中 的 标准 用 语 , 因此 , 本 书 也 将 沿用 
这 些 名 称 . 

从 图 3.12 中 可 以 看 出 , 当 机 器 1 工作 能 力 变化 (增加 或 减少 ), 即 其 约束 平行 
移动 到 线段 BF 的 任何 一 点 时 , 每 小 时 14 美元 的 对 偶 价格 仍然 有 效 . 这 意味 着 , 可 
以 按 下 式 计算 出 给 定 对 偶 价 格 的 适用 范围 : 


机 器 1 工作 能 力 的 最 小 值 (在 点 B= (0,2.67)】〗 = 2x0+1x2.67= 2.67 小 时 
机 器 1 工作 能 力 的 最 大 值 [在 点 FF = (8,0)] 2x8+1x0=16 小 时 
此 , 我 们 能 得 到 如 下 结论 , 每 小 时 14 美元 的 对 偶 价格 将 在 如 下 区 域 保持 不 变 : 
2.67 小 时 < 机 器 1 的 工作 能 力 <16 小 时 


在 这 个 区 域外 变化 将 产生 不 同 的 对 侦 价格 (每 单位 价值)- 

用 类 似 的 计算 , 可 以 验证 , 机 器 2 工作 能 力 的 对 偶 价格 是 每 小 时 2 美元 , 它 在 
如 下 区 域内 变化 (增加 或 减少 ) 时 保持 不 变 , 即 约束 平行 移动 到 线段 DE 的 任意 一 
点 时 , 这 产生 下 面 的 限制 区 域 : 


机 器 2 工作 能 力 的 最 小 值 [在 点 D = (4.0j=1x4+3x0= 4 小 时 
机 器 2 工作 能 力 的 最 大 值 在 点 已 = (0,8)) 1x 04 3x 8 — 24 小 时 
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结论 是 , 对 于 机 器 2, 每 小 时 2 美元 的 对 偶 价格 将 在 如 下 区 域 保持 可 适用 : 

4 小 时 < 机 器 2 的 工作 能 力 «24 小 时 
机 器 1 和 机 器 2 计算 出 的 限制 称 为 可 行 性 区 域 (feasibility range). 所 有 软件 包 均 提 
供 关于 对 偶 价 格 与 可 行 性 区 域 的 信息 . 3.6.4 节 说 明了 如 何 用 AMPL, Excel 规划 求 
解 和 TORA 生成 这 些 信息 . 

关于 线性 规划 问题 , 对 偶 价 格 能 够 作出 相应 的 经 济 决策 , 如 下 列 问题 所 示 : 

问题 1 如 果 JOBCO 能 够 增加 两 种 机 器 的 能 力 , 哪 种 机 器 应 该 有 更 高 的 优先 
权 ? ’ 

机 器 1 和 机 器 2 的 对 偶 价格 分 别 是 14.00 美元 /小 时 和 2.00 美元 /小 时 . 这 意 
味 着 , 机 器 1 增加 1 小 时 将 增加 14 美元 的 收入 , 但 机 器 2 只 有 2.00 美元 . 因此 , 优 
先 权 应 该 是 机 器 1. 

问题 2 一 项 建议 提出 , 要 以 10 美元 /小 时 的 额外 费用 增加 机 器 1 和 机 器 2 的 
能 力 , 这 项 建议 可 取 吗 ? 

对 于 机 器 1, 每 小 时 附加 净 收 入 是 14.00 — 10.00 = 4.00 美元 ; 然而 对 于 机 器 2, 
净 收 入 是 2.00 — 10.00 = —8.00 美元 . 因此 , 只 有 机 器 1 应 该 增加 . 

问题 3 如 果 机 器 1 的 工作 能 力 从 现 有 的 8 小 时 增加 到 13 小 时 , 这 项 增加 将 
如 何 影响 最 优 收益 ? 

对 于 机 器 1 的 对 偶 价格 是 14.00 美元 , 并 在 [2.67, 16] 小 时 的 区 域内 适用 . 所 提 
出 的 增加 到 13 小 时 落 在 可 行 区 域内 . 因此 , 收入 的 增加 量 是 14.00(13 一 8) = 70 美 
元 , 这 意味 着 总 收入 将 增加 到 (当前 收益 + 收益 的 变化 )= 128 + 70 = 198 美元 . 

问题 4 假定 机 器 1 的 工作 能 力 可 增加 到 20 小 时 , 这 项 增加 将 如 何 影响 最 优 
收益 ? 

所 提出 的 这 项 改变 已 超出 了 [2.67, 16) 小 时 这 个 保持 对 偶 价格 14.00 美元 可 适 
用 的 区 域 . 因此 , 我 们 只 能 立刻 做 出 增加 到 16 小 时 的 结论 . 超过 部 分 需要 进一步 的 
计算 才能 得 出 答案 ( 见 第 4 章 ). 记 住 , 落 在 可 行 性 区 域 之 外 并 不 意味 着 问题 没有 解 
它 只 意味 着 我 们 没有 充分 的 信息 立刻 作出 决策 . 

问题 5 我 们 知道 , 只 要 资源 的 改变 在 可 行 性 区 域内 , 最 优 目标 值 的 改变 就 等 
于 (对 偶 价格 x 资源 的 改变 ). 相应 变量 的 最 优 值 改变 了 多 少 ? 

变量 的 最 优 值 将 一 定 会 改变 . 然而 , 我 们 从 图 解 得 到 的 信息 水 平 并 不 能 充分 确 
定 新 值 . 3.6.2 节 将 从 代数 角度 介绍 灵敏 度 分 析 问 题 , 它 将 提供 这 方面 的 细节 . 


习题 3.6A 


1. 一 公司 生产 两 种 产品 A 和 B 单位 收入 分 别 是 2 美元 和 3 美元 .两 种 原料 MI 和 M2 用 
于 两 种 产品 的 生产 中 , 日 可 用 量 分 别 是 8 个 单位 和 18 个 单位 . 1 个 单位 的 产品 A 用 2 个 
单位 的 M1 和 2 个 单位 的 M2, 1 个 单位 的 产品 昌 用 3 个 单位 的 M1 和 6 个 单位 的 M2. 
(a) 确定 ML 和 M2 的 对 偶 价 格 和 它们 的 可 行 性 区 域 . 
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(b) 假定 在 每 单位 30 美 分 的 费用 下 可 额外 得 到 4 个 单位 的 MI 你 推荐 额外 购买 吗 ? 
(c) 公司 为 每 单位 M2 最 多 支付 多 少 钱 ? 
(d) 如 果 M2 的 可 用 量 增加 5 个 单位 , 确定 相应 的 最 优 收 入 . 

*2. Wild West 生产 两 种 类 型 的 牛仔 幅 . 1 型 帆 需 要 的 劳动 时 间 是 2 TOS 2 倍 . 如 果 所 有 的 
可 用 劳动 时 间 全 部 用 于 生产 2 W, 公司 一 天 能 生产 总 共 400 顶 . 对 于 这 两 种 类 型 的 帽子 
市 场 限制 分 别 是 每 天 150 项 和 200 W. 收入 是 每 项 1 型 帽 8 美元 , 2 AM 5 美元 . 

(a) 用 图 解法 确定 最 大 收入 下 的 每 种 类 型 帽子 的 数量 . 

(b) 确定 生产 能 力 的 对 偶 价格 (依照 2 型 帽 计算 ) 和 它 的 可 用 区 域 . 

(c) 如 果 关于 1 型 帽 的 限制 减少 到 120 W, 用 对 侦 价格 确定 最 优 收入 的 相应 效果 . 

(d) 2 型 由 的 市 场 份额 的 对 偶 价 格 是 多 少 ? 按照 对 每 项 帽子 计 算出 的 价值 , 市 场 份额 能 够 
增加 多 少 ? 


例 3.6-2 (目标 系数 的 变化 ) 

图 3.13 显示 了 例 3.6-1 提出 的 JOBCO 问题 的 图 解 空间 ， 最 优 值 出 现在 点 
C(zi = 3.2, za = 1.6, z = 128) 处 . 收入 单位 数 的 变化 ( 即 目 标 函 数 的 系数 ) 将 改变 
z 的 斜率 . 然而 , 正如 从 图 形 中 看 到 的 , 只 要 目标 函数 位 于 直线 BF 和 直线 DE 之 
Ti], 最 优点 将 保持 在 点 C, 这 2 个 约束 确定 了 最 优点 . 这 意味 着 存在 一 个 关于 目标 
函数 系数 的 区 域 , 在 这 个 区 域内 最 优 解 在 C 处 保持 不 变 . 


p 


图 313 最 优 解 对 于 改变 收入 单位 数 (目标 函数 的 系数 ) 的 图 形 灵敏 度 


116 PIF 单纯 形 方法 和 灵 教 度 分 析 


可 以 写 出 目标 函数 的 一 般 形式 : 
max z= cT] 0022 


现在 想象 , 直线 > 在 C 处 转动 , 并 且 它 能 够 沿 顺 时 针 方向 和 逆 时 针 方 向 旋转 . 最 优 
解 始终 保持 在 点 C, 只 要 z = cir, +cazz 介 于 直线 z1 +322 = 8 和 直线 271+z2 = 8 
之 间 . 这 意味 着 比值 和 可 以 在 寺 与 之 间 变 化 , 这 产生 下 列 条 件 : 
i«2«2 m oss«2«2 
六 1 c2 
这 个 信息 能 够 直接 提供 有 关 最 优 解 的 答案 , 如 下 列 问 题 所 示 : 
问题 1 假设 产品 1 和 产品 2 的 单位 收入 分 别 改 变 到 35 美元 和 25 美元 . 当 
前 的 最 优 解 保持 不 变 吗 ? 
新 的 目标 函数 是 
max 2 = 35r; + 2512 
解 在 C 处 将 保持 最 优 , 因为 S = 器 = 1.4 保持 在 最 优 性 区 域 ,2] 之 内 . 当 比 值 
落 在 这 个 区 域 之 外 , 需要 增加 额外 的 计算 来 求 出 新 的 最 优 解 ( 见 第 4 章 ). 注意 , 尽 
管 变量 在 最 优点 C. 的 值 保持 不 变 , z 的 最 优 值 变 到 35 x (3.2) + 25 x (1.6) = 152.00 
美元 . 
问题 2 假定 产品 2 的 单位 收入 固定 在 当前 值 o? = 20.00 美元 上 . 相应 于 ci, 
也 就 是 产品 1 的 单位 收入 保持 最 优 值 不 变 的 区 域 是 什么 ? 
在 条 件 3 < à < 2 中 替换 o = 20, 我 们 得 到 


ix20€«a «2x20 


或 
6.67 < c € 40 


这 个 区 域 称 为 ck 的 最 优 性 区 域 (optimality range), 并 且 它 隐 含 地 假定 co 固定 在 
20.00 美元 
如 果 固定 c, 的 值 在 30.00 美元 , 我 们 能 够 类 似 地 确定 co 的 最 优 性 区 域 . 因此 ， 


$«o«3x3 


15«c «90 


对 于 右 端 项 的 情况 , 所 有 的 软件 包 均 提 供 最 优 性 区 域 . 3.6.4 节 将 说 明 AMPL. Excel 
规划 求解 和 TORA 如 何 产生 这 些 结果 . 


评注 尽管 这 一 节 中 的 资料 仅 处 理 二 维 变量 的 问题 , 但 这 些 结果 葛 定 了 对 一 般 线 性 
规划 进行 灵敏 度 分 析 (这 些 内 容 将 在 3.6.2 节 和 3.6.3 节 中 介绍 ) 的 基础 . 


36 REDI 117 


习题 3.6B 
1. 考虑 习题 3.6A 的 第 1 题 . 
(a) 确定 保持 最 优 值 不 变 的 ca. 的 最 优 性 条 件 - 
(b) 确定 ca 和 ca 的 最 优 性 区 域 , 假定 另 一 个 系数 在 它 当 前 值 保持 不 变 . 
(c) 如 果 ca 和 cs 的 单位 收入 分 别 同时 变 到 5 美元 和 4 美元 . 确定 新 的 最 优 解 . 
(d) 如 果 在 (c) P, 一 次 改变 一 个 收入 值 , 最 优 解 会 发 生 什么 变化 ? 
在 例 2.2-1 的 Reddy Mikks 模型 中 : 
(a) 确定 外 墙 涂料 的 单位 收入 与 内 墙 涂料 单位 收入 比 的 区 域 . 
(b) 如 果 每 吨 外 墙 涂 料 的 收入 保持 在 每 吨 5 000 美元 不 变 , 确定 保持 当前 最 优 解 不 变 的 内 
墙 涂料 的 最 大 单位 收入 - 
(c) 如 果 由 于 市 场 原因 , 内 墙 涂料 的 单位 收入 必须 降 到 3 000 美元 , 当前 最 优 产品 混合 会 
改变 吗 ? , 
*3. 在 习题 3.6A 的 第 2 题 中 : 
(a) 在 保持 当前 最 优 解 不 变 的 情况 下 , 确定 两 种 类 型 帽子 单位 收入 比 的 最 优 性 区 域 . 
(b) 使 用 由 (a) 得 到 的 信息 , 如 果 两 种 类 型 的 帽子 每 单位 收入 是 相同 的 , 最 优 解 将 如 何 变 
化 ? 
3.6.2 ”代数 灵敏 度 分 析 一 右 端 项 的 变化 


3.6.1 节 用 图 形 解 确定 了 对 偶 价格 (资源 的 单位 价值 ) 和 它们 的 可 行 性 区 域 . 本 
节 将 把 这 种 分 析 扩充 到 一 般 线性 规划 模型 ， 一 个 数值 例子 (TOYCO BUS) 将 用 于 
作 这 方面 的 介绍 . 

例 3.6-3 (TOYCO 模型 ) 

TOYCO 通过 3 种 操作 装配 3 种 玩具 一 一 玩具 火车 、 玩 具 卡 车 和 玩具 汽车 . 对 
于 这 3 种 操作 可 用 时 间 限 制 分 别 是 每 天 430 分 钟 、460 分 钟 和 420 分 钟 , 玩具 火 
车 、 玩 具 卡 车 和 玩具 汽车 的 单位 收入 分 别 是 3 美元 、 2 美元 和 5 美元 . 每 辆 玩具 火 
车 在 3 种 操作 的 装配 时 间 分 别 是 1 分 钟 、3 分 钟 和 1 分 钟 ， 每 辆 玩具 卡车 和 每 辆 
玩具 汽车 相应 的 时 间 是 (2,0, 4) 和 (1,2,0) 分 钟 ( 零 时 间 表 示 不 使 用 该 项 操作 ). 

令 my zz, zs 分 别 表示 每 天 装配 玩具 火车 、 玩 具 卡 车 和 玩具 汽车 的 单位 数量 ， 
相应 的 线性 规划 模型 如 下 : 

max z = 3z; + 272 + 573 
si. 21 十 2r2 十 za < 430 (操作 1) 


3n 十 2z3 < 460 (操作 2) 
T1 + Ar2 « 420 (操作 3) 
m) 22, 23 20 


分 别 用 za, zs, ze 表示 约束 操作 1、 操 作 2 和 操作 3 对 应 的 松弛 变量 , 最 优 表 是 
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sono 


这 个 结果 告诉 我 们 要 生产 玩具 卡车 100 辆 和 玩具 汽车 230 辆 , 但 不 生产 玩具 
火车 , 相应 的 收入 是 1 350 美元 
对 偶 价 格 的 确定 ”在 增加 松弛 变量 zt, zs, rs 后 , 模型 的 约束 可 写成 : 


Tı +2r2+ z3 + z4 = 430 (操作 1) 
32i 十 2rs 十 z5 = 460 (操作 2) 
DES + z6 = 420 (操作 3) 


ZT1 十 272 十 z3 —430— z4 (BM 1) 
3n + 223 = 460 — zs (操作 2) 
z, + Ar 2:420 — ze (操作 3) 
借助 于 这 个 表达 式 , 松弛 变量 具有 与 操作 时 间 相同 的 单位 (分钟 ) 因此 , 我 们 能 够 
说 , 在 松弛 变量 上 减少 1 分 钟 等 价 于 在 操作 时 间 上 增加 1 分 钟 . 
可 以 用 上 述 信息 从 最 优 表 的 = 方程 中 确定 对 偶 价格 : 


= 十 4zl + z4 + 2z5 + Oze =1350 
这 个 方程 可 以 写成 : 
z=1 350 — 4z; — z4 — 225 — Oze 
=1 350 — 4zl + 1(—24) 十 2( 一 zs) 十 0( 一 ze) 
已 知 松弛 变量 值 的 减少 等 价 于 在 它 的 操作 时 间 上 的 增加 , 因此 我 们 得 到 


2 —1350—4z + 1x 增加 操作 1 的 时 间 
十 2x 增 加 操作 2 的 时 间 
十 0x 增 加 操作 3 的 时 间 


这 个 方程 显示 了 (1) 在 操作 1 上 时 间 增 加 1 分 钟 z 将 增加 1 美元 ; (2) 在 操作 2 上 
时 间 增 加 1 分 钟 > 将 增加 2 美元 ; (3) 在 操作 3 上 时 间 增加 1 分 钟 > 将 不 改变 . 
概括 最 优 表 的 z 行 如 下 : 
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它 直接 产生 对 偶 价格 , 其 值 由 下 表 所 示 : 


松弛 变量 的 
资源 松弛 变量 最 优 :方程 系数 对 偶 价格 (美元 /分 钟 ) 
操作 1 za 1 1 
操作 2 zs 2 2 
操作 3 ze o 0 


操作 3 的 零 对 偶 价 格 意味 着 , 分 配给 这 个 操作 更 多 的 生产 时 间 没 有 经 济 效益 . 
这 个 结果 有 意义 , 因为 资源 已 经 充裕 了 , 证 据 就 是 , 在 最 优 解 中 与 操作 3 相对 应 的 
松弛 变量 是 正 值 (= 20). 至 于 操作 1 和 操作 2 的 每 一 个 松弛 变量 , 增加 1 分 钟 将 
分 别提 高 收入 1 美元 和 2 美元 . 对 偶 价 格 还 表明 , 当 分 配额 外 的 资源 时 , 操作 2 将 
得 到 更 高 的 优先 权 , 因为 它 的 对 偶 价格 是 操作 1 的 2 倍 . 

上 述 计算 说 明 对 偶 价 格 是 如 何 从 最 优 表 的 < 约束 中 确定 的 . 对 于 > 约束 , 相 
同 的 想法 仍然 是 可 适用 的 , 但 是 对 偶 价 格 将 与 相应 的 < 约束 的 符号 相反 . 至 于 约束 
是 等 式 的 情况 , 从 最 优 单纯 形 表 确定 对 侦 价格 需要 一 些 “ 相 关 的 ”计算 , 这 些 将 在 
第 4 章 说 明 . 

可 行 性 区 域 的 确定 ”已 确定 了 对 偶 价 格 , 下 一 步 我 们 来 说 明 如 何 确定 保持 它们 
有 效 性 的 可 行 性 区 域 . 令 Di, Da, Ds 分 别 是 分 配给 操作 1、 操 作 2 和 操作 3 的 每 
天 生产 时 间 的 改变 量 ( 正 的 或 负 的 ). 模型 可 写成 如 下 形式 : 


max z = 311 222 + 523 
s.t. 1 十 272 十 z3 € 430+ D; (操作 1) 
3z1 十 2z3 < 460 + Da (操作 2) 
miro < 420-- Ds (操作 3) 

Zi, za， 23 20 


我 们 将 考虑 同时 发 生 改 变 的 一 般 情 况 .每 次 只 改变 一 个 变量 的 特殊 情况 将 从 这 些 
结果 中 得 到 . 

具体 方法 是 用 所 修正 的 右 端 项 重新 计算 最 优 单纯 形 表 , 然后 获得 保持 解 可 行 的 
条 件 , 即 最 优 表 的 右 端 项 保持 非 负 . 为 了 说 明 右 端 项 如 何 重新 计算 , 我 们 以 修正 解 
列 开始 , 即 在 初始 单纯 形 表 中 使 用 新 的 右 端 项 : 430+ Di、460+ Da 和 420+ Ds. 因 
此 , 初始 表 将 呈现 如 下 形式 : 
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在 Di, Da, Ds 下 的 列 与 初始 基本 列 zs, zs, ze 下 的 那些 列 是 相同 的 . 这 意味 
着 当 我 们 像 在 初始 模型 那样 完成 相同 的 单纯 形 迁 代 时 , 两 组 中 的 列 也 一 定 是 完全 相 
同 , 实际 上 , 新 的 最 优 表 将 变 成 


o 
1 
o 
o 


新 的 最 优 表 提 供 了 如 下 最 优 解 : 
z=1350+ Di - 2D? 
227100 $D; - 1D; 
237230 1D; 
26220 — 2D, + Dz + Ds 
有 趣 的 是 , 正如 前 面 说 明 的 , 新 的 = 值 确认 了 操作 1、 操 作 2 和 操作 3 的 对 偶 价格 
分 别 是 1, 2, 0. 
只 要 所 有 变量 非 负 , 则 当前 解 保持 可 行 , 这 就 导出 下 列 可 行 性 条 件 : 
xz2=100+$D1—3D2>0 
z3=230+#D2 >0 
z6=20 — 2D; + Dz + D3 > 0 
任意 同步 改变 Di, Da, Ds, 只 要 满足 这 些 不 等 式 , 都 将 保持 解 可 行 . 如 果 所 有 的 条 
件 都 满足 , 则 可 在 上 述 等 式 中 通过 直接 替换 Di, Do, Ds 来 找到 新 的 最 优 解 . 
为 解释 这 些 条 件 的 使 用 , 假定 对 于 操作 操作 2 和 操作 3 的 可 利用 生产 时 间 分 
别 是 480 分 钟 、440 分 钟 和 410 分钟. 则 D; = 480—430 = 50, D = 440—460 = —20, 
Ds = 410 — 420 = —10. 在 可 行 性 条 件 中 作 蔡 换 , 我 们 得 到 


22—100--3(50)— 1(-20) = 130 > 0 (可 行 ) 
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23230-- 1(-20) = 220 > 0 (可 行 ) 
zg—20—2(50)--(-20)--(-10) = -110 < 0 (不 可 行 ) 
计算 表明 ze < 0, 因此 , 当前 解 并 没有 保持 可 行 . 需要 额外 的 计算 才能 得 出 新 的 解 . 
这 些 计算 将 在 第 4 章 中 后 最 优 分 析 中 讨论 . 
另 一 种 方法 是 , 如 果 资 源 的 变化 使 得 D; = —30, Da = 一 12, Ds = 10, W 
zx2=100+#(-30) - 1(-12) = 88 > 0 (917) 
253—230 + (712) = 224 > 0 (可 行 ) 
ze=20 一 2(-30)+ (—12) + (10) =78>0 (可 行 ) 
新 的 可 行 解 是 z2 = 88, za = 224, ze = 78, H z = 3(0)+2(88) + 5(224) = 1 296 美元 
注意 , 最 优 目标 值 还 可 以 用 如 下 的 方法 计算 : = = 1 350 + 1( 一 30) + 2(-12) = 1 296 
美元 . 
给 出 的 条 件 可 以 专门 用 于 产生 各 自 的 可 行 性 区 域 , 也 就 是 一 次 只 改变 一 种 资源 
的 变化 结果 (正如 3.6.1 节 所 定义 的 ). 
情况 1 把 操作 1 的 时 间 从 460 分 钟 改变 到 (460 + D1) 分 钟 , 这 一 变化 等 价 
于 在 同步 条 件 中 竹 Da = Ds = 0, 得 到 
22710--4Di 20 =D; > -200 


= -200 < D, «10 
25720-2D,20 =D; <10 
情况 2 把 操作 2 的 时 间 从 430 分 钟 变 成 (430 + Da) DA. 这 一 变化 等 价 于 
在 同步 条 件 中 置 D, = Ds = 0, 得 到 
z2=100-ł}D2>0 = Dz<400 
z3=230+}D2>0 = Dz> 400 | = -20 < D; < 400 
z6=20+D:>0 = D> -20 
情况 3 把 操作 3 的 时 间 从 420 分 钟 变 成 (420 + Da) 分 钟 . 这 一 变化 等 价 于 
在 同步 条 件 中 置 Di = D = 0, 得 到 
z2=100>0 
z3=230>0 = -20€ D < oo 
257204 Ds 20 
对 于 TOYCO 模型 , 我 们 现在 可 以 概括 对 偶 价格 和 可 行 性 区 域 如 下 ”: 


QD 能 够 利用 的 线性 规划 软件 包 通 常 给 出 这 个 信息 作为 标准 输出 . 实际 上 , 没有 软件 提供 同步 条 件 的 所 
有 情形 , 大 概 因 为 它们 的 显示 太 麻烦 了 , 特别 是 对 于 大 型 线性 规划 问题 - 


122- 第 3 章 ， 单纯 形 方法 和 灵 教 度 分 析 


REGE ER 

资源 对 偶 价 格 可 行 性 区 域 xu E i 
Al 1 -20 < D, <10 290 430 440 
操作 2 2 20 < Da < 400 m 440 860 
操作 3 0 —20 € Ds « oc 400 420 Lj 


我 们 一 定 要 注意 , 对 于 任何 保持 解 可 行 的 同步 改变 , 即使 这 种 改变 已 超出 了 各 
自 的 可 行 性 区 域 , 对偶 价格 仍然 是 可 适用 的 ， 例 如, 改变 量 D, = 30, D; = —12, 
Ds = 100 仍然 保持 解 可 行 , 尽管 Di = 30 超出 了 可 行 性 区 域 -200 < Di < 10, iE 
如 下 面 计算 显示 : 


227100 + (30) - 1(-12) = 118>0 (可 行 ) 
157230 + 1(-12) = 224 > 0 (可 行 ) 
ze=20— 2(30) + (-12) + (100) = 48 > 0 (可 行 ) 


这 意味 着 对 侦 价格 仍然 可 适用 , 因此 我 们 能 够 从 对 侦 价格 中 计算 出 新 的 最 优 目 标 值 
z = 1 350 + 1(30) + 2(—12) + 0(100) = 1 356 美元 . 

对 上 述 结果 可 总 结 如 下 : 

(1) 对 侦 价格 保持 有 效 , 只 要 约束 右 端 项 的 改变 量 D;, i = 1,2,… m 在 同步 改 
变 时 满足 所 有 可 行 性 条 件 , 或 相应 的 D, 在 单个 发 生 改变 时 仍 落 在 可 行 性 区 域内 . 

(2) 如 果 对 偶 价格 不 再 有 效 , 因为 同步 的 可 行 性 条 件 不 满足 , 或 者 因为 单个 的 
可 行 性 区 域 被 破坏 , 此 时 , 可 以 用 新 的 D; 值 重 解 该 问题, 或 者 应 用 第 4 章 提出 的 后 
最 优 分 析 来 解决 . 
习题 3.6C” 


1. 在 TOYCO 模型 中 , 假定 改变 量 Ds, Da, Ds 在 3 个 操作 中 同时 发 生 . 

(a) 如 果 操作 1. 操作 2 和 操作 3 的 可 用 量 分 别 变化 到 438 分 钟 、500 分 钟 和 410 分 钟 ， 
用 同步 条 件 来 说 明 当前 基 解 保持 可 行 , 并 用 最 优 对 偶 价 格 确定 最 优 收 入 的 改变 量 . 

(b) 如 果 3 个 操作 的 可 用 量 分 别 变化 到 460 分 钟 、440 分 钟 和 380 分 钟 , 用 同步 条 件 说 
明 当 前 基 解 变 为 不 可 行 . 

*2. 考虑 TOYCO 模型 

(a) 对 于 操作 1, 假定 超过 它 当 前 每 天 430 分 钟 能 力 的 任何 附加 时 间 必 须 依靠 每 小 时 50 
美元 的 加 班 来 获得 .每 小 时 成 本 包括 劳动 力 和 机 器 运行 费 两 个 方面 ， 对 于 操作 1, 使 
用 加 班 在 经 济 上 有 利 吗 ? 

(b) 假定 操作 2 的 操作 员 已 同意 每 天 加 班 工作 2 小 时 , 其 加 班 费 是 45 美元 /小 时 . 还 有 ， 
操作 自身 的 成 本 是 10 美元 /小 时 . 这 项 活动 对 于 每 天 的 净 收入 有 什么 影响 ? 

(c) 操作 3 需要 加 班 时 间 吗 ? 


QD 在 这 组 习题 中 , 你 可 以 发 现 , 借助 于 TORA 能 够 非常 方便 地 生成 最 优 单纯 形 表 . 
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*6. 


(d) 假定 操作 1 的 每 天 可 用 量 增加 到 440 分 钟 . 任何 超过 当前 最 大 能 力 所 使 用 的 加 班 时 
间 将 花费 40 美元 /小 时 . 确定 新 的 最 优 解 , 包括 相应 的 净 收入 . 

(e) 假定 操作 2 的 可 用 量 每 天 减少 15 分 钟 , 并 且 在 正常 时 间 内 操作 的 每 小 时 成 本 是 30 
美元 . 减少 操作 2 的 可 用 量 是 有 利 的 吗 ? 


一 公司 生产 3 种 产品 A, B, C. 产品 A 的 销售 量 至 少 是 3 种 产品 总 销售 量 的 50%. 然而 ， 


公司 每 天 的 销售 不 能 超过 75 个 单位 的 产品 A. 3 种 产品 使 用 同一 种 原料 且 最 大 日 可 用 量 

是 240 磅 . 原料 的 使 用 比 是 每 单位 产品 A 为 2 I, 每 单位 产品 B 为 4 磅 , 每 单位 产品 C 

A 3 Bl. 产品 A, B, C 的 单位 价格 分 别 是 20 美元 、 50 美元 和 35 RT. 

(a) 为 公司 确定 最 优 的 生产 策略 . 

(b) 确定 原料 资源 的 对 偶 价格 和 它 的 可 允许 范围. 如 果 可 用 原料 增加 120 磅 , 确定 最 优 解 ， 
并 用 对 侦 价 格 确定 总 收入 的 改变 量 . 

(c) 用 对 偶 价 格 确定 改变 产品 A 的 需求 土 10 个 单位 的 效果 . 


某 公司 一 天 工作 10 个 小 时 , 在 3 个 相继 的 过 程 中 生产 3 种 产品 . 下 表 总 结 了 问题 的 数据 : 


生产 每 单位 产品 需要 的 时 间 (分 钟 ) 

过 程 1 MW 过 程 3 
Y 10 6 日 
2 5 LI 
3 6 9 


单位 价格 (美元 ) 


(n) 确定 最 优生 产 策略 

(b) 使 用 对 偶 价 格 , 对 这 3 种 过 程 投入 时 间 的 可 能 扩大 区 分 优先 次 序 . 

(c) 如 果 能 够 分 配 更 多 的 生产 时 间 , 每 个 过 程 所 附加 的 每 小 时 的 合理 费用 是 多 少 ? 

Ozark 社区 学 院 继续 教育 系 每 学 期 共 提供 30 门 课程. 提供 的 课程 通常 有 2 种 类 型 .一 种 

是 实用 类 型 ,如 木工 、 文字 处 理 和 汽车 维护 ; 另 一 种 是 人 文 类 型 , 如 历史 、 音 乐 和 美术 .为 

了 满足 社区 的 需求 ,每 学 期 每 种 类 型 的 课程 至 少 提供 10 门 . 继续 教育 系 估计 提供 实用 类 型 

和 人 文 类 型 课程 的 每 门 课程 的 收入 分 别 大 约 是 1 500 美元 和 1 000 RT. 

(a) 为 该 学 院 设计 一 组 最 优 课程 

(b) 证 明 一 门 附 加 课程 的 对 偶 价 格 是 1 500 美元 , 它 与 每 一 门 实用 类 型 课程 的 收入 相同 . 
在 提供 的 附加 课程 方面 ,这 一 结果 意味 着 什么 ? 

(c) 当 保证 每 门 课程 对 总 收入 的 贡献 是 1 500 美元 时 ,能够 提供 多 少 更 多 的 课程 ? 

(d) 当 增 加 一 门人 文 类 型 课程 最 小 需求 时 ,确定 所 产生 收入 的 改变 量 . 

Show & Sell 能 够 为 它 的 产品 在 本 地 电台 、 电 视 或 在 报纸 上 作 广告. 广告 预算 不 超过 每 月 

10 000 美元 .每 分 钟 电台 广告 的 费用 是 15 美元 ,每 分 钟 电视 广告 的 费用 是 300 美元 . 报 

纸 广告 的 费用 是 50 美元 . Show & Sell 希望 电台 广告 至 少 是 电视 广告 的 2 i. 同时 ,推荐 

在 一 个 月 内 至 少 使 用 5 次 报纸 广告 和 不 超过 400 分 钟 的 电台 广告 . 过 去 的 经 验 表明 , 电视 

广告 的 效果 是 电台 广告 的 50 48, 是 报纸 广告 的 10 f. 

(a) 为 3 种 媒体 确定 最 优 预算 分 配 . 
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x 


(b) 对 电台 广告 和 报纸 广告 设置 限制 , 从 经 济 角 度 看 合理 吗 ? 
(c) 如 果 月 预算 增加 5096, 这 个 结果 会 导致 整体 的 广告 效果 按 比 例 增加 吗 ? 


Burroughs 服装 公司 为 Walmark 廉价 商店 生产 男 式 衬衫 和 女 式 上 衣 . Walmark 将 接受 由 
Burroughs 提供 的 全 部 产品 . 生产 过 程 包括 裁 葛 、 缝 纠 和 包装 3 部 分 . Burroughs 雇用 25 
名 工人 在 裁 前 车 间 , 35 £T. AEST I, 以 及 5 名 工人 在 包装 车 间 . 工厂 每 天 工作 8 小 
时 , 一 周 工作 5 天 . 下 表 给 出 两 种 服装 的 时 间 需 求 和 每 件 服装 的 单位 价格 ; 


每 件 服装 所 需 的 时 间 (分 钟 ) E 

服装 刷机 E 价格 / 件 (美元 ) 
男 式 衬衫 20 TO 12 8 
AREK 60 60 4 F1 


(n) 26 Burroughs 确定 每 周 的 生产 计划 . 
(b) 依照 总 收入 , 确定 每 小 时 裁 鞠 、 继 幼 和 包装 的 价值- 
(e) 如 果 加 班 时 间 可 用 于 裁剪 与 继 纲 上 , Burroughs 将 付 给 加 班 的 最 大 钟点 费 是 多 少 ? 


- ChemLabs 公司 使 用 原料 1 和 IL 生产 两 种 家 用 清洁 剂 A 和 B. 原料 1 和 TL 的 日 可 用 量 


分 别 是 150 单位 和 145 单位 . 1 个 单位 的 清洁 剂 A 要 消耗 0.5 个 单位 原料 I 和 0.6 个 单 
位 的 原料 M, 1 个 单位 的 清洁 剂 B 要 消耗 0.5 个 单位 原料 1 和 0.4 个 单位 的 原料 工 每 个 
单位 的 清洁 剂 A 和 B 的 价格 分 别 是 8 美元 和 10 美元 . 清洁 剂 A 的 日 需求 量 在 30 个 到 
150 个 单位 之 间 , 清洁 剂 B 的 日 需求 量 在 40 个 到 200 个 单位 之 间 . 

(a) 求 ChemLabs 公司 生产 清洁 剂 A 和 B 的 最 优 数量 . 

(b) 用 对 偶 价格 确定 , 放松 产品 A 和 B 的 哪 一 个 需求 限制 能 够 改善 获 利 能 力 . 

(c) 如 果 更 多 的 原料 能 够 以 每 单位 20 美元 获得 , 这 项 做 法 是 可 取 的 吗 ? 试 解释 . 

(d) 有 人 建议 , 增加 2576 的 原料 TE 以 移 除 生产 瓶颈 , 这 项 做 法 是 可 取 的 吗 ? 试 解释 . 


， 一 条 装配 线 由 3 个 相 邻 的 工作 站 组 成 , 生产 两 种 型 号 的 收音 机 DiGi-1 和 DiGi-2. 下 表 提 


供 了 3 个 工作 站 的 装配 时 间 . 


的 时间 (分 各) 

Enn DiGi-1 DiGi-2 
T g 4 
2 5 4 
E 4 5 


对 工作 站 1, 2, 3 每 天 的 维护 所 消耗 的 时 间 分 别 占 每 个 站 的 总 可 利用 时 间 的 10 外，14%%， 

1296, 每 个 站 一 天 的 最 大 可 用 时 间 是 480 分 钟 . 

(a) 公司 希望 确定 最 优 的 产品 生产 策略 , 使 得 3 个 工作 站 的 空闲 ( 非 使 用 ) 时 间 最 小 . 确 
定 工作 站 的 最 优 利用 [提示 : 依照 原始 变量 , 表示 成 3 项 操作 空 用 时 间 (松弛 变量 ) 
的 和 ]. 

(b) 确定 每 个 工作 站 减少 1 个 百分点 日 维护 时 间 的 价值. 
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(c) 有 人 提议 , 3 个 工作 站 的 运行 时 间 每 天 增加 到 600 分 钟 , 其 附加 成 本 是 每 分 钟 1.50 美 
元 . 这 项 提议 对 最 优 解 能 有 改进 吗 ? 
10. Gutchi 公司 制造 钱包 、 梳妆 伐 和 背包 . 生产 需要 皮革 和 人 工 合成 材料 , 且 皮 革 是 稀有 原料 
生产 过 程 需 要 两 种 类 型 的 技能 劳动 : SEL GS MEAE. 下 表 给 出 了 生产 3 种 产品 所 使 用 资源 的 
可 用 量 和 3 种 产品 的 单位 价格 - 


资源 RE E] 3ü 日 可 用 量 
HO GER) 2 1 3 a2 
18) (小 时 ) 2 1 2 ao 
修整 (小 时 ) 1 05 1 a5 
rn auo E? 到 as 


将 问题 建立 成 一 个 线性 规划 , 并 求 最 优 解 . 接 下 来 说 明 , 下 列 资源 的 改变 是 否 保持 当前 解 可 
行 , 对 于 保持 可 行 性 的 情况 , 确定 新 的 最 优 解 (变量 值 和 目标 函数 值 )- 


(a) 可 利用 皮革 增加 到 45 英尺 ?. (b) 可 利用 皮革 减少 1 ER. 
(c) 可 利用 链 纪 时 间 变 为 38 小 时 . (d) 可 利用 继 细 时 间 变 为 46 小 时 . 
(o) TASEN IRD 15 小 时 . (E) 可 利用 修整 时 间 增加 到 50 小 时 ， 


(g) 你 会 推荐 以 每 小 时 15 RERAMA AEST T. A? 


11. HiDec 语 用 电阻 、 电 容 和 集成 电路 片 生产 两 种 型 号 的 电子 装置 . 下 表 总 结 了 各 种 情形 的 数 
LJ 


m ENELLO 最 大 可 利用 量 (f) 
[T] z 3 13 
m 2 1 1000 
suna o 4 s00 
Jr GU 3 z 


令 ri 和 za 分 别 是 型 号 1 和 型 号 2 的 生产 量 . 下 面 是 线性 规划 模型 和 相应 的 最 优 单纯 形 
表 . 
max z= 3r; 十 472 


sit. 2z, + 3z2 < 1 200 (电阻 ) 
2, za < 1000 (电容 ) 
Az; < 800 (集成 电路 片 ) 


mn 2220 
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基 zi z2 ^ ^ E3 解 
z g g 1 bouge ATH 
z T RETA Tu 350 
^ o o -2 Peay a00 
E o 1 n -4 o 100 


*(a) 确定 每 种 资源 的 状态 
*(b) 依照 最 优 收 入 , 确定 电阻 、 电 容 和 集成 电路 片 的 对 偶 价 格 . 

(c) 对 于 由 (b) 获得 的 对 偶 价格 , 确定 其 可 行 性 区 域 . 

(d) 如 果 电 阻 的 可 用 量 增加 到 1 300 fF, 求 新 的 最 优 解 . 
*(e) 如 果 集 成 电路 片 的 可 用 量 减少 到 350 件 , 你 能 够 直接 从 给 出 的 信息 中 确定 新 的 最 优 

Mi? 试 解释 . 

(E) 如 果 电 容 的 可 用 量 限制 在 由 (c) 计算 得 到 的 可 行 性 区 域内 , 确定 最 优 收入 的 相应 区 域 

和 由 型 号 1 与 型 号 2 生产 的 单位 数量 相应 的 区 域 . 

(g) 新 的 合同 商 打算 以 每 个 40 美 分 的 价格 销售 给 HiDec 额外 的 电阻 , 但 仅 当 HiDec 至 

少 购买 500 件 时 方 能 按照 这 个 价格 . HiDec 应 该 接受 这 种 方案 吗 ? 

12. 10096 可 行 性 规则 , 这 是 一 个 简化 的 规则 , 它 基 于 约束 右 端 项 各 自 的 改变 量 Di Dos, 
Dm, 可 以 用 于 检验 同步 的 改变 是 否 会 保持 当前 解 的 可 行 性 . 假定 一 次 一 个 地 将 约束 ; 的 右 
端 项 bw 改变 到 bi + Di, 并 且 用 3.6.2 节 的 过 程 获得 相应 的 可 行 性 区 域 p < Di < q. 由 
JE X, 我 人 有 pi < 0(q > 0), 因为 它 表 示 bs 最 大 允许 的 减少 (增加 ) 量 . 接 下 来 , 如 果 D. 
是 负 的 定义 rs 等 于 2, m Di 是 正 的 定义 ri 等 于 2i. 由 定义 ,我 人 有 0<r,<1. 因 
此 100% 规则 是 说 , 已 知 改变 量 Di, Da, .…, Dm, 则 当前 解 保持 可 行 的 一 个 充分 (但 不 必 
要 ) 的 条 件 是 ri + ra 十 … + rm < 1. 如果 条 件 不 满足 ， 则 当前 解 可 能 保持 或 者 可 能 不 保 
持 可 行 . 这 个 规则 并 不 适用 于 D, 落 在 区 域 [pi q) 之 外 . 

实际 上 , 100% 规则 太 弱 了 , 很 多 情况 下 没有 什么 用 . 即使 在 可 行 性 能 够 被 证 实 的 情况 
TF, 我 们 还 需要 用 正规 的 单纯 形 可 行 性 条 件 获得 新 的 解 ， 此 外 , 3.6.2 节 给 出 的 与 同步 改变 
量 相关 的 直接 计算 更 直接 了 当 , 也 更 易于 处 理 . 

为 显示 这 一 规则 的 弱点 , 我 们 把 它 应 用 到 本 节 习题 第 1 题 的 (a) 和 (b)， 该 规则 未 能 
证 实 (a) 中 解 的 可 行 性 ; 也 不 能 应 用 在 (b) 中 , 因为 D, 的 改变 量 落 在 可 容许 区 域 之 外 . 第 
13 题 进一步 说 明了 这 一 点 . 

18. 考虑 问题 

max z=z: +z 
st. 2n + z2 <6 
zı +272 <6 
zı, 72> 0 
(a) 证 明 : 最 优 基本 解 包含 zi 和 z2, 如 果 一 次 只 考虑 改变 一 个 约束 , 两 个 约束 的 可 行 性 

区 域 分 别 是 -3< Di «68 -3« Da < 6. 

(b) 假定 有 两 种 资源 , 每 种 资源 以 A > 0 同时 增加 . 首先 , 证 明 对 于 所 有 的 A > 0, 基本 

解 始终 保持 可 行 . 其 次 , 证 明 100% 规则 仅 能 确认 当 增 加 量 是 在 区 间 0 < A < 3 之 
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间 的 可 行 性 否则 , 规则 对 于 区 间 3 < A < 6 不 能 用 , 也 不 能 应 用 于 区 间 A > 6 的 
情形 . 


3.6.3 ”代数 灵敏 度 分 析 一 一 目标 函数 


3.6.1 节 用 图 形 灵敏 度 分 析 确定 了 保持 2 维 变量 的 线性 规划 解 最 优 性 的 条 件 . 
本 节 把 这 些 概念 扩充 到 一 般 线性 规划 问题. 

简约 费用 (reduced cost) 的 定义 “为 便于 目标 函数 灵敏 度 分 析 的 解释 , 首先 我 
们 需要 定义 简约 费用 . 在 TOYCO 模型 中 (B 3.6-3), 在 最 优 表 中 目标 * 行 方程 是 


z4+4r, + T4 + 2s = 1 350 


z = 1 350 — 4z; — T4 — 275 


最 优 解 并 不 建议 玩具 火车 的 生产 (zi = 0). 这 项 建议 由 z 行 方程 的 信息 得 到 
了 证 实 , 因为 zi 在 当前 零 值 的 情况 下 , 每 增加 一 个 单位 , z 值 将 下 降 4 美元 , 即 
z= 1 350 — 4 x (1) — 1 x (0) — 2 x (0) = 1 346 美元 . 

可 以 把 z 行 方程 中 zi 的 系数 (= 4) 作为 费用 的 单位 , 因为 它 引起 收入 z 的 减 
少 . 但 这 个 “费用 " 来 自 哪里 呢 ? 我 们 知道 , 在 原 模型 中 , z; 的 单位 收入 是 3 美元 
我 们 还 知道 , 每 个 玩具 火车 消耗 资源 (操作 时 间 ), 它 本 身 又 导致 费用 ， 因 此 , 从 优 
化 的 观点 来 看 , ri 的 “吸引 力 ”依赖 于 单位 收入 与 一 个 单位 资源 消耗 的 费用 的 相对 
Alt. 这 个 关系 在 线性 规划 文献 中 被 公式 化 , 定义 简约 费用 如 下 : 

单位 简约 费用 = 单位 消耗 资源 费用 — 单位 收入 

为 了 体会 这 个 定义 的 意义 , 在 原始 TOYCO 模型 中 , 玩具 卡车 的 单位 收入 (= 2 
美元 ) 少 于 玩具 火车 的 单位 收入 (= 3 美元 ). 然而 , 最 优 解 选择 生产 玩具 卡车 (za = 
100 单位 ) 而 不 生产 玩具 火车 (z = 0). 这 个 (表面 上 并 不 直观 ) 结果 的 原因 是 用 于 
玩具 卡车 资源 (也 就 是 操作 时 间 ) 的 单位 费用 小 于 它 的 单位 价格 . 对 于 玩具 火车 却 
是 相反 的 情况 . 

借助 于 给 出 的 简约 费用 的 定义 , 现在 可 以 看 到 无 利益 的 变量 (如 2.) 用 下 面 两 
种 方法 使 它 成 为 有 利 可 图 : 

(1) 增加 单位 收入 ; (2) 减少 所 消耗 资源 的 单位 费用 . 
在 大 多 数 现实 情形 中 , 单位 产品 的 价格 不 是 一 个 可 以 实施 的 选项 , 因为 它 的 值 由 市 
场 条 件 决定 . 那么 现实 的 选项 是 减少 资源 消耗 , 比如 使 生产 过 程 更 有 效 , 这 些 将 在 
第 4 章 讨论 . 

最 优 性 区 域 的 定义 “现在 将 注意 力 转向 到 确定 使 最 优 解 保持 不 变 的 条 件 . 这 部 
分 内 容 介绍 是 基于 简约 费用 的 定义 . 
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在 TOYCO 模型 中 , $ di, do, ds 分 别 表示 玩具 火车 、 卡 车 和 汽车 在 单位 收入 
上 的 改变 量 . 则 目标 函数 变 为 


max z= (3--di)zi + (2+ do)zg + (5+ ds)zs 


正如 3.6.2 节 对 于 右 端 项 灵敏 度 分 析 所 做 的 那样 ,我 们 将 首先 处 理 一 般 情况 , 其 
中 目标 函数 所 有 的 系数 同步 改变 , 然后 再 用 这 个 结果 专门 处 理 一 次 一 个 系数 发 生 改 
变 的 情况 . 

由 于 是 同步 改变 , 在 初始 表 中 * 行星 现 为 


Ej E E a Em E] Zo w 
z B-d -2- d —5- dy [] [] 0 0 


当 我 们 在 原始 模型 (在 引进 改变 量 d, 之 前 ) 中 , 使 用 相同 的 进 基 变 量 和 离 基 
变量 序列 来 产生 单纯 形 表 时 , 最 优选 代 将 呈现 如 下 形式 (借助 于 执行 单纯 形 行 运算 ， 
可 验证 情况 确实 如 此 ) 


3 z 
2» 4-]h* CEN 
E - 


a 
eccles 
e= ofo 


除了 简约 党 用 (z 方程 系数 ) 发 生 改 变 外 , 新 的 最 优 表 与 原始 最 优 表 完全 相同 , 这 意 
味 着 目标 函数 系数 的 改变 可 以 只 影响 问题 的 最 优 性 条 件 . 

你 确实 不 需要 完成 相关 的 行 运算 来 计算 新 的 简约 费用 . 新 的 * 行 的 检查 说 明 
dy 的 系数 直接 来 自 最 优 表 约 束 的 系数 . 计算 新 的 简约 费用 的 一 种 方便 的 方法 是 , 在 
最 优 表 上 增加 一 个 新 的 顶 行 和 新 的 最 左边 列 , 正如 下 面 由 阴影 区 域 所 显示 的 那样 . 
在 顶 行 的 这 些 量 是 相应 于 每 个 变量 的 改变 量 dj. 对 于 最 左边 的 列 , 由 * 行 的 1 和 
每 个 基 变量 行 中 的 对 应 d; 构成 . 记 住 , 对 于 松弛 变量 d, = 0. 


基 


E: 


现在 , 对 于 每 个 变量 (或 > 的 值 ) 计算 新 的 简约 费用 , 用 最 左 端 列 相应 的 元 素 
乘 上 它 所 在 列 的 元 素 , 将 它们 加 在 一 起 , 然后 从 其 和 中 减 去 项 行 的 元 素 . 例如 , 对 于 
zi, 我 们 有 


Ee 
ems pe 
-ools 

ë 


= = -|- 
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EL - CEET LI 


z MER —1- 14 T4 一 由 


注意 , 对 基 变 量 应 用 这 些 计算 总 是 产生 零 简约 费用 , 这 是 一 个 已 经 证 明 的 理论 结果 . 
还 有 , 对 于 解 列 应 用 相同 的 规则 , 得 到 > = 1 350 + 100d2 十 230ds. 
因为 我 们 正在 处 理 的 是 极 大 化 问题 , 所 以 只 要 对 于 所 有 的 非 基 变 量 新 简约 费用 
(e 方程 的 系数 ) 保持 非 负 当前 解 就 保持 最 优 . 因此 , 对 于 非 基 变量 ri, ra, zs, 有 下 
列 最 优 性 条 件 : 
4 一 da+ids 一 由 >0 
14d 20 
2-1did 20 
这 些 条 件 必须 同时 满足 才能 维持 当前 最 优 解 的 最 优 性 . 
为 解释 这 些 条 件 的 使 用 , 假定 TOYCO 的 目标 函数 从 


max z= 371+2r2+5r3 
变 为 
max z=2r; +z +6r3 


则 由 = 2-3 = -1 美元 , ds = 1 一 2 = -1 美元, ds =6-5=1 美元 . 代入 到 给 定 
的 条 件 中 , 得 到 


A-idi$dy-di-4-i(-1-30)- (71) 6.75» 0. (满足 ) 
14d -141(71-205»0 (满足 ) 
2-1d jd = 2- }(-1) + §(1) = 2.75 >0 (满足 ) 


结果 说 明 , 所 作 的 上 述 改变 仍 保持 当前 解 (zi = 0, 22 = 100, zs = 230) 最 优 . 因此 ， 
除了 目标 函数 变化 到 > = 1:3504-100d54-230ds = 1 350--100 x (—1)--230 x 1 = 1480 
美元 , 不 需要 作 进一步 的 计算 . 如 果 有 任何 一 个 条 件 不 满足 的 话 , 则 必须 求 出 新 的 
解 ( 见 第 4 章 ). 

到 目前 为 止 的 讨论 已 处 理 了 极 大 化 的 情况 , 对 于 极 小 化 情况 , 差别 仅 是 简约 费 
用 (z 方程 系数 ) 必须 是 < 0 才能 维持 最 优 性 . 

一 般 最 优 性 条 件 可 以 用 于 确定 特定 的 情况 , 这 里 改变 量 dj 一 次 仅 有 一 个 发 生 
改变 , 而 不 是 同步 改变 . 这 种 分 析 等 价 于 考虑 下 列 3 种 情况 : 
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(1) max z — (3+ di)z1 + 2z2 十 5zs 

(2) max z = 3z; + (2 + da)za + 5zs 

(3) max z = 3z + 273 + (5 十 必 )zs 

单个 条 件 可 以 看 成 是 同步 改变 情况 的 特例 ?. 

情况 1 在 同步 改变 的 条 件 中 置 d = ds = 0, 即 有 


4-d 20 >-%0<d <4 
情况 2 在 同步 改变 的 条 件 中 置 di = ds = 0, 即 有 
4 一 1da>0 =>d<16 
l-jd 20 —d 2-2) —-2«d «8 
2-idj20 —d«8 
情况 3 在 同步 改变 的 条 件 中 置 di = d = 0, 即 有 
4+i 20 2d > -$ 
244420 =d; 2-4 


BEGUN IU A de PE E HI IRUS B M nC IRE. Pn, 对 于 玩具 卡车 (变量 
22), 总 的 单位 收入 是 2 + do, 相应 的 条 件 是 —2 < da < 8, 表示 成 


2+(-2) <2+d <2+8 


} --$&d < œ 


或 
0 美元 < 玩具 卡车 的 单位 收入 <10 美元 

这 个 条 件 假定 玩具 火车 和 玩具 汽车 的 单位 收入 分 别 固定 在 3 美元 和 5 美元 . 

允许 区 间 [0 美元 , 10 美元 ] 表明 , 玩具 卡车 (变量 za) 的 单位 收入 可 以 是 最 低 
0 美元 或 最 高 10 美元 而 不 改变 当前 的 最 优 解 , >; = 0, z2 = 100, z = 230. 但 总 收 
入 将 变化 到 1 350 + 100da. 

注意 到 下 列 事实 是 重要 的 , 改变 量 di, dz, ds 可 以 均 在 它们 所 许可 的 单个 区 域 
内 , 而 不 必 满足 同步 条 件 , 反之 亦 然 . 例如 , 考虑 


max z= 6r1+872+3r3 
这 里 di = 6 一 3 = 3 美元 , ds = 8 一 2=6 美 元 , ds = 3 一 5 = -2 美元 , 它们 都 在 可 
允许 的 单个 区 域 (—oo < di < 4, -2 < da < 8, -$ < ds < oo) 内 . 然而 , 相应 的 同步 


QD 单个 区 域 是 所 有 线性 规划 软件 的 标准 输出 。 同 步 条 件 并 不 是 输出 的 内 容 ， 大 概 是 因为 对 于 大 
问题 它们 过 于 麻烦 . 


36 灵 教 度 分 析 131 


改变 条 件 将 产生 
4—-ldi$di-di—-4—1(6)-$(-2)-3— -3.5<0 (不 满足 ) 
1+#d =1+#(6)=4>0 (满足 ) 
2— id 4d, = 2 — 1(6) + $(-2) = 05 < 0 (不 满足 ) 
上 述 结果 可 以 总 结 如 下 : 


(1) 只 要 目标 函数 系数 的 改变 量 dj, j = 1,2,… n 满足 所 有 的 最 优 性 条 件 ( 当 
改变 是 同时 发 生 时 ), 或 落 在 最 优 性 区 域 之 内 ( 当 改 变 是 单个 发 生 时 ), 那么 变量 的 最 
优 值 保持 不 变 . 

(2) 对 于 其 他 的 情况 , 也 就 是 同步 改变 时 最 优 性 条 件 不 满足 或 者 单个 可 行 性 区 
域 被 破坏 , 那么 可 以 用 新 的 d; 值 重 解 该 问题 , 或 者 应 用 将 在 第 4 章 介绍 的 后 最 优 
分 析 来 解决 此 类 问题 . 


习题 3.6D” 
1. 在 TOYCO 模型 中 , 确定 在 下 列 情况 下 当前 解 是 否 改变 : 
(a) = = 2zi + za zs (b) == 3i + 6za + za 


(c) = = 8r: + 322 +923 
2. B&K 食品 店 出 售 3 种 类 型 的 软饮料 : 商标 名 称 为 Al 可 乐 、A2 可 乐 和 较 廉 价 的 店 品牌 
BK 可 乐 . 每 听 Al 可 乐 、A2 可 乐 和 BK 可 乐 的 价格 分 别 是 80 94). 70 美 分 和 60 美 分 . 
在 通常 情况 下 , 商店 一 天 销售 全 部 可 乐 不 超过 500 9i. 虽然 Al 可 乐 是 公认 的 品牌 , 但 客 
户 却 愿意 购买 A2 可 乐 和 BK 可 乐 , 因为 它们 便宜 . 估计 每 天 的 销售 至 少 是 100 听 Al 可 
Sk, 并 且 A2 可 乐 和 BK 可 乐 合 在 一 起 的 销售 量 与 Al 销售 量 相 比 至 少 是 42. 
(a) 证 明 最 优 解 并 不 要 求 销售 BK 牌子 的 可 乐 . 
(b) BK 牌子 的 可 乐 每 听 价格 应 该 增加 多 少 才 值得 被 B&K Af? 
(c) 为 了 与 其 他 商店 竞争 , BACK 决定 所 有 3 种 类 型 可 乐 的 价格 每 听 降 价 5 美 分 . 重新 计 
算 简约 费用 , 确定 这 种 促销 是 否 会 改变 当前 的 最 优 解 . 
3. Baba 家 具 公司 雇用 4 位 木匠 在 10 天 中 装配 桌子 和 椅子 、 花 费 2 人 小 时 装配 一 张 桌子 ， 
0.5 人 小 时 装配 一 把 椅子 . 顾客 通常 买 1 KAFA 46 把 椅子 ,每 张 桌 子 的 价格 是 135 美 
元 , 每 把 椅子 的 价格 是 50 美元 . 公司 实行 每 天 8 小 时 工作 制 . 
(a) 确定 10 天 的 最 优生 产 策略 . 
(b) 如 果 当 前 每 张 课 子 和 每 把 椅子 的 单位 价格 减少 10%, 用 灵敏 度 分 析 确定 由 (a) 获得 
的 最 优 解 是 否 发 生 改 变 . 
(c) 如 果 当 前 每 张 桌子 和 每 把 椅子 的 价格 分 别 变 到 120 美元 和 25 美元 , 在 (a) 中 的 最 优 
解 会 发 生 改 变 吗 ? 
Elkins 银行 计划 在 下 个 月 分 配 最 大 额度 为 200 000 美元 的 个 人 和 汽车 贷款 . 银行 对 个 人 贷 
款 的 利息 是 14%, 对 汽车 贷款 的 利息 是 12%. 两 种 类 型 的 贷款 要 在 一 年 后 偿还 . 经 验 表明 ， 


(D 在 这 组 习题 中 ,你 可 以 发 现 , 借助 于 TORA, 能 够 非常 方便 地 生成 最 优 单纯 形 表 . 
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大 约 有 3% 的 个 人 贷款 和 2% 的 汽车 贷款 不 能 归还 . 银行 通常 分 配给 汽车 贷款 金额 至 少 是 

个 人 贷款 的 2 倍 . 

(a) 确定 两 种 贷款 之 间 的 最 优 基金 分 配 和 所 有 返还 贷款 的 净利 渔 . 

(b) 如 果 个 人 贷款 和 汽车 贷款 的 利率 分 别 变化 4% 和 396, 用 灵敏 度 分 析 确定 在 (a) 中 的 
最 优 解 是 否 将 会 发 生变 化 

"5. Electra 公司 生产 4 种 类 型 的 马达 , 每 种 马达 在 各 自 的 装配 线 上 装配 装配 线 各 自 的 生产 
能 力 是 每 天 500, 500, 800, 750 台 马 达 . 1 型 马达 使 用 8 个 单位 的 某 种 电子 元 件 , 2 型 马达 
使 用 5 个 单位 , 3 型 马达 使 用 4 个 单位 , 4 型 马达 使 用 6 个 单位 . 电子 元 件 的 供应 者 每 天 
能 够 提供 8 000 件 . 对 于 每 种 类 型 的 马达 , 每 台 的 价格 分 别 是 60 美元 、 40 美元 、25 美元 
和 30 XX. 

(a) 确定 每 天 的 最 优 产品 生产 策略 . 

(b) 现 有 的 生产 计划 安排 能 满足 Electra 的 需要 . 然而 , 由 于 竞争 , Electra 可 能 需要 降低 
2 型 马达 的 价格 . 要 想 不 改 变现 有 的 生产 计划 安排 最 多 可 降价 多 少 ? 

(c) Electra 还 决定 大 幅度 把 所 有 类 型 马达 的 价格 前 减 259%. 用 灵敏 度 分 析 确定 是 否 最 优 
解 保持 不 变 . 

(d) 目前 , 4 型 马达 不 生产 . 它 的 价格 应 该 在 生产 计划 中 增加 多 少 ? 

- Popeye MAJS EEH LAEE 7 美 分 的 价格 每 天 收购 60 000 磅 成 熟 的 西红柿, 用 它 生产 铅 
头 番茄 汁 、 番茄 瞻 和 番茄 青 . 将 座 头 产品 包装 成 24 听 一 箱 . 一 昕 番茄 汁 使 用 1 磅 的 新 鲜 西 
红 柿 , 一 听 番 茄 汐 使 用 Qe, 一 听 番 茹 青 使 用 3 98. 公司 的 每 天 的 市 场 份额 限制 在 2 000 
箱 番茄 汁 、5 000 MAAR 6 000 MWA. 每 箱 番 匣 汁 、 番茄 共和 番茄 膏 的 批发 价格 
分 别 是 21 美元 、9 美元 和 12 美元 . 

(a) 为 Popeye 镀 头 厂 制定 一 个 最 优 的 日 生产 规划 

(b) BURBERHITET ERHIERG REO DPE A EIOS CULA e, 用 灵敏 度 分 析 确定 ， 
在 保持 最 优 产品 生产 规划 不 变 的 情况 下 , Popeye 公司 对 一 箱 番茄 殴 收 费 的 单位 价格 
区 间 . 

T. Dean 家 具 公 司 用 预制 木材 装配 普通 和 豪华 厨房 餐具 柜 . 普通 橱柜 被 涂 成 白色 , 豪华 橱柜 
ACE. 着 色 和 上 汝 在 一 个 车 间 完 成 . 装配 车 间 每 天 的 生产 能 力 是 200 个 普通 橱柜 和 
150 个 豪华 橱柜 .豪华 顶 柜 上 漆 花 费 的 单位 时 间 是 普通 顶 柜 着 色 的 2 倍 . nare, E 
车 间 只 给 豪华 橱柜 上 津 , 它 每 天 能 够 完成 180 套 . 公司 估计 每 套 普通 柚 柜 和 豪华 柚 柜 的 收 
入 分 别 是 100 美元 和 140 美元 . 

(a) 为 该 问题 建立 一 个 线性 规划 , 并 求 每 天 的 最 优生 产 计划 安排 
(b) 假定 竞争 迫使 每 套 普通 柄 柜 和 每 套 豪华 握 柜 的 价格 减少 到 80 美元 用 灵敏 度 分 析 确 
定 (a) 中 的 最 优 解 是 否 保持 不 变 . 

- 10076 和 最 优 性 规则 . 规则 类 似 于 在 习题 3.6C 中 第 12 题 概述 的 100% 可 行 性 规则 , 它 还 用 
来 检验 在 当前 解 的 最 优 性 条 件 下 同时 把 所 有 cy 改变 到 € *dj,j—1,2,-,n 的 效果 . 假 
定 uj < dj < v, 是 使 用 3.6.3 节 的 方法 , 一 次 改变 一 个 值 由 cj 变化 到 cj + d, 而 获得 的 
最 优 性 区 域 . 在 这 种 情况 下 , u < 0 (vj > 0), 因为 它 表示 保持 当前 解 最 优 的 c; 的 最 大 允 
许 的 减少 (增加 ) 值 . 对 于 uj < d, < v, 的 情况 , 定义 ry 等 于 fnm d; 是 正 的 ), 或 等 
F zm dj 是 负 的 ) 由 定义 , 0 < ry < 1. 100% 规则 是 说 , 对 于 当前 解 保持 最 优 的 充 
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分 (但 不 必要 ) 条 件 是 ri + ra 十 … + rn € 1 如果 条 件 不 满足 , 当前 解 可 能 保持 或 者 可 能 
不 保持 最 优 . 如 果 d; 落 在 指定 的 区 域 之 外 , 则 规则 不 能 使 用 
以 下 列 两 种 情况 为 例 , 论述 100% 最 优 性 规则 很 弱 , 不 足以 作为 可 靠 的 决策 工具 ; 
(a) 第 1 题 的 第 (b) 部 分 和 第 (c) 部 分 . 
(b) 第 7 题 的 (b) 部 分 . 
3.6.4 用 TORA, Excel 规划 求解 和 AMPL 作 灵 敏 度 分 析 


我 们 现在 有 了 需要 解读 由 线性 规划 软件 提供 的 输出 的 所 有 工具 , 特别 是 关于 灵 
敏 度 分 析 的 工具 . 我 们 将 用 TOYCO 例子 来 演示 TORA, Excel 规划 求解 和 AMPL 
的 输出 . 

TORA 的 线性 规划 输出 报告 自动 提供 了 灵敏 度 分 析 的 数据 , 如 图 3.14 所 示 ( 文 
件 toraTOYCO,tzxt)， 该 输出 包含 了 简约 费用 和 对 偶 价 格 , 同时 提供 了 所 允许 的 最 
优 性 区 域 与 可 行 性 区 域 . 


Sonsitivity Analysiseee 


Variable CurrübjCoeff MinObjCoeff MaxObjCoetf Reduced Cost 
xb 300 -infinity 7.00 4.00 
xn 200 0.00 10.00 0.00 
z3: 500 233 infinity 0.00 
Constraint Curr RHS Min RES Max RS Dual Price 
X9: 430.00 230.00 440.00 100 
xo: 460.00 440.00 860.00 2.00 
sco: 420.00 400.00. infinity 0.00 


图 3.14 TOYCO 模型 的 TORA 灵敏 度 分 析 


图 3.15 提供 了 Excel 规 划 求 解 的 TOYCO 模型 (文件 TOYCO.xIs) 和 它 的 灵 
敏 度 分 析 报告 单 击 “ 规 划 求解 参数 ” 对话 框 中 “全 病 国明 " 后 , 新 的 对 话 框 “ 规 
划 求 解 结果 ”将 让 你 有 机 会 获得 关于 解 的 更 详细 资料 , 包含 重要 的 灵敏 度 分 析 报 
告 "， 该 报告 存在 于 另 一 张 Excel 电子 表格 中 , 可 以 在 屏幕 的 底部 选择 显示 它 ， 然 
后 可 以 单 击 敏 感性 报告 1 来 查看 灵敏 度 分 析 的 结果 . 这 个 报告 类 似 于 TORA 的 报 
d, 但 有 3 处 不 同 : (1) 简约 费用 的 符号 相反 ; (2) 用 名 称 阴影 价格 ? 代替 名 称 对 偶 
价格 ; (3) 最 优 性 区 域 是 针对 改变 量 d, 和 D, 的 , 而 不 是 针对 总 目标 系数 和 约束 右 
端 项 的 . 这 些 差别 并 不 重要 , 关键 是 对 结果 的 解释 是 一 样 的 . 
在 AMPL 中 , 也 可 以 提供 灵敏 度 分 析 报 告 . 文件 amplTOYCO txt 提供 了 确定 
灵敏 度 分 析 报 告 所 需 的 编码 . 它 还 需要 下 列 语句 
option solver cplex; 
option cplex options' sensitivity’; 


(D 在 Excel 规划 求解 结果 对 话 框 中 显示 的 是 “敏感 性 报告 " 
O 这 是 中 文 Excel 表 显示 的 名 称 , 通常 译 为 “影子 价格 ”. 
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sensitivity analysis 


display oper.down,oper.current ,oper.up,oper.dual»a.out; 
display x.down,x.current,x.up,x.rc»a.out; 


mss 


A WE 目标 式 XB Xs 
s% "m 


"x L4 sR 

en [NNI 3 4 1E 
C$12 — Solution x2 w o 2 
0S12 __ Solution 3 250 5 EX) 2555555567 


"Operation 1 Totals — 430 200 
Te — cim 2 Totale — 0 480 — 4D 2 
ration 3 Totals — 400 42) ED E 


图 3.15 TOYCO 模型 的 Excel 规划 求解 敏感 性 报告 


需要 CPLEX option 语句 才能 够 获得 标准 的 灵敏 度 分 析 报告 . 在 TOYCO 模 
型 中 , 指标 变量 和 约束 使 用 的 根 名 称 分 别 为 x 和 oper, 用 这 些 名 称 , display 语句 
中 的 提示 性 后 缀 doun, current 和 .up 自动 产生 如 图 3.16 所 示 的 编排 好 的 灵敏 


度 分 析 报告 . 后 级 .dual 和 .rc 提供 了 对 偶 价格 和 简约 费用 . 
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oper.down ^ oper.current oper.up oper.dual — :- 
230 430 440 

2 40 460 860 2 

3 — 40 420 1e+20 o 
x.down x.current — x.up xr - 

1 ien 3 7 -4 

2 o 2 10 o 

3 2.33333 5 ie*20 


图 3.16 TOYCO 模型 的 AMPL 灵敏 度 分 析 报告 


AMPL 软件 的 另 一 种 标准 灵 丝 度 分 析 报告 实际 上 是 要 求解 给 定 目标 系数 和 约 

东 右 端 项 的 值 均 在 一 定 区 域 的 线性 规划 模型 通过 commands 命令 的 使 用 , AMPL 自 
动 运行 这 个 过 程 ( 见 附录 A.7). 以 TOYCO 模型 即 文件 ampl TOYCO.txt 为 先决 条 
AF, 我 们 打算 研究 改变 b[1] (也 就 是 操作 1 总 可 用 时 间 ) 后 的 效果 . 为 此 可 以 通过 把 
solve 和 display 从 amplITOYCO.txt 移动 到 一 个 新 文件 (不 妨 命名 为 analysis.txt); 

repeat while b[1]<=500 

{ 

solve; 

display z, x; 

let b[1) :-b[1) 41; 


接 下 来 , 在 ampl 提示 下 输入 下 面 的 语句 : 

ampl: model amplTOYCO.txt; 
ampl: commands analysis.txt; 

第 1 行 提供 模型 和 它 的 数据 , 第 2 行 提供 b[1] 以 430 为 初始 值 (初始 值 由 
amplTOYCO.txt 给 出 ) 并 连续 加 1 直到 b[1] 达到 500 为 止 的 最 优 解 . 分析 这 个 
输出 结果 可 以 让 我 们 对 最 优 解 关于 b[1] 的 变化 的 灵敏 度 进行 分 析 . 对 于 其 他 的 系 
数 (包含 同步 变化 的 情况 ), 也 可 以 采用 类 似 的 方法 . 


习题 3.6E ? 


1. 考虑 习题 2.3C( 第 2 章 ) 的 第 1 题 . 用 对 偶 价 格 决定 是 否 值得 增加 第 4 年 的 基金 . 
2. 考虑 习题 2.3C( 第 2 章 ) 的 第 2 题 . 


加 在 回答 这 组 习题 之 前 , 最 好 先 用 APML, Excel 规划 求解 和 TORA 生成 灵敏 度 分 析 报告 . 
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(a) 用 对 偶 价格 确定 投资 的 全 部 收益 . 
(b) 如 果 你 希望 第 1 年 年 末 在 娱乐 方面 花 掉 1 000 美元 , 它 将 如 何 影响 第 5 年 年 初 的 累 
积 基金 ? 
考虑 习题 2.3C( 第 2 章 ) 的 第 3 题 . 
(a) 给 出 模型 对 偶 价格 的 经 济 学 解释 . 
(b) 说 明 : 相应 于 第 三 季度 初 借 钱 上 界 的 对 偶 价 格 , 如 何 可 以 由 一 年 中 五 个 指定 日 期 的 进 
出 现金 流 平衡 方程 所 对 应 的 对 偶 价 格 得 到 . 
考虑 习题 2.3C( 第 2 章 ) 的 第 4 题 . 用 对 偶 价格 确定 每 年 的 收益 率 . 
+5. 考虑 习题 2.3C( 第 2 W) 的 第 5 题 . 用 对 偶 价格 确定 商业 主管 在 这 项 计划 中 投资 更 多 的 资 
金 是 否 值得 . 
考虑 习题 2.3C( 第 2 章 ) 的 第 6 题 . 用 对 偶 价格 确定 赌 徒 赌 更 多 的 钱 是 否 可 取 - 
.考虑 习题 2.3D( 第 2 W) 的 第 1 述 模型 单位 产品 费用 的 对 偶 价 格 . 
考虑 习题 2.3D( 第 2 章 ) 的 第 2 题 . 假定 机 器 1 和 机 器 2 任何 能 力 增长 只 能 通过 加 班 来 获 
得 . 对 于 两 台 机 器 的 任 一 台 , 公司 能 够 承受 的 每 小 时 最 大 费用 是 多 少 ? 
*9. 考虑 习题 2.3D( 第 2 W) 的 第 3 题 . 
(a) 假定 制造 商 能 够 以 每 单位 12 美元 购买 更 多 的 原料 A. 这 样 做 可 取 吗 ? 
(b) 你 愿意 推荐 制造 商 以 每 单位 5 美元 价格 购买 更 多 的 原料 B 吗 ? 
10. 考虑 习题 2.3E( 第 2 W) 的 第 10 IL. 
(a) 哪 一 个 规格 约束 对 最 优 解 有 不 利 的 影响 ? 
(b) 公司 为 每 种 矿石 每 吨 最 多 应 该 付 多 少 钱 ? 
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第 4 章 对偶 性 与 后 最 优 分 析 


本 章 导读 第 3 章 通过 确定 使 最 优 基本 解 不 变 的 模型 参数 的 范围 , 讲解 了 最 
优 解 的 灵敏 度 分 析 . 接 下 来 , 一 个 很 自然 的 问题 就 是 后 最 优 分 析 , 其 目的 是 通过 让 
模型 参数 有 目的 的 改变 来 求 出 新 的 最 优 解 . 尽管 后 最 优 分 析 能 够 用 3.6 节 单纯 形 计 
算 来 完成 , 但 这 一 章 完全 基于 对 偶 问题. 

作为 最 低 的 要 求 , 你 需要 学 习 对 偶 问题 及 其 经 济 学 解释 (4.1 节 、4.2 节 和 4.3 
节 ). 在 4.1 节 , 对 偶 问题 的 数学 定义 非常 抽象 . 然而 , 学 到 4.3 节 时 , 你 将 看 到 对 偶 
问题 引导 出 的 线性 规划 模型 有 着 非常 有 意思 的 经 济 学 解释 , 包括 对 偶 价格 和 简约 党 
用 . 这 还 为 新 的 对 偶 单 纯 形 算法 ( 它 是 后 最 优 分 析 的 先决 条 件 ) 的 发 展 莫 定 基础 . 还 
可 以 将 对 偶 单纯 形 算法 用 于 第 8 章 的 整数 规划 . 

4.4.2 节 中 的 广义 单纯 形 算法 意 在 表明 单纯 形 法 并 不 死板 , 这 意味 着 , 你 可 以 修 
改 某 些 规则 来 处 理 开始 时 既 不 可 行 又 非 最 优 的 一 些 问题 . 然而 , 可 以 将 这 段 内 容 跳 
过 , 而 不 失 阅 读 全 书 的 连续 性 . 

可 以 用 TORA 的 交互 模式 来 加 强 对 对 偶 单纯 形 法 计算 细节 的 理解. 

本 章 包括 14 个 例子 、56 个 节 后 习题 和 2 个 案例 . 案例 在 本 书 (下 册 ) 的 附录 
Em". 


4.1 “对 偶 问题 的 定义 


对 偶 (dual) 问题 是 由 原始 (primal) 线性 规划 模型 直接 按 系统 化 定义 的 一 种 线 
性 规划 . 这 两 个 问题 有 着 如 此 紧密 的 关系 , 以 至 于 一 个 问题 的 最 优 解 自动 地 提供 另 
一 个 问题 的 最 优 解 . 

在 大 多 数 线性 规划 的 处 理 中 , 对 偶 问题 是 由 各 种 形式 的 原始 问题 来 定义 的 , 这 
些 形式 包括 最 优化 含义 ( 极 大 化 或 极 小 化 )、 约 束 的 类 型 (<、> 或 =), 以 及 变量 的 
方向 ( 非 负 、 无 限制 ). 这 种 处 理 有 点 混乱 , 针对 这 个 原因 , 我 们 给 出 一 种 单一 的 定 
X, 把 所 有 形式 的 原始 问题 自动 地 包含 进来 . 

我 们 关于 对 偶 问 题 的 定义 要 求 将 原始 问题 表示 成 3.1 节 提 出 的 等 式 约束 形式 
(所 有 约束 是 等 式 方程 , 有 非 负 的 右 端 项 , 并 且 所 有 变量 非 负 ). 这 种 要 求 与 初始 单纯 
形 表 的 形式 是 一 致 的 . 因此 , 从 原始 问题 最 优 解 得 到 的 任何 结果 都 可 以 直接 用 到 相 
应 的 对 偶 问题 上 
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为 了 说 明 如 何 构造 对 偶 问 题 , 定义 等 式 形 式 的 原始 问题 如 下 : 


max (或 min) z Ts 
E 


st. Dayz =bn i212.-,m 
气 


z;20, j212,-,n 


变量 zj, j = 1,2, ,n 包含 任何 剩余 变量 、 松弛 变量 和 人 工 变量 . 

表 4.1 说 明 如 何 从 原始 问题 构造 出 对 偶 问题 . 事实 上 , 我 人 有 

(1) 对 侦 变量 是 针对 原始 问题 每 个 (约束 ) 方程 定义 的 . 

(2) 对 侦 约束 是 针对 原始 问题 的 每 个 变量 定义 的 . 

(3) 原始 问题 变量 约 东 ( 列 ) 的 系数 定义 对 偶 约束 左 端 项 的 系数 , 它 的 目标 系数 
定义 了 右 端 项 . 

(4) 对 偶 目 标 系数 等 于 原始 问题 约束 方程 的 右 端 项 - 


表 4.1 从 原始 问题 构造 对 偶 问题 
原始 问题 变量 


nnet n a z; ES Nx 
a a ES 
v ar au p" 
n a an aan 


E 

表 A2 概括 了 确定 最 优化 含义 ( 极 大 化 或 极 小 化 )、 约束 的 类 型 (<、> 或 =), 

以 及 对 偶 变量 符号 的 规则 . 注意 , 在 对 偶 问 题 中 最 优化 含义 总 是 与 原始 问题 最 优化 

含义 相反 . 记 住 对 偶 问题 约束 类 型 (也 或 是 , < 或 >) 的 一 种 容易 的 方法 是 , 如果 

对 偶 目标 是 求 极 小 , 则 所 有 约束 都 是 > 型 的 。 当 对 侦 目标 是 求 极 大 时 , 约束 类 型 
相反 . 


表 4.2 ”构造 对 偶 问 题 的 规则 


a ELEI 
esi HE PRAN ERE 
WO EME > E 
BAM BOE < XRM 


* 所 有 原始 问题 约 东 是 等 式 方程 , 具有 非 负 右 端 项 , 并 且 所 有 变量 非 负 - 


Al 对 但 问题 的 定义 
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下 面 的 例子 说 明 表 4.2 规则 的 使 用 , 并 说 明 我 们 的 定义 自动 适用 于 所 有 形式 的 


原始 问题 . 
例 4.1-1 
BOSE 等 式 方程 形 式 的 原始 问题 ELE 
max z= 5r làn Azs max z= 5z; + 12ra + 4ra 4 0r, 
st. zı+2r2+ rs $10 st T11272+ mp z4=10 n 
2z, 一 z2+3r3=8 2r1— rz2+3r3+0r4=8 n 
azaz 20 zhz2,73, 54 20 
对 偶 问题 
min w= 10m + 8y 
st 225 
2n-35 212 
+3y2 >4 
Muy >0 
= (n > 0, ERW, 
nanma j 7 P onXRMD 
9l 4.1-2 
TANE 等 式 方 各 形式 的 原 纳 问题 ELEL 
min zo 15r Fl min z= l5ry +123 + Ora Ora 
st. ompk22223 st. 11 二 2z2 一 rs+0r4=3 加 
22; - 4r <5 4 一 5 va 
2522 20 Zumas ra 20 


max w 3y ya 
st. 215 


2y — 4y; < 12 
-n <0 
n «0 (n205«0) 
妇 , 妇 无 限制 
例 4.1-3 
LUCI 等 式 方程 形 式 的 原始 问题 X ERE 
MAn =ef- 
max := 5z1+6r2 max z=5rf —5z, +6r2 
sto z422 =5 st. aj- cpm n 
-zı +572 23 -zi + 对 十 5za — a: n 
4zi +7za <8 Art +Tza om 一 8 vs 


ziXRM z 20 rQrpazsca 20 
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对 偶 问题 


min z= 5y + 3y + 8y 
s.t. m- +dys>5 
-n+ n- 4y > -5 
2j + 5y2 + Tys > 6 
=n >0 
ys 20 | = (Ww 无 限制 ,yo < 0,ys > 0) 
Vi ya ys XR 


) = (v - n +4y =5) 


第 1 个 和 第 2 个 约束 用 等 式 方程 来 代替 . 这 种 情况 发 生 的 一 般 规则 是 , 无 限制 
原始 问题 变量 总 是 对 应 于 对 偶 问 题 的 等 式 约束 . 相反 地 , 原始 问题 的 等 式 约束 总 对 
应 于 无 限制 对 偶 变量 , 正如 第 1 个 原始 问题 约束 显示 的 那样 . 


构造 对 偶 问题 规则 的 总 结 “从 前 面 的 例子 中 得 到 的 一 般 结论 是 , 原始 问题 和 对 偶 问 
题 中 的 变量 和 约束 是 由 六 4.3 所 示 的 规则 定义 的 . 我 们 可 以 检验 , 这 些 明确 的 对 应 
关系 包含 在 表 4.2 所 示 的 一 般 规则 中 . 


表 4.3 ”构造 对 偶 问 题 的 规则 


极 大 化 问题 极 小 化 问题 

的 来 xr 
E - «o 
< - 20 
- - 无 限制 
£t 的 来 
>0 - > 
«o - < 

无 限制 - - 


注意 , 此 表 并 不 用 于 指定 原始 问题 和 对 偶 问题 . 这 里 重要 的 是 最 优化 含义 . 如 
果 原 始 问题 是 极 大 化 , 则 对 偶 问 题 就 是 极 小 化 , 反之 亦 然 . 


习题 4.1A 
1. 在 例 4.1-1 中 , 假如 把 原始 问题 最 优化 含义 改 为 求 极 小 , 导出 相应 的 对 偶 问 题 . 
*2. 在 例 4.1-2 中 , 在 原始 问题 中 增加 第 3 个 约束 3r + z2 = 4, 导出 相应 的 对 偶 问 题 . 


3， 在 例 4.1-3 中 , 证 明 即 使 原始 问题 最 优化 含义 改 为 求 极 小 , 无 限制 原始 问题 变量 总 是 对 应 于 
等 式 对 偶 约 东 . 


4. 写 出 下 列 每 个 原始 问题 的 对 侦 问题 . 
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*5. 


(a) max = 一 一 5zl 十 2rz (b) min z=6z: +372 
st 一 ZE 十 z«-2 st. 620—322 2322 
2r, +372 <5 3zi +4r2 + r3 > 5 
21,2220 2122,23 > 0 


"()) max z=z1+za 
st. 2zi 十 za 一 5 
3rl 一 zz 一 6 
zu za 无 限制 
考虑 例 4.1-1. 单纯 形 法 应 用 于 原始 问题 要 求 在 标准 原始 问题 的 第 2 个 约束 中 使 用 人 工 变 
i, 以 保证 初始 基本 解 . 证 明 : 原始 问题 等 式 形式 中 人 工 变量 的 出 现 并 不 影响 对 偶 的 定义 ， 
因为 它 导 出 多 余 的 对 偶 约 东 . 


判断 正 误 : 


(a) 对 偶 问 题 的 对 偶 得 到 原始 问题 

(b) 如 果 原 始 问题 约束 最 初 是 等 式 形式 , 相应 的 对 偶 变 量 必定 无 限制 . 

(c) 如 果 原 始 问题 约束 的 类 型 是 <, 且 原始 问题 目标 是 求 极 大 ( 极 小 ), 则 相应 的 对 偶 变量 
一 定 非 负 (FE). 

(d) 如 果 原始 问题 约束 的 类 型 是 >, 且 原始 问题 目标 是 求 极 小 ( 极 大 ), 则 相应 的 对 偶 变量 
一 定 非 负 (FE). 

(e) 一 个 无 限制 的 原始 问题 变量 将 导致 一 个 等 式 对 侦 约 束 . 


4.2 ”原始 -对 偶 关系 
原始 线性 规划 模型 中 的 变化 将 改变 当前 最 优 表 的 元 素 , 这 反 过 来 又 会 影响 到 当 


前 解 的 最 优 性 和 (或 ) 当前 解 的 可 行 性 . 本 节 介 绍 一 些 原始 -对 偶 之 间 的 关系 , 用 来 
重新 计算 最 优 单纯 形 表 的 元 素 . 这 些 关系 将 构成 线性 规划 模型 经 济 学 解释 和 后 最 优 
性 分 析 的 基础 . 


本 节 先 简要 地 复习 和 矩阵, 因为 它 是 一 种 完成 单纯 形 表 计算 的 便利 工具 . 


4.2.1 简单 矩阵 运算 的 复习 


量 )， 


单纯 形 表 的 计算 只 用 到 3 种 初等 矩阵 运算 ( 行 向 量 )x( 和 矩阵 )，( 矩 阵 )x( 列 向 
以 及 (标量 )x( 和 矩阵 ). 在 这 里 概述 这 些 运算 是 为 了 方便 . 首先 , 我 们 介绍 一 些 矩 


MWEN O ， 


(1) 一 个 维 数 为 (m x n) RERA 是 一 个 具有 m 行 n 列 元 素 的 矩形 阵列 . 
(2) 一 个 维 数 为 m 的 行 向 重 V 是 一 个 (1 x m) 维 的 矩阵 . 
(3) 一 个 维 数 为 n 的 列 向 重 P 是 一 个 (n x 1) 维 的 矩阵 . 


DEH (下 册 ) 的 附录 D 提供 有 更 全 面 的 矩阵 复习 . 
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这 些 定义 的 数学 表达 式 如 下 : 
«n al2 ain p 
Ve(mmesmha-| $0 s-|? 
mi Am2? … Amn Pn 


(1) ( 行 向 量 x ER, VA). 只 有 当 行 向 量 的 维 数 等 于 4 的 行 数 , 该 运算 才 有 
EX. 在 这 种 情况 下 ， 


va= (Èran En Ee) 


ei dm Ed 
iin, 
1 2^ 
ma: 4] -nto 
5 6 à 
= (242, 308) 


(2) GER x 列 向 量 , AP). 只 有 当 A 的 列 数 等 于 列 向 量 P 的 维 数 , 运算 才 
有 定义 . 在 这 种 情况 下 ， 


Ya 
ji 
D ayp; 
AP = jm 
D anpi 
气 
例如 , 我 们 有 
11 
1 3 5 2 EB a a B = (SS) 
G 4 8/ (as T (2x11+4x22+6x33/ — \ 308. 


(3) (标量 x 矩阵 , aA). 已 知 标量 (或 常数 ) a, 乘法 运算 aA 将 得 到 与 4 JR 
同 维 数 的 矩阵 , 其 中 第 (i,j) 元 素 等 于 aay. 例如 , BA a = 10, 则 有 
123 10 20 30 
w(i 5 )* 40 50 &) 
一 般 而 言 , oA = Ao. 相同 的 运算 等 价 地 扩充 到 标量 与 向 量 的 乘法 ， 例 如 ， 
aV = Va Ñl aP = Pa. 
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人 Ge- 


Vi = (1,22, Va = (-1,-2,-3) 
在 下 面 的 每 种 情况 中 , 指出 所 给 出 的 矩阵 运算 是 否 合法 . 如 果 是 , 请 计算 出 结果 . 
*(a) AVı (b) AP: (c) AP; (d) Vi4 *(e) V:A (f) PP (g) ViP 
4.2.2 单纯 形 表 的 布局 图 
第 3 章 按照 一 种 特殊 形式 设置 了 单纯 形 表 . 这 种 特殊 形式 是 本 章 内 容 的 基 


习题 4.2A 
1. 考虑 下 面 的 矩阵 : 


础 . 

图 4.1 给 出 了 初始 和 一 般 单纯 形 表 的 一 种 表达 形式 . 初始 表 中 , 在 初始 变量 下 
方 的 约束 系数 构成 一 个 单位 矩阵 (identity matrix; 所 有 主 对 角 元 素 等 于 1, 且 非 对 
角 元 素 为 0). 由 于 这 种 排列 . 由 高 斯 - 若 尔 当 行 运算 ( 见 第 3 章 ) 产生 的 后 继 单纯 形 
表 和 迭代 将 会 修改 这 个 单位 矩阵 的 元 素 , 得 到 所 谓 的 逆 矩 阵 (inverse matrix). 在 本 章 
的 余下 部 分 我 们 将 会 看 到 , 逆 矩 阵 是 计算 相应 单纯 形 表 所 有 元 素 的 关键 . 


初始 变量 
目标 z 行 人 = 
BIN - 
(初始 表 ) pi o 
初始 变量 
目标 z 行 荆 = 口 


(mim) 
图 4.1 初始 和 一 般 单纯 形 表 的 示意 表达 


习题 4.2B 
1. 考虑 例 3.3-1 的 最 优 单纯 形 表 - 
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*(a) RHE. 
(b) 证 明 右 端 项 等 于 逆 和 矩阵 乘 上 原始 约 东 的 原始 右 端 向 量 - 
2. 对 于 例 34-1 的 最 后 一 张 表 解决 第 1 题 . 
4.2.3 ”最 优 对 偶 解 


原始 问题 与 对 偶 问 题 的 解 有 着 如 此 紧密 的 关系 , 以 至 于 任何 一 个 问题 的 最 优 解 
直接 产生 (几乎 不 用 再 计算 ) 另 一 个 问题 的 最 优 解 . 因此 , 在 线性 规划 模型 中 , 变量 
的 个 数 比 约束 的 个 数 小 得 多 , 通过 求解 对 偶 问 题 可 以 节省 计算 量 , 因为 从 对 偶 问 题 
的 解 可 以 自动 地 求 出 原始 问题 的 解 ， 这 个 结果 成 立 是 因为 单纯 形 的 计算 量 在 很 大 
程度 上 (尽管 不 是 全 部 ) 依赖 于 约束 的 个 数 (见习 题 4.2C 的 第 2 题 ). 

本 节 提 供 确定 对 偶 变量 的 两 种 方法 ， 注 意 , 对 偶 问题 的 对 偶 是 原始 问题 本 身 ， 
这 意味 着 对 偶 问 题 的 解 还 可 以 用 来 自动 地 生成 原始 问题 的 最 优 解 . 
方法 1 


对 偶 变 量 y, 的 最 优 值 = 初始 变量 x 的 最 优 原始 > 系数 +z 的 原始 目标 系数 
方法 2 
对 偶 变 量 的 最 优 值 = 最 优 原始 基 变 量 的 原 目标 系数 的 行 向 量 x 最 优 原 始 逆 矩 阵 


行 向 量 元 素 出 现 的 顺序 必须 与 单纯 形 表 基 列 所 列 出 的 基 变 量 的 顺序 完全 相同 . 
例 4.2-1 
考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z = 52; 十 1272 + 473 
s.t. ZI 十 2rz 十 za 和 10 
2zi— z2+373=8 
1 272, T3 20 


为 了 准备 用 单纯 形 法 求解 问题 , 我 们 在 第 1 个 约束 加 上 松弛 变量 r4, 并 在 第 2 
个 约束 添加 人 工 变量 R. 因此 导出 原 问题 和 相应 的 对 偶 问 题 定义 如 下 : 


原始 问题 对 偶 问 题 
max z-55 +1272 4r - MR min w= 10y: + Sya 
sto mim mtr =10 st n+m>5 

2rı— 224329 +R=8 2n- y 212 
micacsz R > 0 n+3y2 >4 
m 20 


qa 2 —M(c» 如 无 限制 ) 


表 4.4 提供 了 原始 问题 的 最 优 单纯 形 表 . 
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maa 0642-1 原始 问题 的 最 优 单纯 形 表 


现在 说 明 如 何 用 本 节 开 始 描述 的 两 种 方法 来 确定 最 优 的 对 偶 值 . 
方法 1 ER 4.4 中 , 初始 原始 变量 xs 和 已 分别 唯一 地 对 应 于 对 偶 变 量 六 和 ya. 
因此 , 我 们 确定 最 优 对 偶 解 如 下 : 


MAREEA E R 
= 方程 的 系数 - -Pew 

原始 目标 系数 0 -M 
m nn n 
EETA ETEF M+(M) = 


方法 2 ”最 优 逆 矩阵 , 即 表 4.4 中 初始 变量 zs 和 R 下 面 突出 显示 的 部 分 , 即 
um 
$ 


首先 , 我 们 注意 到 , 最 优 原始 变量 列 在 表 中 , 其 行 的 顺序 为 先 za 再 zi, 这 意味 着 两 
个 变量 原始 目标 系数 的 元 素 必须 以 相同 的 顺序 出 现 , 也 就 是 ， 


(原始 目标 系数 ) = (zz 的 系数 ，zi 的 系数 ) 
=(12,5) 
因此 , 最 优 对 偶 值 计 算 如 下 : 
(gi y2) = (za,zi 的 原始 目标 系数 ) x (最 优 逆 矩阵 ) 
-025( H j ) 
id 
-PD 


原始 -对 偶 目标 值 “在 说 明了 如 何 确定 最 优 对 偶 值 后 ,下 面 , 我 们 介绍 原始 目标 值 
和 对 偶 目标 值 之 间 的 关系 . 对 于 任意 一 对 可 行 的 原始 解 和 对 偶 解 , 都 有 : 


极 大 化 问题 的 目标 值 < 极 小 化 问题 的 目标 值 


在 最 优 值 处 , 这 个 关系 式 作为 严格 等 式 成 立 . 这 个 关系 式 并 没有 特别 指定 哪 一 个 问 
题 是 原始 问题 , 哪 一 个 问题 是 对 偶 问 题 . 在 这 种 情况 下 , 只 有 最 优化 含义 ( 极 大 化 或 
极 小 化 ) 是 重要 的 . 
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最 优 值 不 可 能 出 现 z 严格 小 于 w( 即 > < w), 因为 无 论 z 与 w 靠 得 如 何 近 , 总 
是 有 余地 可 以 改进 , 这 与 图 4.2 演示 的 最 优 性 矛盾 . 


极 大 化 = BuME w 


图 4.2 极 大 化 = 与 极 小 化 w 之 间 的 关系 


例 4.2-2 
在 例 4.2-1 中 , (zi = 0,z2 = 0,rs= $) 和 (yi = 6, y2 = 0) 是 可 行 的 原始 解 与 
对 偶 解 . 相应 的 目标 值 是 


2-57, 1272 + 4zs = 5(0) 1200)  4(8) = 10 
w= 10y; + 8y2 = 10(6) + 8(0) = 60 


因此 , z(= 108) 对 于 极 大 化 问题 (原始 问题 ) 小 于 w(= 60) 对 于 极 小 化 问题 (对 偶 
问题 ). * 的 最 优 值 (= 544) 落 在 区 间 (103,60) 内 . 


习题 4.2C 


1. 对 下 面 的 问题 仅 通过 观察 它 的 对 偶 问 题 来 求 目 标 函数 的 最 优 值 . (不 用 单纯 形 法 求解 对 偶 问 
题 ) 
min z= 10r+4r2+5rs 
st. Sz1—7r2+3r3250 
murs 20 


2. 求解 下 面 问题 的 对 侦 问 题 , 然后 从 对 偶 问题 的 解 中 求 它 的 最 优 解 . 对偶 问 题 的 解 比 直接 求 
解 原始 问题 提供 了 计算 上 的 优势 吗 ? 


min == 5zi 十 bra 十 3zs 
st. S571+ 5za 二 3ra > 50 
mp r- za220 
Tri 6za 一 9za> 30 
5zl 52 532 35 
2, 47a 一 15ra> 10 
12r; + 1074 290 
22— lüzs 2 20 
m» ma 73> 0 
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+3. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z= 5z; 272 - $23 
st. zı +5r2 2:3 30 


n 


— 523 — 6zs < 40 


Z1, T2, 33> 0 


已 知人 工 变量 zs 和 松弛 变量 zs 构成 初始 基 变 量 , 在 求解 此 问题 时 , $ M 等 于 100, 最 优 


表 给 出 如 下 : 
基 zy z2 z3 za zs 解 
z 9 g T 105 0 150 
n 1 5 2 1 9 30 
o -10 -8 -1 1 10 


zs 


写 出 相应 的 对 偶 问 题 并 使 用 两 种 方法 确定 它 的 最 优 解 . 
4. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 


min z=4r1+z2 


st. 


$n z2=3 
An 32226 
i2) <4 

zy z220 


初始 解 由 第 1 个 、 第 2 个 约束 的 人 工 变量 ra, zs 与 第 3 个 约束 的 松弛 变量 ze 组 成 . 用 
M = 100 作为 人 工 变量 的 系数 , 最 优 表 给 出 如 下 : 


TPR A 
z 0 0 g 一 98.6 一 100 一 0.2 34 
E 1 5 o 94 0 03 oa 
za D] 1 o 02 o 06 18 
0 LJ 1 


zs 


写 出 相应 的 对 偶 问 题 并 使 用 两 种 方法 确定 它 的 最 优 解 . 
5. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z = 2z; + 472 + 4T3 — 3r4 
st m+ T2453 —4 
zitin +n -8 
Zi, Z3 T3, 420 


用 rs 和 zt 作 初 始 变量 , 最 优 表 给 出 如 下 : 


基 En z2 zs za 解 
z 2 [] [] 3 16 
z3 975 9 1 -035 

z 1 0 0325 2 


025 : 
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写 出 相应 的 对 偶 问题 并 使 用 两 种 方法 确定 它 的 最 优 解 . 


*6. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 
max z 一 TI 十 5ra 十 3zs 
$t ZI 十 2zz 十 zs 一 3 
271— zz =4 
zi r3 T3>0 
初始 解 由 第 1 个 约束 的 zs 和 第 2 个 约束 的 人 工 变量 = 组 成 , 人 工 变量 的 系数 为 M = 100. 
最 优 表 给 出 如 下 ， 


X n zo zs zo W 
A 710 em 99 5 
zo 0 FY w. C 
a 1 o5 o0 05 2 


写 出 相应 的 对 偶 问题 并 使 用 两 种 方法 确定 它 的 最 优 解 . 


T. 考虑 下 列 不 等 式 组 : 
2n +3za < 12 
—ri 22; < 一 4 
3z -572 < 2 
come 
20120 


可 以 通过 增加 一 个 平凡 的 目标 函数 max z = zi + za 求 出 可 行 解 , 然后 求解 此 问题 . 另 一 
种 方法 是 求解 对 偶 问 题 , 从 对 但 问 题 中 可 以 求 出 该 不 等 式 组 的 一 个 解 . 应 用 上 述 两 种 方法 
M. 


8， 估 计 下 列 线性 规划 最 优 目 标 函 数值 的 区 间 : 


“(a) min z= 5r1+2r2 
st m- z223 


(c) max = = 2zi 22 
21 — za < 10 
2n — «40 

mz 20 


st. 


(b) max = = zl + 524 十 3za 
ibn za=3 
2rl 一 T2 -4 

1,22,23 2 0 


st. 


(d) max z—3zi 427; 
2n z&3 
3z1ı + 4r; < 12 

2,2220 


st. 


9. 在 第 7(a) 题 中 , 令 加 和 y 是 对 偶 变 量 . 确定 下 列 原始 -对 偶 解 对 是 否 最 优 . 


*(a) (zi = 3,2; 
(c) (i — 3,22 


(b) (zi —422— li 21,2 —0) 
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4.2.4 ”单纯 形 表 的 计算 


这 一 节 说 明 如 何 从 问题 的 原始 数据 、 与 选 代 相应 的 递 短 阵 , 以 及 对 偶 问 题 中 产 
生出 整个 单纯 形 表 的 任意 一 次 选 代 . 使 用 图 4.1 单纯 形 表 的 示意 图 , 我 们 可 以 把 计 
算 分 成 两 类 : 

(1) 约 东 列 ( 左 端 项 和 右 端 项 ); (2) 目标 z 行 . 
公式 1: 约束 列 的 计算 ”在 任意 一 次 单纯 形 选 代 中 , 左 端 或 右 端 项 列 的 计算 如 下 : 


第 站 次 迭代 的 约束 列 = 第 站 次 迭代 的 逆 矩 阵 x 原始 的 约束 列 


公式 2: 目标 z 行 计算 “在 任意 一 次 单纯 形 迭 代 中 , zi 的 目标 方程 系数 (简约 费 
用 ) 的 计算 如 下 : 


原始 z 方程 中 变量 zi 的 系数 = 第 j 个 对 偶 约 束 的 左 端 项 
-第 了 个 对 偶 约 束 的 右 端 项 


例 4.2-3 
我 们 用 例 4.2-2 的 线性 规划 来 解释 公式 1 和 公式 2 的 应 用 . 从 表 4.4 中 的 最 优 
单纯 形 表 , 我 们 有 


$ ab. 
ecu = ( Hi ) 
E 
通过 计算 最 优 表 所 有 的 左 端 项 和 右 端 项 的 列 , 使 用 公式 1: 
JUS IPIS zi 列 = 最 优选 代 中 的 逆 矩 阵 x 原始 的 zi 列 
(8 1Y (0 
(13): 0-0 


同 理 计 算 其 余 约束 的 列 , 即 有 : 


最 优 迭 代 中 的 22 列 = 


os o cms 
1 
p" 


最 优 迭 代 中 的 zs 列 = ( 


最 优选 代 中 的 zs 列 = ( 


—— 
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E 
E -[* 5 (9-(1) 
Pur 1 $ 


224 12 
BERRAR = (77) = d o «($)- Uu 
eT 
接 下 来 , 我 们 说 明 如 何 用 公式 2 完成 目标 行 的 计算 . 对 偶 变量 的 最 优 什 , (vi, ya) = 
(9.8). 例 4.2-2 中 使 用 了 两 种 不 同 的 方法 给 出 了 相应 的 计算 结果 . 这 些 值 在 公式 
2 中 用 于 确定 相应 的 = 系数 , 即 有 : 


zl H z R= uo 25-5 23«2x(-12)-5 =0 
za M z R= 2 -y -12=2x 2 - (- 2) -12 =0 
zs 的 = 系数 =W+3w2 一 4 -e3x(-0)-4 -i 
z4 的 2 系数 = 一 0 -2-0 -2 
Riz -u-(-M) --B-(-M) = -和 +M 


TER, 公式 1 和 公式 2 的 计算 能 够 用 在 原始 问题 或 者 对 偶 问 题 的 任意 一 步 迭 
rb. 这 里 我 们 只 需要 相应 于 (原始 或 对 侦 ) 选 代 的 递 和 矩阵 和 原始 线性 规划 数据 
习题 4.2D 

1. 生成 例 4.2-1 的 第 1 个 单纯 形 选 代 (为 方便 起 见 , 可 以 使 用 TORA 的 [EROR > 
| 然后 用 公式 1 和 公式 2 验证 所 得 表 中 的 全 部 元 素 . 
2 考虑 下 面 的 线性 规划 模型， 
max z=4ri+14r2 
$t. 2z, 十 7za 十 73 -21 
Tzi 213 za —210 
Ti Fa fs A20 


检验 下 列 每 一 个 基本 解 的 最 优 性 与 可 行 性 : 
Ma) WER = (z2,z4), MARE 一 ( ee 


" 
; 
(O) RR = (raz), repe - (7 


-T iri 


Tm) 
PEN P; 


( 
(c) 基 变 量 = (z2, 21), xen - ( & 2 
(0) EER = (21,20), RE = ( 
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"a. 


.考虑 下 面 的 线性 规划 模型 : 


max z= 3rl 十 272 十 5zs 


si zı 十 273 十 za +z -30 
3zi * 229 十 75 -60 
z, + 4ra 4 ze —20 
Gi, T2, Z3, Z4, T$. Te 2 0 
检验 下 列 每 一 个 基本 解 的 最 优 性 与 可 行 性 . 


1 -#0 
(a) 基 变 量 = (z4, 23,20), WEF = |0 $0 
o 01 


(i zi j 
(b) EER = (zzz m) EHE - F 一 一 3 


E 
i 

bo 

(c) WER = (22525) WE | 0 } 0 
-2 TUS 


考虑 下 面 的 线性 规划 模型 : 
min = 一 2r; 十 zz 
st. 3m + z2 — za = 
Ari 3ra =de = 
zı 2n +z =3 
Zi, 223, T3, Za, Ts > 0 


对 应 于 下 面 的 基本 解 计算 出 完整 的 单纯 形 表 , 并 检验 它 的 最 优 性 和 可 行 性 . 
1:56 

WER = (z1,z2,7s), WEF =| -4 $ 0 

1 -1 1 


考虑 下 面 的 线性 规划 模型 : 


max z= 5z; + 12r3 十 473 
st iri adora dO 
271— 7; 4323 三 2 

Zi, Ta, T3, i20 


(2) 从 下 列 基本 可 行 解 中 找 出 最 好 的 解 
WU LUE 
O 388 - eor ERI - (7 3) 
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1 i 
(8) ERR = (se) iem - (1.73) 
pf 
ia 
DEER- (sz) mem- (i 1 
H 
(0) 对 于 线性 规划 模型 ,由 (a) 得 到 的 解 是 最 优 的 吧 ? 
.考虑 下 面 的 线性 规划 模型 


max = = 5zl 十 2rz rs 
st. zı 十 5za + 2rs € 
zı 一 5r2 一 6zs gb 

mw Ta, Za > 0 


下 表 是 对 应 于 by 和 bs 特定 值 的 最 优 表 : 


* T 72 z3 74a E 解 
z 0 a 了 a n 150 
£z 1 D 2 1 o 30 
zs 0 e -8 -1 1 10 
求 以 下 各 值 : 
(a) 右 端 项 by 和 ba 的 值 . (b) 最 优 对 偶 解 . (c) JC a,b, c, d, e. 


*7。 下 表 是 带 有 3 个 (<) 约束 和 所 有 非 负 变 量 的 一 个 求 极 大 值 的 线性 规划 模型 的 最 优 单纯 形 
表 . 变量 rs, ra, zs 为 相应 于 3 个 约束 的 松弛 变量 . 使 用 原始 和 对 偶 目 标 函 数 采 用 不 同 的 
方法 求 出 相应 的 最 优 目标 值 . 


基 zı za z3 za zs LJ 

z 0 0 0 3 2 T 

zs o 0 1 1 -1 2 

z 0 1 o 1 o 6 

n 1 0 9 -1 2 
8. 考虑 下 面 的 线性 规划 : 


max z= 2r; + 472 十 473 — 3z4 
st. m+ riz 三 4 
2 十 472 十 到 =8 
zw Z2, Ta, z4 20 
用 对 偶 问 题 证 明基 本 解 (>+, za) 不 是 最 优 的 - 
9. 证 明 在 4.2.3 节 中 确定 最 优 对 偶 值 的 方法 1 实际 上 是 可 由 4.2.4 节 中 的 公式 2 推导 出 来 . 
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4.3 ”对 偶 的 经 济 学 解释 


线性 规划 问题 可 以 看 成 是 一 种 资源 分 配 模型 , 模型 中 的 目标 是 极 大 化 收入 , 约 
东 是 有 限 资源 的 利用 . 从 这 个 观点 看 问题 , 相应 的 对 偶 问题 提供 了 线性 规划 资源 分 


配 模型 有 趣 的 经 济 学 解释 - 
使 用 公式 进行 讨论 , 我 们 考虑 下 面 一 般 原 始 问题 与 对 偶 问 题 的 表示 : 
TARE ELLO 
max z= $ ozy min w= Ë 
se Eni imha m se Eg es joiieen 


320 j-12-n W29 i-12:,m 


将 问题 看 成 是 资源 分 配 模型 , 原始 问题 有 n 种 经 济 活动 和 m 种 资源 .在 原始 问题 
中 系数 c; 表示 活动 j 的 单位 收入 . 资源 i 的 最 大 可 用 量 为 b, 且 资 源 i 在 活动 j 
中 的 单位 消耗 率 是 aij. 
4.3.1 ”对 偶 变量 的 经 济 学 解释 

4.2.3 节 曾 说 明 , 对 任意 原始 可 行 解 和 对 偶 可 行 解 ， 当 目标 函数 值 有 限时 , 一定 
满足 下 面 的 不 等 式 : 


e «Y bai = 
FEM: 
当 原始 解 与 对 偶 解 是 最 优 解 时 , 等 式 严 格 成 立 , 即 z= w. 
首先 , 考虑 最 优 条 件 = = w. 已 知 原始 问题 表示 资源 分 配 模型 ,我 们 能 够 认为 z 
表示 收入 的 美元 数 . 因为 o, 表示 资源 i 可 用 的 单位 数 , 方程 = 可 表示 成 


$— Y 资源 ; 的 单位 数 x 每 单位 资源 的 $ 


这 意味 着 对 偶 变量 y, 表示 资源 i 的 单位 价值 . 如 3.6 节 所 述 , 标准 的 名 称 是 资源 
i 的 对 偶 价 格 或 影子 价格 , 在 所 有 线性 规划 的 文献 和 软件 包 中 都 用 它 来 替代 名 称 单 
位 价值 . 

按照 相同 的 逻辑 , 不 等 式 > < w, 可 以 将 相应 的 原始 可 行 解 与 对 偶 可 行 解 解释 
为 

收入 < 资源 的 价值 

这 个 关系 式 说 明 , 只 要 从 全 部 活动 中 得 到 的 总 收入 小 于 资源 的 价值 , 相应 的 原始 解 
和 对 侦 解 就 不 是 最 优 的 只 有 当 资 源 完全 地 被 开发 ， 最 优 性 (最 大 收入 ) 才能 达到 ， 
这 只 能 发 生 在 输入 (资源 的 价值 ) 等 于 输出 (收入 的 美元 数 ) 时 . 从 经 济 学 的 角度 来 
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看 , 当 输 入 (资源 的 价值 ) 超过 输出 (收入 ), 系统 被 称 为 不 稳定 的 ( 非 最 优 的 ) 稳定 


仅 出 现在 两 个 量 相等 时 . 
例 4.3-1 
EAI Reddy Mikks 模型 ( 例 2.1-1) 和 它 的 对 偶 问题 如 下 : 1 
Reddy Mikks 原始 问题 Reddy Mikks AARE 
max 51 十 4 min w= 24g + 6ya ys 2a 
st 6n 二 4z2<24 (资源 1, MI) st 6n+m-m o 25 
m» 222€ 6 (资源 2 M2) dyi +2y2 +y3 HA > 4 
-a ond (NE) m, ya vs ya 20 
mi 2 (RN LER) 
zl z> 0 
pona 最 优 解 : 
m-321715, 2721 yi 7075, ya = 0.5, ys yi 0, 


简要 地 说 , Reddy Mikks 模型 涉及 生产 两 种 类 型 的 涂料 (内 墙 和 外 墙 ), 这 两 种 
产品 使 用 两 种 原料 M1 和 M2( 资 源 1 和 资源 2) 并 受 市 场 和 需求 的 限制 , 由 第 3 个 
和 第 4 个 约束 来 表示 模型 确定 内 墙 和 外 墙 涂料 的 数量 ( 吨 /天 ), 使 得 每 天 的 收入 
最 大 化 (单位 是 1 000 美元 ). 

最 优 对 偶 解说 明 原料 1( 资 源 1) 的 对 偶 价 格 (单位 价值 ) 是 y. = 0.75( 或 每 吨 
750 美元 ), 原料 2( 资 源 2) 的 对 偶 价 格 是 = 0.5( 或 每 吨 500 美元 ). 这 些 结果 对 于 
特定 的 、 正 如 我 们 在 3.6 节 说 明 的 可 行 性 区 域 也 适用 . 对 于 表示 市 场 和 需求 限制 的 
资源 3 和 资源 4, 对偶 价 格 均 为 零 , 这 表明 它们 相应 的 资源 是 充裕 的 . 因此 , 它们 的 
单位 价值 是 零 . 


习题 4.3A 


1. 在 例 4.3-1 rb, 计算 下 面 每 种 情况 下 最 优 收 入 的 变化 (用 TORA 输出 得 到 可 行 性 区 域 ). 
(a) 原料 M1( 资 源 1) 的 约束 是 zi + 4za < 22. 
(b) 原料 M2( 资 源 2) 的 约束 是 zi 十 2ra < 4.5. 
(c) 由 资源 4 表示 的 市 场 条 件 是 za < 10. 
*2. NWAC 电力 公司 为 军事 承包 商 生产 4 种 类 型 的 简单 电缆 . 每 种 电缆 必须 经 过 4 种 相继 的 
操作 : 拼接 、 焊接、 套 管 和 检查 . 下 表 给 出 了 该 问题 相关 的 数据 - 


"uum 3 nx 单位 收入 (8) 

50320 10.5 50 940 

SC325 93 50 1080 

SC340 116 50 8.75 

SC370 82 50 7.80 
HEH (PP) — 48000 4 5000 
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承包 商 保证 对 于 4 种 电缆 的 每 一 种 最 低产 量 是 100 个 单位 - 
(a) 将 问题 建立 成 一 个 线性 规划 模型 , 并 确定 最 优 的 生产 规划 . 
(b) 根据 对 偶 价格 , 你 会 推荐 增加 4 种 操作 中 任何 一 种 的 日 操作 能 力 吗 ? 试 解释 . 
(c) 对 于 4 种 电缆 的 最 低产 量 要 求 对 NWAC 电力 公司 有 利 还 是 不 利 ? 试 根据 对 侦 价格 
给 出 解释 
(d) 如 果 将 焊接 能 力 增加 10%, 能 够 保证 由 对 侦 价格 指定 的 现 有 单位 收入 吗 ? 
BagCo 公司 生产 皮 夹克 和 手提 人 包 . 一 件 皮 夹克 需要 8 m? 的 皮革 , 一 个 手提 包 仅 需 要 2 m 
的 皮革 . 对 于 两 种 产品 的 劳动 力 需 求 分 别 是 12 小 时 和 5 小 时 .目前 一 周 提供 的 皮革 和 劳 
动力 的 限制 是 1 200 m? 和 1 850 小 时 . 公司 销售 皮 夹 克 和 手提 人 包 的 价格 分 别 是 350 美元 
和 120 美元 ,公司 的 目标 是 确定 生产 规划 使 净 收入 为 最 大 . 如 果 BagCo 公司 考虑 扩大 生 
产 , 那么 公司 购买 额外 皮革 需要 支付 的 最 高 价格 是 多 少 ? 为 额外 劳动 力 需要 支付 的 工资 是 
多 少 ? 
4.3.2 ”对 偶 约 束 的 经 济 学 解释 
对 侦 约束 可 以 用 4.2.4 节 中 的 公式 2 来 解释 , 它 说 明 在 任何 原始 问题 的 迭代 中 ， 


罗 的 目标 系数 = 对 偶 约束 j 的 左 端 项 - 对 偶 约束 j 的 右 端 项 
2 Y ay - cj 


ie 
我 们 再 次 用 维 数 分 析 来 解释 这 个 方程 活动 j 的 单位 收入 c, 以 美元 计 . 因此 , 从 
一 致 性 的 角度 来 看 ， È ayn 的 量 纲 也 一 定 是 美元 /单位 . 其 次 , 因为 c; 表示 收入 ， 


PL 以 相反 的 符号 出 现在 方程 中 , 一 定 表示 成 本 . 因此 , 我 人 有 


» 


Silk = Y^ ayu = Y, 每 单位 活动 j 对 应 于 资源 的 用 量 x 资源 ; 的 单位 成 本 
WIES 
这 里 的 结论 是 对 偶 变 量 表示 每 单位 资源 ;的 估算 成 本 (imputed cost), 因此 我 们 
AER TS ay; 看 作 是 产生 一 个 单位 活动 j 所 须 全 部 资源 的 估算 成 本， 
在 3.6 节 中 , 我 们 提 到 量 (3: aym 一 ) 作为 活动 了 的 简约 费用 - 单纯 形 法 的 


极 大 化 问题 的 最 优 性 条 件 是 说 , 仅 当 无 用 (HERE) 活动 ; 的 简约 费用 为 负 , 对 它 的 投 
入 增加 才能 够 提高 收入 . 按照 前 面 的 解释 , 这 个 条 件 说 明 


用 在 一 个 单位 活动 上 的 资源 的 估算 成 本 < 活动 j 的 单位 收入 


因此 , 极 大 化 问题 的 最 优 性 条 件 是 说 , 如 果 一 项 活动 的 单位 收入 超过 它 的 单位 估算 
成 本 , 那么 从 经 济 学 角度 来 看 , 增加 该 项 活动 的 投入 就 能 够 增加 收入 . 
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我 们 将 用 3.6 节 的 TOYCO 模型 演示 其 计算 . 为 了 方便 , 这 里 再 陈述 一 遍 模型 
的 细节 . 
例 4.3-2 

TOYCO 公司 用 3 种 操作 装配 3 种 玩具 : 玩具 火车 、 玩 具 卡 车 和 玩具 汽车 . 对 
于 3 种 操作 的 可 利用 的 装配 时 间 分 别 是 每 天 430 分 钟 、460 分 钟 和 420 分 钟 , 每 个 
玩具 火车 、 玩具 卡 车 和 玩具 汽车 的 收入 分 别 是 3 美元 、2 美元 和 5 美元 . 每 辆 火车 
在 3 种 操作 的 装配 时 间 花 费 分 别 是 1 分 钟 、3 分 钟 和 1 分 钟 . 每 辆 卡车 和 每 辆 汽 
车 相应 的 时 间 是 (2,0,4) 和 (1,2,0) 分 钟 ( 零 时 间 表示 未 用 到 此 项 操作 ). 

令 21, zz, zs 表示 玩具 火车 、 玩 具 卡 车 和 玩具 汽车 每 天 的 装配 单位 数量 , 相应 
的 线性 规划 模型 和 它 的 对 偶 给 出 如 下 : 


TOYCO 原始 向 题 TOYCO NAHE 

max z= 1 + 272 + Srg min w = 430y; + 460y2 + 420vs 
st mk2r) 十 z3<430 (ME) sto mtn +y>3 
3n *r < 460 (操作 2) 2 + ya>2 
i dr, «4m (操作 3) 如 十 20 25 


zi, 320 n, ya ys 20 
最 优 解 
Z1 0,22 = 100, 73 = 230, z = $1 350 


最 优 原始 解 要 求 不 生产 玩具 火车 , 生产 100 辆 玩具 卡车 和 230 辆 玩具 汽车 . 假 
定 TOYCO 对 生产 玩具 火车 也 感 兴趣 . 将 如 何 完成 这 件 事 呢 ? 用 zl 的 简约 费用 来 
解释 这 个 问题 , 玩具 火车 变 成 有 经 济 吸引 力 只 有 当 用 于 生产 一 辆 玩具 火车 的 资源 估 
算 成 本 小 于 它 的 单位 收入 因此, TOYCO 可 以 通过 提高 单位 价格 的 方法 来 增加 每 
辆 玩具 火车 的 单位 收入 , 或 者 它 减少 所 用 资源 的 估算 成 本 (= ye 3y + ys). 增加 
单位 价格 , 由 于 市 场 竞争 , 可 能 并 不 可 行 . 减少 单位 估算 成 本 看 起 来 更 有 道理 , 因为 
它 需 要 改进 装配 操作 . 令 ri, rz, ra 为 3 种 操作 单位 时 间 的 减少 比例 , 问题 是 需要 
确定 ri, ra, ro, 使 得 每 辆 玩具 火车 新 的 估算 成 本 小 于 它 的 单位 收入 , 也 就 是 ， 


= =0,w = $1 350 


10 — ri) +3(1 — r2)y2 + 10 — rs)ys < 3 
对 于 给 出 的 最 优 值 m = 1, y2 = 2 和 ys = 0, 这 个 不 等 式 简化 为 (请 验证 !) 
nri6n24 


因此 , 任意 的 在 0 到 1 之 间 且 满足 ri + 6r > 4 的 rl 和 ro 能 够 使 玩具 火车 有 利 可 
图 . 然而 , 这 个 目标 或 许 并 不 能 实现 , 因为 它 实 际 需要 的 操作 1 和 操作 2 的 时 间 要 
减少 是 不 可 能 的 . 例如 , 即使 在 这 两 项 操作 的 时 间 上 减少 的 比例 高 达 50%( 也 就 是 ， 
ri = ma = 0.5), 对 于 给 定 的 条 件 还 是 失败 的 , 因此 , TOYCO 将 不 再 生产 玩具 火车 , 
除非 有 增加 单位 价格 的 可 能 性 . 
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习题 4.3B 


1. 在 例 4.3-2 中 , 假定 对 于 玩具 火车 , 操作 2 的 单位 时 间 从 3 分 钟 最 多 减少 到 1.25 分 钟 . 操 
作 1 的 单位 时 间 必须 减少 到 多 少 , 才 使 生产 玩具 火车 恰好 有 利 可 图 ? 
*2. 在 例 4.3-2 中 , 假定 TOYCO 正在 研究 引进 第 4 种 玩具 的 可 能 性 : 玩具 救火 车 . 其 装配 不 
使 用 操作 1, 且 操作 2 和 操作 3 的 单位 装配 时 间 分 别 是 1 分 钟 和 3 分 钟 . 每 辆 玩具 救火 车 
的 收入 是 4 美元 . 你 是 否 建议 TOYCO 引进 这 种 新 产品 ? 
*3. JoShop 公司 使 用 车 床 和 钻 压 生产 4 种 类 型 的 机 器 零件 PP1、 PP2、PP3 和 PP4. 下 表 总 
括 了 相关 数据 . 


加 工 单个 零件 的 时 间 数 


z —PRL— a ww — ru — "^ m 

车 床 2 5 3 4 5 300 

钻 压 3 4 6 4 5300 
单位 收入 (8) 3 6 5 4 


对 于 当前 最 优 解 不 生产 的 零件 , 求 每 增加 一 个 这 些 产品 所 引起 的 最 优 收入 的 下 降 率 . 

4. 考虑 在 第 3 题 中 JoShop 公司 的 最 优 解 . 公司 估计 , 对 于 不 生产 的 零件 (由 最 优 解 确定 ) 通 
过 生产 过 程 的 改进 , 可 全 面 减少 20% 的 机 器 时 间 . 这 项 改进 能 使 这 些 零 件 有 利 可 图 吗 ? 如 
果 不 能 , 需要 下 降 的 最 小 百分比 是 多 少 才能 有 收益 ? 


4.4 ”其 他 单纯 形 算法 


在 第 3 章 提 到 的 单纯 形 算法 中 , 问题 从 一 个 (基本 ) 可 行 解 开始 . 后 面 的 迭代 保 
持 可 行 性 , 直到 最 后 一 步 迭 代 达 到 最 优 解 .这 种 算法 有 时 称 为 原始 单纯 形 (primal 
simplex) 法 . 

本 节 介绍 其 他 两 种 算法 : 对 偶 单纯 形 (dual simplex) 法 和 广义 单纯 形 (general- 
ized simplex) 法 .在 对 偶 单纯 形 法 中 , 线性 规划 从 一 个 优 于 最 优 解 的 不 可 行 (基本 ) 
解 开始 . 以 后 的 迭代 仍 保持 不 可 行 并 ( 优 于 ) 最 优 , 直到 最 后 一 次 迭代 恢复 可 行 性 , 
广义 单纯 形 法 将 原始 单纯 形 法 和 对 偶 单 纯 形 法 组 合成 一 个 算法 ， 它 处 理 在 开始 处 
既 不 是 最 优 又 不 是 可 行 的 解 的 问题 . 在 这 个 算法 中 , 相继 的 迭代 由 基本 可 行 或 不 可 
行 (基本 ) 解构 成 . 在 最 终 的 迭代 中 , 解 变 为 最 优 且 可 行 的 (假定 它们 存在 ). 

用 于 后 最 优 分 析 计算 过 程 中 的 所 有 3 种 算法 (原始 单纯 形 法 、 对 个 单纯 形 法 和 
广义 单纯 形 法 ) 将 在 4.5 节 中 介绍 . 


4.4.1 ”对 偶 单纯 形 算法 


对 偶 单 纯 形 法 的 核心 是 以 一 个 优 于 最 优 解 且 不 可 行 的 基本 解 开始 , 最 优 性 条 件 
和 可 行 性 条 件 用 于 在 保持 基本 解 的 最 优 性 的 同时 使 解 的 迭代 朝 着 可 行 性 移动 
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对 偶 可 行 性 条 件 AMER r, 是 具有 最 负 值 (多 个 时 任 选 其 一 ) 的 基 变 量 . 如 
果 所 有 的 基 变 量 均 是 非 负 的 , 算法 结束 . 

对 偶 最 优 性 条 件 已 知 z, 是 离 基 变 量 , 令 c; 是 非 基 变 量 zi 的 简约 费用 , a 
是 单纯 形 表 中 约束 在 c, TERI c, 列 的 系数 . 进 基 变量 是 非 基 变 量 , 其 中 ar < 0 H 
使 得 下 式 有 相应 的 最 小 比 


EE 


an 


a (len) 
(多 个 时 任 选 其 一 .) 如 果 anj > 0 对 于 所 有 的 非 基 变 量 c, 成立, 则 问题 没有 可 
行 解 . ， 


从 一 个 线性 规划 最 优 且 不 可 行 点 开始 , 下 面 两 个 条 件 必须 得 到 满足 : 

(1) 目标 函数 满足 一 般 单纯 形 法 的 最 优 性 条 件 (第 3 章 ). 

(2) 所 有 约束 的 类 型 是 (<). 

第 二 个 条 件 需 要 将 任何 (>) 转换 为 (<), 可 以 通过 简单 地 在 不 等 式 (>) 的 两 边 
RE -1 来 转换 . 若 线性 规划 包括 (=) AUR, 则 等 式 约束 可 以 用 两 个 不 等 式 来 代替 . 
例如 ， 


2 十 22 一 1 


等 价 于 
zi+za 和 D ziz221 
或 
ziz2Kl, -zı -z2 $ -1 
在 把 所 有 约束 转换 成 (<) 后 , 如 果 不 等 式 右 端 项 中 至 少 有 一 个 是 严格 的 负数 , 那么 
初始 解 是 不 可 行 的 . 
例 4.4-1 


min z=3z; 十 272 十 Ts 
st. (Un z+z3>3 
-3r +322 + 326 
Ti+ miis «3 
jars > 0 
在 当前 的 例子 中 , 将 第 1 个 和 第 2 个 不 等 式 乘 上 —1, 转换 成 (<) 约束 . 因此 ， 
初始 单纯 形 表 将 如 下 给 出 : 
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基 加 za T3 za zs E L1 
z -3 E E [] o 0 0 
ge 3 E -1 1 © 0 
zs 3 -3 E 0 1 0 -6 
ze. 1 1 1 0 0 1 3 


为 z 行 中 的 所 有 简约 费用 均 < 0 (a = -3, & = -2, 
56 = 0). 它 同时 还 是 不 可 行 的 , 因为 基 变 量 中 至 少 有 一 个 
取 值 为 负 (z4 = 6, z6 = 3). 

按照 对 偶 可 行 性 条 件 , zs(= -6) 是 离 基 变 量 . 下 表 显 示 如 何 用 对 侦 最 优 性 条 件 
确定 进 基 变 量 . 


j=1 j-2 j-5 
非 基 变 量 E 72 z3 
zf 6) -3 -2 a 
zs ff, asy 3 -3 -1 


一 1 


下 表 可 用 我 们 熟悉 的 行 运算 得 到 , 给 出 如 下 : 


* E? z2 za ES 25 ze 解 
z -5 0 = 0 zi o 4 
: UN Box 
n 1 DIS" T aS 2 
z o i 0 1155 1 
比值 1 一 一 2 一 


基 E z2 zs za zs ze 解 
z -3 0 9 -l = [] 

cH S E 
n -3 1 o -4 o i 
ES -2 o o 1 0 1 0 


注意 对 偶 单纯 形 的 工作 原理 .在 所 有 的 和 迭代 中 , 一 直 都 要 保持 最 优 性 (所 有 简 
约 费用 < 0). 同时 , 每 一 个 新 的 迭代 将 解 向 可 行 性 方向 移动 . 在 迭代 3 中 , 第 一 次 
恢复 可 行 性 , 因此 选 代 过 程 结束 , 并 得 到 最 优 的 可 行 解 1 = 0, zz = $, zs = $ M 


2-5. 


TORA 程序 
TORA 为 对 偶 单 纯 形 方法 提供 了 一 教学 模块 。 从 [SODVEIMODIEM, 交 单 中 
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选择 [ER a - erations.— SE. 记 住 , 你 需要 将 (=) 约束 
转换 成 不 等 式 约束 . 你 并 不 需要 转换 (>) 约束 , 因为 TORA 将 在 内 部 作 转换 . 如 果 
线性 规划 并 不 满足 对 侦 单 纯 形 法 的 初始 必要 条 件 , 提示 信息 将 出 现在 屏幕 上 . 

像 在 正规 的 单纯 形 方法 中 一 样 ,该 教学 模块 允许 你 预先 选择 进 基 和 离 基 变 量 . 
然后 , 它 会 给 你 适当 的 反馈 , 告诉 你 选择 的 是 否 正确 . 


习题 4.4A 


1. 考虑 图 4.3 中 的 解 空间 , 要 求 用 对 偶 单 纯 形 法 对 min z = 27, + z; 求 出 最 优 极点 . 最 优 解 
出 现在 图 中 的 点 F = (0.5, 1.5) 处 


图 4.3 习题 4.4A 第 1 题 的 解 空间 


(o) 对 偶 单 纯 形 法 能 欠 点 A 开始 吗 ? 
*(b) 如 果 初 始 基本 解 (不 可 行 但 好 于 最 优点 ) 由 点 G 给 出 ,对偶 单纯 形 法 以 路 径 G 一 
已 一 下 的 挝 代 是 否 可 能 ? RI. 
(c) 如 果 初 始 基本 (不 可 行 ) 解 在 点 处 开始 , 确定 一 条 到 达 最 优 可 行 点 由 对 偶 单 纯 
形 法 产生 的 可 能 路 径 . 
2. 为 下 面 的 问题 产生 对 个 单纯 形 迁 代 (为 方便 起 见 使 用 TORA), 并 跟踪 算法 在 图 解 空间 上 
的 路 径 . 


(a) min z=2r: +322 . (b) min z=5r;+6r2 
st 2zl + 2ra < 30 sto ztn22 
2) 224 > 10 4rizi4 

1,2220 zur? 20 


(D 鼓励 你 使 用 TORA 的 教学 模块 , 1E RLGTRERESOERUN TS ACTI NER ROH, 你 
能 够 集中 在 理解 方法 的 主要 概念 
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(c) min z—4n-2z; (d) min z—2z:-322 
$t. Z1 十 z2 一 工 st 2n-z223 
3-222 ZI 十 za 三 2 
zn2220 zuz220 


。 带 有 人 工 约 来 的 对 偶 单 纯 形 法 . 考虑 下 面 的 问题: 


max z=2rı 一 za 十 zs 
st 2r, 十 3ra — 5ra 24 
=a, +9r2 — 228 
Az (6r) +3r3 <8 
21,22,23 20 


初始 基本 解 由 剩余 变量 ra, rs 以 及 松弛 变量 re 组 成 , 它 是 不 可 行 的 , 因为 z4 = 4， 
as = 一 3. 然 而, 对偶 单纯 形 并 不 能 直接 应 用 , 因为 >， 和 zs 不 满足 极 大 化 问题 的 最 优 性 
条 件 , 证 明 : 增加 人 工 约束 zl + zs < M( 这 里 M 充分 大 , 不 能 消去 原 解 空间 中 任何 可 行 
点 ), 然后 用 新 的 约束 作为 枢机 行 , 选择 ns 作为 进 基 变 共 (因为 它 有 最 负 的 目标 系数 ) 将 给 
出 所 有 的 最 优 目标 行 , 接 下 来 , 在 所 修正 的 问题 上 完成 正规 的 对 偶 单纯 形 法 

.用 第 3 题 引进 的 人 工 约束 过 程 , 用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 面 的 问题. 对 于 每 种 情况 , 指出 得 到 
的 解 是 可 行 、 不 可 行 或 无 界 . 


è 


(a) max z=2rs (b) max z= z- 372 
st. -z + 2ra — 223 > 8 st m- n2 
-zi + oma r4 «4 mid z224 
25 — 2; 4ra € 10 25-2523 
mias > 0 za >0 
“(©) min z=-r +r (d) max z=2r3 
zi —-4n25 st. =z, +3r2- 722 5 
zı -3ra <1 -m+ za- ma«l 
25-5521 32: 2 — 1023 < 8 
za > 0 iai 0 


使 用 3 种 不 同 的 方法 求解 下 面 的 线性 规划 问题 (为 方便 , 使 用 TORA). 哪 种 方法 显示 出 最 
有 效 的 计算 ? 
min 2=6r1+7r2+3r3+5r4 


st. Sr1+6r2—3r3+4r4>12 
T3 —5r3 — 6x4 2 10 
2r, +5r2+ za+ 428 


Ti1,7225 T4 > 0 


44.2. 广义 单 纯 形 算法 


第 3 章 介绍 的 (原始 ) 单纯 形 算法 以 一 个 可 行 但 不 是 最 优 的 解 开 始 . 4.4.1 节 介 
绍 的 对 偶 单 纯 形 法 以 一 个 ( 优 于 ) 最 优 值 但 不 可 行 的 解 开始 . 如 果 线 性 规划 模型 的 
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开始 点 既 不 是 最 优 的 又 不 是 可 行 的 , 将 如 何 做 呢 ? 我 们 已 经 看 到 , 原始 单纯 形 法 借 
助 于 人 工 变量 解决 初始 解 的 不 可 行 性 . 类 似 地 , 对 侦 单 纯 形 法 使 用 人 工 约束 来 解决 
非 最 优 性 (见习 题 4.4A 的 第 3 题 ). 尽管 设计 这 些 过 程 用 于 提高 自动 计算 能 力 , 但 
这 些 细节 可 能 让 人 们 忘记 单纯 形 算法 最 本 质 的 东西 一 一 线性 规划 的 最 优 解 与 某 个 
角 点 (或 基本 ) 解 相对 应 . 基于 这 个 事实 , 对 于 从 非 最 优 和 非 可 行 点 开始 的 线性 规划 
模型 , 你 应 该 能 够 “ 量 身 定制 自己 的 单纯 形 算法 . 下 面 的 例子 解释 了 所 谓 的 广义 
单纯 形 算法 . 
例 4.4-2 

考虑 习题 4.4A 中 第 4 题 的 线性 规划 模型 . 模型 可 以 构造 成 下 列 单纯 形 表 形式 ， 
其 初始 解 (z4,zs,ze) 既是 非 最 优 的 (因为 zs 有 负 的 简约 费用 ) 又 是 不 可 行 的 ( 因 
为 ra = -8)，( 第 一 个 方程 乘 上 -1, 直接 展示 了 解 列 的 不 可 行 性 .) 


* 7 E Ej z, 5 


e = o|o 
=- o oļjo|$ 


8 
! 
e o -|o 


可 以 在 不 使 用 任何 人 工 变量 和 人 工 约 束 的 情况 下 求解 此 问题 , 其 方法 如 下 : 首 
先 通过 应 用 对 偶 单纯 形 可 行 性 条 件 消除 不 可 行 性 , 选择 zt 作为 离 基 变 量 . 为 确定 进 
基 变 量 , 我 们 所 需要 的 只 是 一 个 非 基 变 量 , 它 的 约束 系数 在 rs 行 是 严格 负 的 . 这 种 
选择 可 以 不 考虑 最 优 性 , 因为 在 此 点 最 优 性 是 不 存在 的 (与 对 偶 最 优 性 条 件 比较 )， 
在 当前 的 例子 中 , za 在 z4 行 中 有 一 个 负 的 系数 , 选择 r 作为 进入 变量 . 其 结果 如 
FEIR: 


s 
s 
x 


E za zs zi 


D 
1 
o= 到， 
B eele 


D 
1 

"d D 2 
o 


上 表 中 的 解 目前 是 可 行 的 , 但 不 是 最 优 的 , 因此 我 们 可 以 使 用 原始 单纯 形 法 确 
定 出 最 优 解 . 在 一 般 情况 下 , 假如 还 不 能 恢复 上 表 的 可 行 性 , 我 们 还 需要 重复 上 述 
过 程 直到 可 行 性 满足 为 止 , 或 者 有 证 据 表明 问题 没有 可 行 解 (如 果 有 一 个 基 变量 是 
负 的 , 而 所 有 约束 的 系数 是 非 负 的 , 会 发 生 这 种 情况 ) 一 旦 建立 了 可 行 性 , 下 一 步 
是 借助 于 原始 单纯 形 法 适当 的 最 优 性 条 件 , 将 注意 力 转向 最 优 性 方面 . 
评注 Bb 4.4-2 的 本 质 是 , 单纯 形 法 并 非 死板 的 , 有 大 量 的 文献 介绍 单纯 形 法 的 各 
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种 变形 [例如 , 原始 -对 侦 方 法 、 对 称 方法 、 交叉 (criss-cross) 方法 和 多 元 方法 |. 它 
们 给 人 的 印象 是 , 虽然 每 种 方法 都 是 不 同 的 , 但 实际 上 它们 都 在 寻找 角 点 解 , 并 且 
都 在 朝 着 自动 计算 , 或 许 还 有 计算 的 效率 方面 努力 . 


习题 4.4B 


1. 习题 4.4A 第 4(c) 题 的 线性 规划 模型 没有 可 行 解 . 说 明 这 个 条 件 如 何 用 广义 单纯 形 过 程 来 
检验 . 

2. 习题 4.4A 第 4(d) 题 的 线性 规划 模型 没有 有 界 解 . 说 明 这 个 条 件 如 何 用 广义 单纯 形 过 程 来 
检验 . 


4.5 ”后 最 优 分 析 


3.6 节 通 过 确定 会 使 最 优 基本 解 保持 不 变 的 不 同 参数 的 变化 区 间 , 介绍 了 最 优 
解 的 灵敏 度 分 析 . 接 下 来 的 一 个 自然 的 问题 就 是 后 最 优 分 析 , 其 目的 是 让 模型 参数 
发 生 一 定 的 改变 并 求 出 新 的 最 优 解 . 我 们 举 一 个 关于 家 禽 业 的 例子 , 这 里 我 们 通常 
用 线性 规划 模型 来 确定 每 只 锥 鸡 的 最 优 饲 料 配制 ( 见 例 2.2-2). 每 只 雏鸡 每 周 的 饲 
料 消耗 量 从 0.26 W (120 克 , 喂养 一 周 大 的 雏鸡 ) 到 2.1 W (950 克 , 喂养 8 周 大 的 
49008). 此 外 , 混合 饲料 中 成 分 的 成 本 可 能 会 定期 变化 . 这 些 变化 需要 定期 重新 计算 
最 优 解 . 后 最 优 分 析 采 用 有 效 的 方法 确定 新 的 最 优 解 . 新 的 最 优 解 用 4.2 节 介绍 的 
对 侦 性 和 原始 -对 偶 关系 来 求 出 . 

下 表 给 出 了 后 最 优 分 析 中 的 各 种 情况 , 以 及 为 得 到 新 的 最 优 解 所 需要 采取 的 行 
动 (假设 存在 一 种 情况 ): 


参数 改变 后 的 条 件 推荐 采用 的 行动 
当前 解 保持 最 优 与 可 行 不 需要 进一步 的 行动 
当前 解 变 为 不 可 行 用 对 侦 单纯 形 人 恢复 可 行 性 
当前 解 变 为 非 最 优 用 原始 单纯 形 恢复 最 优 性 


当前 解 变 为 既 非 最 优 也 不 可 行 用 广义 单纯 形 法 获得 新 的 解 


本 节 研 究 前 3 种 情况 . 第 4 种 情况 是 情况 2 和 情况 3 的 组 合 , 将 在 习题 4.5A 的 第 
6 题 来 处 理 

用 例 4.3-2 的 TOYCO 模型 来 解释 不 同 的 方法 . TOYCO 模型 解决 3 种 类 型 玩 
A (玩具 火车 、 玩具 卡车 和 玩具 汽车 ) 的 装配 问题 , 在 该 装配 过 程 中 涉及 3 种 操作 . 
我 们 希望 确定 每 种 玩具 的 单位 数量 , 使 得 收入 极 大 化 . 为 了 方便 起 见 , 这 里 重新 给 
出 该 模型 及 其 对 偶 - 
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TOYCO 原始 问题 TOYCO 对 偶 问 题 
max z=3r1+2r2+5r3 min w= 430y; + 460y2 + 420ys 
st. 本 十 2z3 +z3<430 (操作 1) st m+n 23 
3s 2460 (操作 2) 2m è 6422 
zip 4ra <420 (操作 3) n+ 2y 25 
z1, za, 20 m, va n 20 
最 优 解 : aR: 
zi = 0, m = 100, z3 = 230, z = $1 350 yı =l,72 = 2, ys = 0,w = $1 350 
原始 问题 的 相应 最 优 单纯 形 表 如 下 : 


4.5.1 ”影响 可 行 性 的 变化 


当前 最 优 解 的 可 行 性 可 能 会 受到 的 影响 , 仅 当 (1) 约束 右 端 项 发 生变 化 , 或 (2) 
模型 中 加 入 一 个 新 的 约束 . 在 这 两 种 情况 下 , 当 最 优 表 中 的 右 端 项 至 少 一 个 元 素 变 
为 负 值 , 就 会 出 现 不 可 行 性 , 也 就 是 说 , 当前 基 变量 一 个 或 多 个 变 为 负 值 . 

右 端 项 发 生变 化 ”这 种 变化 需要 用 4.2.4 节 的 公式 1 重新 计算 表 的 右 端 项 ， 


第 站 次 选 代 中 表 的 新 右 端 项 = 第 i YO RU (pte pe x 约束 新 的 右 端 项 


请 注意 表 的 右 端 项 给 出 基 变 量 的 值 . 
例 4.5-1 

情形 1 假定 TOYCO 公司 打算 扩展 它 的 装配 线 以 增加 操作 1、 操 作 2 和 操 
作 3 的 日 生产 能 力 40%, 分 别 达到 602 分 钟 、644 分 钟 和 588 分 钟 . 这 种 变化 将 如 
何 影响 总 收入 ? 

按 这 些 增 量 , 最 优 表 中 发 生 的 改变 仅仅 是 在 约束 (和 最 优 目标 值 ) 的 右 端 项 . 因 
此 , 新 的 基本 解 的 计算 如 下 : 


2 2 -i OY 7eoz 140 
(5) - o io (s) - (s) 
m -2 101 E 
因此 , 当前 基 变 量 22, ra, ze 保持 可 行 , 其 值 分 别 为 140, 322, 28. 相应 的 最 优 
收入 是 1 890 美元 , 它 比 当前 的 收入 1 350 美元 多 出 540 美元 
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情形 2 尽管 新 的 解 从 增加 收入 的 观点 来 看 更 吸引 人 , 但 TOYCO 公司 认识 
到 , 它 的 实施 可 能 需要 时 间 . 因此, 另 一 项 提议 是 将 操作 3 生产 能 力 的 松弛 变量 
(zs = 20 分 钟 ) 全 部 换 成 操作 1 生产 能 力 的 松弛 变量 .这 种 变化 将 如 何 影响 最 优 
解 ? 

这 三 种 操作 的 生产 能 力 分 别 达到 450 分 钟 、460 分 钟 和 400 分 钟 . 计算 的 结果 


是 
za à cd o) 7450 110 
(=) = 0 4o (=) = m) 
ze AESA MU -40 
这 个 结果 是 不 可 行 的 , 因为 ze = —40, 需要 用 对 偶 单纯 形 法 恢复 可 行 性 . 首先 


我 们 修正 由 阴影 列 所 显示 表 的 右 端 项 . 注意 , 相应 的 z 值 是 > = 3x 0+2x 110+ 
5 x 230 = 1 370 美元 . 


基 n E m E E 3e 解 


E E [] o 1 2 o 
P -I T o T - 9 
n H o 1 o n o 
En 2 o o -2 1 1 


从 这 个 对 侦 单 纯 形 来 看 , ze 离 基 , zs 进 基 , 它 将 产生 如 下 最 优 可 行 表 (在 一 般 
情况 下 , 对 偶 单 纯 形 可 能 需要 多 次 和 迭代 才能 恢复 可 行 性 ). 


z3 ET 5 


oorlols 


T 
i 
1 


e= o|o 
-o o|o 


最 优 解 (依照 z1, ra, zs) 保持 与 原 模型 相同 的 结果 . 这 意味 着 , 在 这 种 情况 下 ， 
所 提出 的 生产 能 力 分 配 的 改变 并 没有 带 来 好 处 , 因为 它 仅 将 操作 3 的 剩余 生产 能 
力 全 部 变 为 操作 1 的 剩余 生产 能 力 . 这 个 结论 说 明 , 操作 2 是 瓶颈 , 将 剩余 生产 能 
力 全 部 用 于 操作 2, 可 能 会 带 来 好 处 (见习 题 4.5A 的 第 1 题 ). 选择 操作 2 优 于 操作 
1 也 从 这 样 一 个 事实 得 到 支持 , 操作 2 的 对 偶 价格 (2 美元 /分 钟 ) 高 于 操作 1(= 1 
美元 /分 钟 )- 


习题 4.5A 


1. 在 4.5 节 开始 给 出 的 TOYCO 模型 中 , 将 操作 3 的 20 分 钟 剩余 生产 能 力 分 配给 操作 2( 而 
不 是 原 题 中 的 操作 1), 能 带 来 更 大 的 好 处 吗 ? 
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2. 假定 TOYCO 打算 按照 下 面 的 情况 改变 3 种 操作 的 生产 能 力 ; 


E) *(8 «(9 «6 


用 后 最 优 分 析 确定 每 种 情况 的 最 优 解 . 
3. 考虑 例 2.1-1 中 的 Reddy Mikks 模型 . 它 的 最 优 表 由 例 3.3-1 中 给 出 . 如 果 原 料 MI 和 
M2 的 日 可 用 量 分 别 增加 到 28 吨 和 8 吨 , 用 后 最 优 分 析 确 定 新 的 最 优 解 . 
*4. Ozark 农场 有 20 000 RAEN, 在 市 场 出 售 前 喂 它 到 8 周 大 . 每 只 雏鸡 的 周 饲料 用 量 依照 如 
下 时 间 表 变化 : 


n 3 2 3 a 5 6 T g 
WR 02 048 075 10) 130 10) 190 210 


Ay T UEM E 8 周 达到 预想 的 重量 , 饲料 必须 满足 特殊 的 营养 需求 . 虽然 一 般 说 来 饲料 有 
很 多 种 , 但 为 简化 起 见 , 我 们 仅 限制 模型 在 3 种 饲料 上 : 石灰 石 、 玉 米 和 大 豆 粉 . 营养 需要 
也 限于 3 种 ; 钙 、 蛋白 质 和 纤维 . 下 表 概 括 了 所 选择 原料 的 营养 含量 以 及 相应 成 本 的 数据 . 


Es SAARE (A) 
Li KAR 纤维 成 本 (美元 / 确 ) 
KR 0.380 0.00 0.00 012 
玉 米 0.001 0.09 0.02 0.45 
Xum 0.002 0.50 0.08 1.60. 
饲料 配制 必须 包括 


(a) 至 少 0.8% 但 不 超过 1.2% (995; 
(b) 至 少 22% 的 蛋白 质 ; 
(c) 至 多 5% 的 粗 纤维 . 
对 于 工 周 饲料 用 线性 规划 求解, 然后 用 后 最 优 分 析 制定 其 余 7 周 饲料 的 最 优 安排 表 . 

5. 证 明 : 习题 3.6C( 第 3 章 ) 第 12 题 的 100% 可 行 性 规则 可 由 如 下 条 件 导出 * 

最 优 原始 右 端 
(wen ( 项 向 量 ) 

6。 胱 影响 最 优 性 又 影响 可 行 性 情况 的 后 最 仿 分 析 . 假定 在 Reddy Mikks 模型 中 , 你 知道 下 面 
的 变化 同时 发 生 : 每 吨 外 、 内 雯 涂料 的 收入 分 别 是 1 000 美元 和 4 000 美元 , 原料 M1 和 
M2 每 天 的 最 大 可 用 量 分 别 是 28 吨 和 8 E 
(a) 证 明 : 所 提出 的 变化 将 导致 当前 最 优 解 既 不 最 优 也 不 可 行 . 

(b) 用 广义 单纯 形 算法 ( 见 4.4.2 节 ) 求 新 的 最 优 可 行 解 . 

增加 新 约束 ”对 于 一 个 已 有 的 模型 , 增加 新 约束 可 能 导致 两 种 情况 之 一 发 生 : 

(1) 新 约束 是 多 余 的 , 这 意味 着 当前 的 最 优 解 满足 新 约束 , 因此 , 可 以 从 模型 中 
完全 去 掉 . 
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(2) 当前 解 不 满足 新 的 约束 , 在 这 种 情况 下 , 使 用 对 偶 单纯 形 法 恢复 可 行 性 . 

注意 : 增加 一 个 新 约束 并 不 一 定 能 够 改善 当前 最 优 目标 值 . 
例 4.5-2 

情形 1 假定 TOYCO 正在 改变 它 的 玩具 设计 , 其 改变 将 需要 在 装配 线 上 增加 
第 A 种 操作 . 新 操作 每 天 的 生产 能 力 是 500 分 钟 , 并 且 对 于 3 种 产品 的 单位 操作 时 
间 分 别 是 3 分 钟 、1 分 钟 和 1 分 钟 . 研究 新 操作 对 于 最 优 解 的 影响 . 

操作 4 的 约束 是 


3z, + z2 + z3 < 500 


这 个 约束 是 多 余 的 , 因为 当前 最 优 解 z = 0, z2 = 100, zs = 230 WEAR. 因此 ， 
当前 最 优 解 保持 不 变 . 

情形 2 假定 TOYCO 将 第 4 种 操作 的 单位 时 间 分 别 改变 为 3 分 钟 、3 分 钟 
和 1 分 钟 . 模型 中 所 有 其 余 的 数据 保持 不 变 , 最 优 解 将 如 何 改变 ? 

操作 4 的 约束 是 


3zl 323 + z3 < 500 


当前 的 最 优 解 不 满足 上 述 约束 , 因此 , 新 的 约束 必须 增加 到 下 面 的 当前 最 优 表 中 (zy 
是 松弛 变量 ): 


此 表 表 明 , zy = 500, 它 并 不 与 表 中 其 他 元 素 zz 和 za 的 值 相 一 致 . 其 原因 是 
基 变 量 z2 和 zs 还 没有 在 新 的 约束 中 被 替换 出 去 . 这 种 替换 由 下 面 的 运算 完成 : 


新 的 坪 行 二 旧 的 zy 行 - {3 x (zs 行 )+1x (zs 行 )} 
这 个 运算 在 新 的 约束 中 与 下 面 的 替换 完全 相同 - 


z2=100— (-3zi $24 — 1s) 
23—230— ($i + 12s) 


因此 , 新 表 给 出 如 下 : 
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3 a mp mm Er nO N ST [3 
z 4 o D 1 PET 0 1350 
WI 1 o Toer o D 100 
2 i o 1 o i o o 230 
zo 2 o o -2 1 1 o 20 
zT 1 0 0 zt i 0 1 —30 


应 用 对 偶 单纯 形 法 将 产生 新 的 最 优 解 r; = 0, z2 = 90, zs = 230, z = 1 330( 请 验 
证 !). 这 个 解 表明 , 增加 操作 4 后 收入 从 1 350 美元 降低 到 1 330 美元 . 
习题 4.5B 
1. 在 TOYCO 模型 中 , 假定 第 4 种 操作 有 如 下 规范 ; 一 天 接 480 分 钟 工作 量 , 其 最 大 生产 率 
或 者 是 120 个 单位 的 产品 1, 或 者 是 480 个 单位 的 产品 2, 或 者 是 240 个 单位 的 产品 3. 确 
定 最 优 解 , 假定 一 天 的 生产 能 力 限制 在 
*(a) 570 分 钟 . (b) 548 29h. 
2. 次 要 约 来 .不 用 全 部 约 东 求解 问题 , 我 们 可 以 通过 线 出 所 谓 的 次 委 芍 来 来 开始 求解 这些 
约 东 是 我 们 所 怀疑 的 在 最 优 解 上 有 最 少 限制 的 约束 . 用 其 余 (主要 ) 的 约束 求解 模型 ， 然 
后 , 我 们 一 次 增加 一 个 次 要 约 东 . 如 果 次 要 约束 满足 己 有 的 最 优 解 , 则 将 它 放弃 . 重复 这 个 
过 程 直到 所 有 的 次 要 约 东 都 计算 完 . 
用 上 述 方法 求解 下 面 的 线性 规划 : 
max z= 5r1+6r2+3rs 
sto 5zi +522 +323 < 50 
z+ z2- s3<20 
Ta, + 612 — 973 < 30 
5zı +5zr2 + 5r3 < 35 
127, + 625 «90 
z3—9z5 < 20 
mvzaza> 0 


4.5.2 ”影响 最 优 性 的 变化 


这 一 节 考虑 可 能 影响 当前 解 最 优 性 的 两 种 特殊 情形 : 

(1) 原 目标 系数 发 生 了 变化 ; (2) 在 模型 中 增加 了 新 的 经 济 活动 ER). 

目标 函数 系数 的 变化 ”这 些 变化 只 影响 解 的 最 优 性 . 因此 , 此 类 变化 需要 依照 
下 面 的 过 程 重新 计算 z 行 系数 (简约 费用 ): 

(1) 用 4.2.3 节 中 的 方法 2 计算 对 偶 值 . 

(2) 用 4.2.4 节 公式 2 的 新 对 偶 值 确定 新 的 简约 费用 (= rU. 

两 种 情况 将 导致 : 

(D 新 的 > 行 满足 最 优 性 条 件 . 解 保持 不 变 (然而 , 最 优 目标 值 可 能 变化 ). 

(2) 最 优 条 件 不 满足 . 应 用 (原始 ) 单纯 形 法 恢复 最 优 性 - 
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例 4.5-3 


情形 1 在 TOYCO 模型 中 , 假定 公司 有 新 的 定价 策略 来 适应 竞争 需要 . 在 新 
的 策略 下 , 玩具 火车 、 玩 具 卡车 和 玩具 汽车 的 单位 收入 分 别 是 2 美元 、3 美元 和 4 
美元 . 最 优 解 会 受到 什么 样 的 影响 ? 

新 的 目标 函数 是 


max 2 = 27, $12 +4r3 
因此 ， 

基 变量 ra, ra, zo 新 的 目标 系数 = (3,4,0) 
用 4.2.3 节 中 的 方法 2, 计算 对 偶 值 如 下 : 
0 
0 |-G i9 


z 行 系 数 由 对 偶 约束 左 端 项 与 右 端 项 的 差 来 确定 (4.2.4 节 , 公式 2). 不 必 重新 
计算 基 变 量 22, r3, ze 的 目标 行 的 系数 , 因为 无 论 目标 系数 如 何 变化 , 它们 总 是 等 
于 零 (请 验证 1). 


zi 的 简约 费用 = +3yz +y -2-343(1) 20-223 
za 的 简约 费用 = 
zs 的 简约 费用 二 ya -0- i 


注意 : 在 所 修正 的 目标 函数 新 的 系数 中 , 第 一 个 对 偶 约束 的 右 端 项 是 2. 

计算 表明 , 当前 解 中 , r = 0 辆 玩具 火车 , z2 = 100 辆 玩具 卡车 , za = 230 辆 玩 
具 汽 车 , 保持 最 优 . 相应 的 新 收入 计算 为 2x 0+ 3 x 100--4 x 230 = 1 220 美元 . 新 
的 定价 策略 没有 任何 优点 , 因为 它 导致 了 更 低 的 收入 . 

情形 2 现在 假定 TOYCO 目标 函数 变 成 


max > = 671+3r2+4r3 


最 优 解 将 如 何 变化 呢 ? 
我 人 有 


isa y3) = (3,4,0) | 


Yose 
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zl 的 简约 费用 =y +3 +ys -6-$43(2) 0-6--3 
zt 的 简约 费用 ==y 0 二 
zs 的 简约 费用 = 加 0-2 


zl 新 的 简约 费用 表明 , 当前 解 不 是 最 优 的 . 
为 了 确定 新 的 解 , > 行 变化 如 下 , 由 下 表 中 突出 显示 部 分 所 示 : 


sez 
- e elels 
3 


F 
1 
1 


在 阴影 单元 中 显示 的 元 素 是 非 基 变量 r, ra, zs 新 的 简约 费用 ， 所 有 其 余 的 
元 素 与 原始 最 优 表 相同 . 然后 , 新 的 最 优 解 是 由 zi 进 基 和 ze ARME, 它 产生 
zl = 10, za = 102.5, z3 = 215, 并 且 z = 1 227.50( 请 验证 0). 尽管 新 的 解 推荐 生产 所 
有 的 3 种 玩具 , 但 最 优 收入 还 是 小 于 只 制造 2 种 玩具 时 收入 . 
习题 4.5C 
1 对 于 下 面 各 个 目标 函数 , 研究 TOYCO 解 的 最 优 性 . 如 果 解 发 生变 化 , 用 后 最 优 分 析 确定 
新 的 最 优 值 . (4.5 节 初 给 出 了 TOYCO MRR.) 
(a) z=2z: +zr2+4r3 (b)z=3zı +6r2+z3 (c) z—8ni 4 312 4 975 
2. 对 于 下 面 各 个 目标 函数 , 研究 Reddy Mikks M. (W 4.3-1) 的 最 优 性 . 如 果 解 发 生变 化 , 用 
后 最 优 分 析 确 定 新 的 最 优 值 . ( 例 3.3-1 中 给 出 了 模型 的 最 优 表 .) 
*(a) z= 3zi + 2ra (b) z = 8r: 1025 *(c) z= 271 +522 


3. 证 明 : 100% 最 优 性 规则 ( 见 第 3 章 习题 3.6D 的 第 8 题 ) 可 由 极 大 化 问题 的 (简约 费用 )> 0 
以 及 极 小 化 问题 的 (简约 费用 )< 0 推导 出 . 


增加 新 活动 ”在 线性 规划 模型 中 增加 一 项 新 活动 等 价 于 增加 一 个 新 变量 ， 直 
观 地 说 , 一 项 新 活动 是 值得 增加 的 , 只 有 当 它 有 利 可 图 , 也 就 是 说 , 如 果 它 改善 目标 
函数 的 最 优 值 . 可 以 使 用 4.2.4 节 的 公式 2 计算 新 变量 的 简约 费用 来 检验 这 个 条 件 . 
如 果 新 的 活动 满足 最 优 性 条 件 , 则 此 项 活动 无 利 可 图 ; 否则 , 承担 新 活动 是 有 利 的 . 
例 4.5-4 

TOYCO 认识 到 , 玩具 火车 并 不 在 当前 的 产品 中 , 因为 它们 无 利 可 图 . 公司 打 
算 用 新 的 产品 玩具 消防 车 普 代 玩具 火车 , 并 且 玩 具 消防 车 可 在 已 有 的 设备 上 装配 . 
TOYCO 估计 每 辆 玩具 消防 车 的 收入 可 达到 4 美元 , 而 且 每 单位 的 装配 时 间 在 操作 
1 和 操作 2 上 都 是 1 分 钟 , 在 操作 3 上 是 2 分 钟 . 这 种 改变 将 如 何 影响 解 ? 
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令 mm 表示 新 的 消防 车 产品 . 已 知 (v, y2 ys) = (1,2,0) 是 最 优 对 偶 值 , 我 们 得 
到 


c; 的 简约 费用 = ly +ly+2y-4=1x1+1x2+2x0-4=-1 


这 个 结果 表明 , 在 最 优 基本 解 中 包含 zy 是 有 利 可 图 的 . 为 了 获得 新 的 最 优 解 , 我 们 
首先 用 4.2.4 节 的 公式 1 计算 它 的 列 约 束 如 下 : 

B 

z7 的 约束 列 = | o 


-4 0 
jo 1 
- 11/2 1 


因此 , 当前 的 单纯 形 表 必须 修正 , 其 结果 如 下 : 


D 100 
0 230 


新 的 最 优 解 可 以 通过 令 zy 进入 基本 解 确定 , 在 这 种 情况 下 ze 必须 离 基 . 新 的 
解 是 ri = 0, ra = 0, z3 = 125, 2; = 210, H z = 1 465 美元 (请 验证 !), 它 增 加 收入 
115 美元 . 


习题 4.5D 


*1. 在 原始 TOYCO 模型 中 , 玩具 火车 不 是 最 优生 产 规划 的 部 分 . 公司 认识 到 由 于 市 场 竞争 激 
烈 ,无 法 提高 玩具 的 单位 价格 , 相反 , 公司 希望 集中 改进 自身 装配 操作 . 这 样 就 必须 减少 每 
种 玩具 在 每 种 操作 上 的 装配 对 间 , 减少 的 时 间 为 指定 的 百分比 p%. 确定 p 值 ,使 得 玩具 火 
车 恰好 有 利 可 图 . (TOYCO 模型 的 最 优 表 在 4.5 节 初 给 出 .) 

2. 在 TOYCO 模型 中 , 候 定 公司 能 够 减少 玩具 火车 在 操作 1、 操作 2 和 操作 3 上 的 单位 时 
fi), 分别 从 当前 的 1 分 钟 、3 分 钟 和 1 分 钟 减少 到 0.5 分 钟 、1 分 钟 和 0.5 分 钟 . 玩具 火车 
的 单位 收入 保持 不 变 , 仍然 是 3 美元 . 确定 新 的 最 优 解 . 

3. 在 TOYCO 模型 中 , 假定 新 玩具 (消防 车 ) 在 操作 1、 操作 2 和 操作 3 上 分 别 需要 3 分 
钟 、2 分 钟 和 4 分 钟 .每 单位 的 收入 如 下 给 出 , 确定 最 优 解 

*(a) 5 美元 . (b) 10 美元 . 

4. 在 Reddy Mikks 模型 中 , 公司 正在 考虑 生产 廉价 牌子 的 外 境 涂 料 ,每 生产 一 吨 这 样 的 涂料 
需要 原料 MI 和 M2 每 种 0.75 PE. 市 场 条 件 仍然 表明 , 内 墙 涂料 的 日 需求 量 不 超过 两 种 
类 型 外 培 涂 料 的 需求 量 加 上 1 吨 . 新 的 外 培 涂 料 每 兄 的 收入 是 3 500 美元 . 确定 新 的 最 优 
解 ( 模 型 在 例 4.5-1 中 得 到 了 解释 , 而 且 它 的 最 优 表 由 例 3.3-1 给 出 .) 
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第 5 章 “各 种 运输 模型 


本 章 导读 运输 模型 是 一 类 特殊 的 线性 规划 , 研究 如 何 把 商品 从 起 点 (如 工厂 ) 
运送 到 终点 (如 商场 ), 目标 是 确定 一 项 运输 计划 , 在 满足 供需 约束 的 条 件 下 使 得 总 
的 运输 费用 最 小 . 运输 模型 的 应 用 可 以 扩展 到 库存 控制 、 招聘 计划 、 人 员 指派 等 领 
w. 

学 习 本 章 需 要 注意 的 是 , 运输 算法 的 步骤 与 单纯 形 方法 的 步骤 完全 一 致 . 另外 
一 点 是 运输 算法 发 展 于 运筹 学 早期 , 主要 是 提高 手工 计算 效率 . 现在 , 随 着 计算 机 
能 力 的 增强 , 不 再 强调 使 用 这 些 简便 方法 . 实际 上 , 本 章 的 方法 从 严格 意义 下 不 会 
出 现在 商业 软件 上 . 然而 , 本 章 介绍 的 内 容 表明 , 专用 的 运输 模型 表 上 作业 法 对 一 
些 简单 问题 的 建 模特 别 有 用 (和 我 们 常用 的 带 有 明确 目标 函数 和 约束 的 线性 规划 
模型 完全 不 同 ). 尤其 是 , 采用 Excel 规划 求解 进行 运输 表 上 计算 可 以 简化 问题 的 求 
解 . 本 章 还 介绍 了 一 些 很 有 意思 的 思想 , 说 明 如 何 运用 线性 规划 的 基本 理论 来 得 到 
简便 的 计算 方法 . 

你 会 发 现 , TORA 的 教学 模块 对 于 理解 运输 问题 的 详细 算法 很 有 帮助 , 这 些 程 
序 模块 能 够 让 你 通过 即时 的 反馈 来 对 计算 的 合理 性 做 出 判断 . 

本 章 包括 1 个 实际 应 用 、12 个 例题 、1 个 Excel 规划 求解 模型 、4 个 AMPL BE 
型 、46 个 节 后 习题 和 5 个 案例 . 这 些 案例 都 收录 在 本 书 (下 册 ) 的 附录 E 中 . 本 章 
有 关 AMPL/Excel/Solver/TORA 的 程序 放 在 下 载 资料 的 文件 夹 ch5Files rp. 


实际 应 用 一 一 -澳大利亚 旅游 委员 会 关于 旅游 交易 会 的 会 面 安排 问题 


澳大利亚 旅游 委员 会 (Australian Tourist Commission, ATC) 在 全 球 各 地 组 织 
旅游 产品 交易 会 , 为 澳大利亚 的 旅游 销售 商 提供 一 种 平台 , 向 国际 购买 商 推 销 旅店 、 
旅游 线路 、 交 通 等 旅游 产品 .交易 会 期 间 , 销售 商 设立 展台 , 按照 事先 安排 好 的 会 
面 计划 接待 购买 商 . 因为 每 次 交易 会 的 时 间 有 限 , 而 且 销售 商 和 购买 商 的 数量 非常 
大 (1997 年 在 墨尔本 举办 的 交易 会 上 , 吸引 了 620 个 销售 商 和 700 个 购买 商 ), 因此 
ATC 希望 在 交易 会 之 前 精心 安排 好 买卖 双方 的 会 面 , 使 得 最 大 程度 地 符合 双方 的 
兴趣 . 本 问题 的 模型 让 供需 双方 都 得 到 了 最 大 的 满足 . 第 24 章 的 案例 3 给 出 了 本 
问题 的 详细 案例 分 析 . 
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5.1 ”运输 模型 的 定义 


一 般 的 运输 问题 可 用 图 5.1 的 网 络 图 表示 . 图 中 有 m 个 起 点 和 n 个 终点 , 每 
个 用 节点 (node) 表示 . 连接 起 点 和 终点 的 路 线 用 弧 (arc) 表示 . 连接 起 点 i 到 终点 
j 的 弧 (i,j) 带 有 两 个 信息 : 每 单位 运输 费用 为 cij, 运输 量 为 xu. 起 点 i 的 供应 量 
ai, 终点 j WITERI bj. 这 一 模型 的 目标 是 确定 未 知 变量 zij, 在 满足 供应 和 需求 
约束 的 情况 下 , 使 得 运输 总 费用 最 小 - 


图 5.1 用 节点 和 弧 表示 的 运输 模型 


例 5.1-1 

MG 汽车 制造 公司 有 3 个 生产 厂 , 分 别 位 于 洛杉矶 、 底 特 律 和 新 奥尔良 , 在 
丹佛 和 迈阿密 设 有 2 个 主要 分 销 中心 ， 这 3 个 厂 下 个 季度 的 生产 能 力 分 别 为 
1 000, 1 500, 1 200 辆 汽车 . 2 个 分 销 中 心 的 季度 需求 分 别 是 2 300 和 1 400 辆 
汽车 , 生产 厂 与 分 销 中 心 之 间 的 距离 里 程 如 表 5.1 所 示 . 


msi 距离 里 程 表 
RA ume 
洛杉矶 100 269 
底特律 1250 1350 
新 身 尔 良 1275 — 850 


负责 运送 这 些 汽车 的 卡车 运输 公司 按照 每 辆 汽车 每 英里 8 美 分 收取 运费 , 每 
辆 汽车 不 同 路 线 上 的 运费 , 四 舍 五 入 换算 成 美元 数 , 如 表 5.2 Bom 
表 5.2 “每 辆 汽车 的 运输 费用 
FAM Xn Q2) 
洛杉矶 (1) $80 n5 
底特律 (2) $100 $108 
新 奥尔良 (3) $102 Sos 
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本 问题 的 线性 规划 模型 为 
min z= 80rn + 215712 十 1002; + 108722 十 10273; + 68132. 
S.t. £11 + T12 =1 000 (洛杉矶 ) 
al + Zan =1 500 (底特律 ) 
Zsa +z ”二 1 200 (新 奥尔良 ) 
zn In 十 zal =2 300 (丹佛 ) 
io Xn cz “=1400 (迈阿密 ) 


242012123, j=1,2 
因为 从 3 个 起 点 的 总 供应 量 (=1 000+1 500+1 200—3 700 辆 汽车 ) 等 于 2 个 
分 销 中 心 的 总 需求 (=2 300+1 400 辆 汽车 ), 因此 这 些 约束 条 件 都 是 等 式 . 
这 个 线性 规划 模型 可 以 运用 单纯 形 方法 求解 . 然而 由 于 运输 问题 的 特殊 结构 ， 
采用 运输 表 (transportation tableau) 的 方法 来 求解 此 问题 更 为 方便 , 如 表 5.3 所 示 . 


表 5.3 MG 汽车 运输 模型 


PR ume WU 
non zu 5 zu hi 1 000 
mt ERE i 
新 奥尔良 Es qs 
ARE 2300 1400 


图 5.2 中 , 最 优 解 (用 TORAY 得 到 ) 为 从 洛杉矶 运送 1 000 辆 汽车 到 丹佛 , 从 
底特律 运送 1 300 辆 汽车 到 丹佛 ; 从 底特律 运送 200 辆 汽车 到 迈阿密 , 从 新 奥尔良 
运送 1 200 辆 汽车 到 迈阿密 . 相应 的 最 小 运输 费用 为 : 1 000 x $80 + 1 300 x $100 十 
200 x $108 + 1 200 x $68 = $313 200. 


运输 模型 的 平衡 ”运输 算法 假定 模型 是 平衡 的 , 即 总 需求 量 等 于 总 供应 量 . 如 果 模 
型 不 是 平衡 的 , 我 们 总 可 以 通过 增加 一 个 虚设 起 点 或 一 个 虚设 终点 以 使 得 模型 达到 
平衡 . 


(D 为 了 运用 TORA, M MAM) "526 DYRRSDORNHGN MG Gs Sit. 从 
亲 单 选择 [Solve — TFinal'Solution! 得 到 最 优 解 ,运输 模型 选 代 解 的 细节 见 


533 5. 


176 第 5 章 各 种 运输 模型 


新 奥尔良 
图 5.2 MG 汽车 运输 模型 的 最 优 解 
例 5.1-2 
在 MG 汽车 运输 模型 中 , 假设 底特律 工厂 的 生产 能 力 为 1 300 辆 汽车 (而 不 是 
1 500 辆 汽车 ). 总 供应 量 (=3 500 辆 汽车 ) 小 于 总 需求 (=3 700 辆 汽车 ), 这 意味 着 
丹佛 和 迈阿密 的 部 分 需求 将 得 不 到 满足 . 
由 于 需求 量 大 于 供应 量 , 我 们 增加 一 个 生产 能 力 为 200 辆 汽车 (= 3 700 一 3 500) 
的 虚设 起 点 (工厂 ) 来 平衡 运输 模型 .因为 这 样 的 工厂 并 不 存在 , 单位 运输 费用 从 
虚设 起 点 到 终点 的 运输 费 为 0. 
表 5.4 给 出 了 平衡 后 的 模型 及 其 最 优 解 . 这 个 最 优 解 表 明 虚 设 工厂 运输 了 200 
辆 汽车 到 迈阿密 , 即 迈 阿 密 的 1 400 辆 汽车 的 需求 中 将 缺少 200 辆 . 
表 5.4 ” 带 有 虚设 工厂 的 MG 汽车 运输 模型 
供应 量 


需求 量 2300 1400 


可 以 肯定 的 是 , 一 个 具体 的 终点 不 会 因为 从 虚设 起 点 到 这 个 终点 的 运输 费用 高 
而 出 现 需求 短缺 . 例如 , 把 从 虚设 起 点 到 迈阿密 的 运输 费用 定 为 $1 000 仍然 可 以 使 
迈阿密 的 需求 得 到 满足 . 当然 , 不 能 对 所 有 的 终点 都 使 用 这 种 “技巧 ”, 因为 在 这 个 
系统 中 总 有 某 些 终点 得 不 到 满足 . 
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为 了 说 明 供应 量 大 于 需求 量 的 情况 , 我 们 假设 丹佛 的 需求 只 有 1 900 辆 汽车 . 
在 这 种 情况 下 , 我 们 需要 增加 一 个 虚设 分 销 中 心 来 “接收 ”多 余 的 汽车 , 同样 地 , 从 
工厂 到 该 虚设 终点 的 运输 费用 为 0, 除非 我 们 指定 某 个 工厂 完全 “ 运 出 去 ”, 在 这 
种 情况 下 , 我 们 必须 把 从 这 个 指定 工厂 到 虚设 分 销 中 心 的 单位 运输 费用 设置 成 充分 
大 . 

表 5.5 给 出 了 一 个 新 的 模型 以 及 (用 TORA 计算 的 ) 最 优 解 . 这 个 最 优 解 表明 ， 
底特律 工厂 剩余 了 400 辆 汽车 . 


表 5.5” 带 有 虚设 终点 的 MG 汽车 运输 模型 


习题 5.1A? 


1. AGE: 
(a) 为 了 平衡 运输 模型 , 必须 同时 增加 一 个 虚设 起 点 和 一 个 虚设 终点 . 
(b) 运往 虚设 终点 的 运输 量 代 表 运 输 起 点 的 剩余 量 . 
(c) 从 虚设 起 点 运 出 的 货物 量 表示 接受 终点 的 短缺 量 . 
在 下 列 情况 下 , 决定 是 否 需要 增加 虚设 起 点 或 虚设 终点 来 平衡 模型 
(a) 供应 量 : al = 10,aa = 5as = 4, 
需求 量 : bı 
(b) 供应 量 : ai = 30,a; 
需求 量 : b = 25,02 = 30, ba = 10 
在 例 5.1-2 中 的 表 5.4 中 , 虚设 工厂 需要 增加 在 哪里 ? 当 虚 设 工厂 “运输 ”150 辆 汽车 到 丹 
佛 和 50 辆 汽车 到 迈阿密 时 , 这 个 解 意味 着 什么 ? 
*4. 在 例 5.1-2 中 的 表 5.5 中 增加 一 个 虚设 终点 , 假定 底特律 工厂 必须 运 出 它 的 所 有 产品 ,如何 
在 模型 中 体现 这 个 限制 条 件 ? 
在 例 5.1-2 中 , 假如 出 现 了 需求 大 于 供应 的 情况 ( 表 5.4), 对 没有 送 到 丹佛 和 底特律 的 每 辆 
汽车 分 别 罚款 $200 和 $300, 另外 , 从 洛杉矶 工厂 不 能 运送 汽车 到 迈阿密 分 销 中 心 ， 建立 这 
一 模型 , 并 求 出 本 问题 的 最 优 运输 方案 . 
D 求解 本 习题 时 , 你 可 以 用 TORA 程序 求 最 优 解 ， 运 输 问 题 的 AMPL 和 Excel 规划 求解 各 序 将 在 
5.3.2 节 介绍 . 


» 
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*6. 有 3 个 发 电厂 向 3 个 城市 供电 , 其 发 电量 分 别 为 5、40 和 30 光 千 瓦 时 . 3 个 城市 的 最 大 
需求 量 估计 为 30、35 和 25 兆 千瓦 时 . 这 3 个 城市 的 每 兆 千 瓦 时 电价 如 表 5.6 所 示 . 


表 5.6 第 6 题 的 电价 表 ( 元 / 光 千 瓦 时 ) 


城市 
1 2 3 
1 $600 $700 $400 
电厂 2 $320 $300 $350 
3 $500 $480 — $450 


在 8 月 份 期 间 , 这 3 个 城市 的 每 一 个 都 会 增加 20% 的 用 电 需求 量 , 这 部 分 电量 可 以 从 

别 的 电网 以 每 兆 千 瓦 时 $1 000 的 额外 费用 购 得 . 这 个 电网 不 与 第 3 个 城市 相连 , 电力 公司 
希望 确定 增加 电量 的 最 经 济 的 销售 和 采购 计划 - 
(a) 把 此 问题 表达 为 一 个 运输 模型 - (b) 为 电力 公司 制定 一 个 最 优 销售 计划 . 
(c) 确定 3 个 城市 每 个 的 额外 购 电费 用 . 

T. 求解 第 6 题 , 并 假设 电网 有 10% 的 输电 损耗 

8. 3 个 炼油 厂 日 炼油 能 力 分 别 为 600 万 、 500 万 和 800 万 加 仑 , 所 供应 3 个 分 销 区 域 的 日 需 
求 量 分 别 为 400 万 、800 万 和 700 万 加 仑 . 汽油 通过 输油管 线 被 运送 到 3 个 分 销 区 域 . 管 
线 每 英里 运送 1 000 加 仑 的 运费 为 10 美 分 . 表 5.7 给 出 了 炼油 厂 到 分 销 区 域 的 里 程 表 . 其 
中 , 炼油 厂 1 与 分 销 区 域 3 不 相连 . 
(a) 建立 相应 的 运输 模型 。 (b) 确定 本 运输 网 络 的 最 优 运输 策略 . 


表 5.7 第 8 题 的 里 程 表 


分 销 区 域 
oxi ue 
1 120 18 一 
BA 300 100 80 
3 200 250 120 


*9. 在 第 8 题 中 , 假设 炼油 厂 3 的 日 生产 能 力 仅 为 600 万 加 仓 , 并 且 分 销 区 域 1 的 需求 量 必须 
满足 , 分 销 区 域 2 和 分 销 区 域 3 每 缺少 一 加 仑 油 有 5 美 分 的 惩罚 费用 . 

(a) 建立 相应 的 运输 模型 . (b) 求 出 最 优 运输 策略 - 

10. 在 第 8 题 中 , 假设 分 销 区 域 3 的 日 需求 量 降低 到 400 万 加 仑 , 炼油 厂 1 和 炼油 厂 2 UM 
余 产品 用 卡车 运输 到 其 他 分 销 区 域 . 从 炼油 厂 1 出 发 的 运输 费用 为 每 100 WES 1.50, 从 
炼油 厂 2 出 发 的 运输 费用 为 每 100 加 仑 $ 2.20. 炼油 厂 3 在 本 厂 内 可 以 通过 别 的 化 学 工 
艺 转移 剩余 产品 、 

(a) 建立 相应 的 运输 模型 。 。(b) 确定 最 优 运输 策略 . 

11. 有 3 个 果园 向 4 个 零售 商 供应 甜 橙 , 4 个 零售 商 的 日 需求 量 分 别 是 150、150、400 和 100 

管 . 这 3 个 果园 的 供应 量 受 正 常 工作 量 的 限制 , 每 天 的 供应 能 力 分 别 约 为 150、 200 和 250 
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12. 


13. 


管 、 然而, 果园 1 和 果园 2 表示 如 果 需 要 , 可 以 通过 加 班 来 增加 供应 量 , 但 果园 3 不 采用 
这 种 方式 . 从 果园 到 零售 店 每 管 甜 橙 的 运输 费用 如 表 5.8 Bo. 


表 5.8 第 11 题 中 每 能 甜 栓 的 运费 表 


1 $1 $2 Ej 32 
果园 2 s2 $4 s $2 
3 $1 s $5 s 


(a) 为 该 问题 建立 相应 的 运输 模型 。 。(b) 求解 这 个 问题 . 
(c) 利用 加 班 工作 量 , 果园 1 和 果园 2 Reit Sb ir? 


从 3 个 分 销 中 心 向 5 个 经 销 商 运输 汽车 . 运输 费用 依据 起 点 到 终点 的 距离 而 定 , 与 运输 卡 
车 是 否 满载 无 关 . 如 表 5.9 所 示 , 表 中 总 结 了 分 销 中 心 到 经 销 商 之 间 的 里 程 以 及 相应 的 月 
供应 量 与 需求 量 ( 数字 代表 汽车 数 ) 运输 卡车 满载 量 为 18 辆 汽车 , 每 辆 卡车 每 英里 的 运 
输 费用 为 825. 


表 5.9 第 12 题 的 里 程 表 及 其 供需 量 


经 销 商 
1 2 3 ^ 5 供应 量 
i [0 ia 2 10 3 | 400 
amtoe | so TO 60 65 80 | 200 
3| 4 90 — 10 — 150 — 130 | 150 
mum 100 200 150 160 140 


(a) 建立 相应 的 运输 模型 ，。(b) 求 最 优 运输 安排 方案 . 


例 5.1-1 中 的 MG 汽车 制造 公司 生产 M1、M2、M3 和 M4 四 种 型 号 的 汽车 底特律 厂 生 
产 M1, M2 和 M4 型 , 新 奥尔良 厂 生产 MI 和 M2 型 , 洛杉矶 厂 生产 M3 和 M4 型. 各 厂 
的 生产 能 力 与 各 分 销 中 心 的 需求 量 如 表 5.10 所 示 . 


表 5.10 ”第 13 题 的 运输 能 力 和 需求 


EX ai 
Mi M2 M3 M4 

XR 
WEN ~ — m" so 100 
底特律 S00 60. —— — a» 1sm 
Sare 0 — 49 一 — i% 
geo 
E mo — 50 — 59 60 —2x0 
Ape coo — 50 — 30 — 1090 — 14» 
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里 程 表 与 例 5.1-1 一 样 , 所 有 类 型 汽车 的 运输 费用 都 是 每 辆 车 每 英里 8 美 分 . 另外, 如 
表 5.11 所 示 , 可 以 按照 一 定 的 百分比 从 别 的 厂 满足 分 销 中 心 对 于 某 些 型 号 汽车 的 需求 量 - 


表 5.11 第 13 题 的 可 互 换 模型 


分 销 中 心 需求 百分比 可 互 换 型 号 
mH 10 MI M2 
20 M3,M4 
ume 10 M1, M3 
5 M2,M4. 


(n) 建立 相应 的 运输 模型 。 。“(b) 求 出 最 优 运输 计划 
(提示 ; 对 应 于 新 的 产品 组 合 [M1, M2]. (M3, M4]、 [M1, M3] 和 (M2, M4], 增加 4 个 新 的 
终点 , 这 些 新 终点 的 需求 量 由 给 定 的 百分比 确定 .) 


5.2 ” 非 传统 运输 模型 


运输 模型 的 应 用 并 不 仅 限于 在 不 同 起 点 和 终点 之 间 运 送 货物 , 本 节 将 介绍 运输 
模型 在 生产 -库存 控制 和 刀具 打磨 服务 方面 的 两 个 应 用 领域 . 

例 5.2-1 (生产 -库存 控制 ) 

Boralis 公司 生产 专业 徒步 旅行 者 用 的 背包 .产品 需求 通常 出 现在 每 年 的 3 月 
至 6 H, Boralis 公司 估计 这 4 个 月 的 需求 量 分 别 为 100, 200, 180, 300 ^. 由 于 公 
司 雇用 兼职 人 员 生 产 背 包 , 因此 每 月 的 生产 能 力 都 不 一 样 . 据 估计 , Boralis 公司 从 
3 月 到 6 月 能 够 生产 50, 180, 280, 270 个 . 因为 不 同月 份 的 生产 能 力 和 需求 不 匹配 ， 
当前 月 份 的 需求 可 能 通过 以 下 3 种 方法 来 满足 

(1) 当月 生产 . 

(2) 以 前 某 个 月 剩余 的 产品 : 

(3) 以 后 某 个 月 多 余 的 产品 (延期 交 货 )- 

在 第 1 种 情况 下 , 背包 的 生产 费用 为 每 个 $40. 第 2 种 情况 下 每 个 背包 每 月 的 
储存 费用 为 $0.50. 第 3 种 情况 下 每 个 背包 每 月 的 延期 交 货 惩罚 费 为 82.00，Boralis 
公司 希望 确定 这 4 个 月 期 间 的 最 优生 产 计划 . 

通过 找 出 生产 -库存 问题 与 运输 模型 要 素 之 间 的 下 列 对 应 关系 ,可 以 把 这 个 问 
题 建 立 为 一 个 运输 模型 : 


运输 生产 -库存 
(1) 起 点 (1) 生产 周期 
(2) 终点 (2) 需求 周期 j 
(3) 起 点 宇 的 供应 量 (3) 生产 周期 i 的 生产 能 力 
(4) 终点 j 的 需求 量 (4) 周期 j 的 需求 量 


(5) 从 起 点 到 终点 了 的。 “(5) 周期 i 为 周期 j 生产 的 
单位 运输 费用 单位 费用 (生产 + 库存 e EN) 
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表 5.12 给 出 了 所 建立 的 运输 模型 . 


msi2 9052-1 的 运输 模型 


1 2 3 4 生产 能 力 
1 $4000 — $4050 — $4.00 —— $4150 50 
2 $4200 — $4000 — $4050 — $4100 180 
3 $4400 — $4200 — $4000 — $40.50 280 
4 $4600 — $4400 — $4200 — $4000 270 
需求 量 100 200 180 300 


从 周期 i 到 周期 j 的 单位 “运输 ”费用 可 计算 为 : 


周期 i 的 生产 费用 ,i = j 
0 = 周期 i 的 生产 费用 + 从 i 到 j 的 库存 费用 ,i < j 
周期 i 的 生产 费用 + 从 i 到 j ENAA, i > j 


例如 ， 
eu $40.00 
24 840.00 + ($0.50 + $0.50) = $41.00. 
cu 7840.00 + ($2.00 + $2.00 + $2.00) = $46.00 


最 优 解 如 图 5.3 所 示 . 虚线 表示 延期 交 货 , 点 线 表示 为 后 来 周期 生产 产品 , 而 
实 线 则 表示 为 本 周期 生产 . 总 费用 为 $31 455. 


供应 so 180 230 amo 


供应 周期 
^ " 
P3 4 P 
sof 50,7 1:0| 70,7" 180 
7 " 
/ 


需求 周期 


TOR wo 200 150 300 
图 5.3 生产 -库存 模型 的 最 优 解 
例 5.2-2 (工具 打磨 ) 
阿肯色 太平 洋 公司 经 营 一 个 中 等 规模 的 锯 木 厂 . 锯 木 厂 根据 每 周 的 安排 要 准 


备 从 软 松木 到 硬 橡木 等 不 同 种 类 的 木材 . 根据 要 锯 木材 的 类 型, 一周 内 每 天 银 片 的 
需求 量 也 不 同 , 如 下 表 所 示 : 
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H XEI- 星期 二 EPE EMN Emu REA EMA 
(W) WRE 2 — 12 — 14 — 20 — s 14 22 
工厂 可 以 通过 以 下 方式 满足 每 天 的 需求 : 


(1) 以 每 片 $12 的 价格 购买 新 锯 片 . 

(2) 利用 一 种 通宵 打磨 服务 , 磨 每 片 锯 片 的 费用 为 $6. 

(3) 使 用 稍 慢 一 点 的 2 天 打磨 服务 , 磨 每 片 句 片 的 费用 为 $3. 

本 问题 可 以 表示 成 8 个 起 点 和 7 个 终点 的 运输 模型 . 终点 表示 一 星期 里 的 7 
天 . 模型 的 起 点 定义 如 下 : 起 点 1 对 应 于 购买 新 锯 片 , 在 极端 情况 下 , 可 以 提供 足够 
多 的 饮片 以 满足 所 有 7 天 的 需求 (= 24+12+14+20+18+14+22 = 124). 起 点 2 
到 8 对 应 于 一 星期 中 的 7 天 . 这 些 起 点 的 供应 量 等 于 相应 每 天 所 使 用 锯 片 的 数量 
例如 , 起 点 2( 即 星期 一 ) 可 以 提供 用 过 的 锅 片 数量 等 于 星期 一 对 句 片 的 需求 量 .本 
模型 的 单位 “运输 费用 ”, 依据 是 否 购买 新 饮片、 通宵 打磨 服务 或 晚 2 天 打磨 服务 
分 别 为 $12、$6 或 $3 需要 注意 的 是 , 通宵 打磨 服 务 意味 着 第 i 天 结束 时 所 用 过 的 
饮片 可 以 在 第 (i 1) 天 或 第 (i 2) 天 的 开始 时 使 用 , 慢 的 2 天 打磨 服务 的 饮片 可 
以 在 第 (1-3) 天 的 开始 时 使 用 .“ 处 理 ” 列 是 平衡 模型 所 需要 的 一 个 虚设 终点 . 整 
个 模型 及 其 解 如 表 5.13 Bros. 

表 5.13 ”用 运输 模型 表示 工具 打 麻 问题 
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LT GHE) 

FER ER XN cis 

24(—) 6( 四 ) 0 

22) 68) D 
n o D 
0 12( 五 ) 8( 日 ) 0 
9 14( 六 ) 0 4 
0 14( 日 ) 0 0 
o o o z2 


WÈ ” 表 5.13 中 的 模型 仅 适用 于 第 一 个 星期 的 运行 , 因为 没 考虑 每 星期 每 天 轮流 
的 特性 , 即 这 星期 的 每 一 天 可 以 作为 下 星期 需求 的 起 点 . 处 理 这 种 情况 的 一 种 方法 
是 假设 第 一 个 星期 运行 的 每 一 天 都 使 用 新 饮片 . 这 样 , 对 应 于 一 星期 的 每 一 天 , 可 
以 形成 一 个 正好 由 7 个 起 点 和 7 个 终点 组 成 的 运输 模型 ， 与 表 5.13 相似 , 只 是 在 
新 模型 去 掉 “ 新 饮片 ” 起 点 和 “处 理 ” 终点 . 还 有 , 只 需要 封 住 对 角 线 上 的 元 素 ( 单 
位 费用 = M). 剩余 的 单元 费用 或 者 是 $3.00 或 者 是 $6.00. 例如 对 于 (星期 六 , 星 
期 一 ) 的 单元 , 单位 费用 为 $6.00; 对 于 单元 (星期 六 , 星期 二 ) 、( 星 期 六 , 星期 三 ) 和 
(星期 六 , 星期 四 ) 和 (星期 六 , 星期 五 ) 的 单位 费用 为 $3.00. 下 表 给 出 了 费用 为 $372 
的 解 , 最 优 解 总 是 要 求 只 用 2 天 的 打磨 服务 . 本 问题 还 存在 其 他 一 些 最 优 解 ( 见 文 
件 toraEx5.2-2a.txt). 


SiN -a Jus- AA ana 3" 
星期 一 18 24 

星期 二 s a n 

m» on 2 m 

星期 四 s 12 20 

amai 4 m 1s 

星期 六 m m 

星期 日 10 12 2 

总 计 a 12 “ 20 1s n 2 

习题 5.2A” 


1. 在 例 5.2-1 中 , 假设 每 单位 的 储存 费用 是 依据 周期 而 变化 的 , 周期 1, 2, 3 的 单位 储存 费用 
分 别 为 40, 30, 70 美 分 . 延期 和 生产 费用 按照 该 例 中 给 出 的 保持 不 变 . 确定 最 优 解 , 并 解释 
其 结果 
*2. 在 例 5.22 中 , 假设 锯 片 打磨 服务 提供 了 星期 一 和 星期 二 (第 一 天 和 第 二 天 ) 磨 一 个 饮片 $1 
的 3 天 打磨 服务 . 重新 建立 模型 , 并 解释 其 最 优 解 . 


中 本 习题 中 , 可 以 利用 TORA 程序 求 最 优 解 .运输 问题 的 AMPL 和 Excel 规划 求解 程序 将 在 5.3.2 节 
结尾 部 分 介绍 
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3. 在 例 5.2-2 中 , 如 果 一 个 锯 片 当天 打磨 过 后 没有 使 用 , 则 每 个 锯 片 每 天 的 储存 费用 为 50 美 
jp. 重新 建立 模型 , 并 解释 其 最 优 解 - 

. JoShop 公司 希望 分 配 4 种 不 同类 型 的 机 器 来 完成 5 种 不 同 的 加 工 任务 . 能 够 使 用 的 4 种 
机 器 的 数量 分 别 为 25, 30, 20, 30 台 , 5 种 不 同类 型 的 加 工 任务 量 分 别 为 20, 20, 30, 10, 25 
fF. 第 4 种 类 型 的 机 器 不 能 分 配给 第 4 种 类 型 的 任务 . 表 5.14 提供 了 分 配 每 一 种 机 器 完成 
一 类 加 工 任务 的 单位 费用 (用 美元 表示 ). 本 问题 的 目标 是 确定 分 配给 每 种 类 型 加 工 任务 的 
每 种 类 型 机 器 的 最 优 台 数 . 求解 本 问题 , 并 解释 最 优 解 . 


表 5.14 第 4 题 的 单位 费用 表 


^ 


1 
机 器 类 型 2 5 10 15 
3 


4 3". 45- d$ - — 


5. 未 来 4 个 月 对 某 种 易 过 期 物品 的 需求 量 分 别 为 400, 300, 420, 380 0%, 相应 这 4 个 月 的 供 
应 能 力 为 500, 600, 200, 300 吨 、 每 个 月 每 吨 的 采购 费用 不 同 , 分 别 为 $100、$140、$120 
和 $150， 因 为 这 种 物品 的 易 过 期 性 , 当月 生产 的 物品 必须 在 3 个 月 内 (包括 生产 月 ) 消费 
36. 每 吨 物 品 每 月 的 储存 费用 为 $3. 这 种 物品 不 能 延期 交 货 , 运用 运输 模型 求解 本 问题 , 并 
确定 未 来 4 个 月 的 最 优生 产 安 排 - 

， 一 种 小 型 发 动机 未 来 5 个 季度 的 需求 量 分 别 为 200, 150, 300, 250, 480 fr, 生产 商 对 应 这 
5 个 季度 的 生产 能 力 估计 为 180, 230, 430, 300, 300 ft. 不 允许 延期 交 货 , 但 在 必要 情况 
TF, 生产 商 可 安排 加 班 满足 当前 需求 . 每 个 周期 的 加 班 生产 能 力 是 正常 生产 能 力 的 一 半 . 5 
个 季度 的 单位 生产 费用 分 别 为 $100、$96、 $116、$102 和 $106. 加 班 生产 的 产品 的 生产 费 
用 比 正常 生产 费用 高 50%. 如 果 现 周期 生产 的 发 动机 在 以 后 周期 使 用 , 则 每 台 发 动机 每 周 
期 的 额外 储存 费用 为 84. 将 本 问题 构造 成 一 个 运输 模型 , 并 确定 每 个 周期 正常 生产 和 加 班 
生产 发 动机 的 数量 . 

， 对 飞机 发 动机 要 进行 定期 维修 检查 , 检查 过 程 中 有 一 种 重要 的 部 件 必须 更 换 . 以 后 6 个 月 
计划 维修 的 飞机 数量 分 别 为 200, 180, 300, 198, 230, 290 R. 所 有 的 维修 工作 必须 在 每 月 
的 第 一 天 做 完 , 其 间 一 个 用 过 的 部 件 可 以 更 换 为 一 个 新 部 件 , 或 者 更 换 为 一 个 已 检修 过 的 
部 件 . 用 过 的 部 件 可 以 在 当地 工厂 检修, 这 些 部 件 将 准备 为 下 个 月 的 月 初 使 用 ; 或 送 到 中 心 
修理 厂 , 这 些 部 件 将 会 延迟 3 个 月 使 用 (包括 维修 月 ). 当地 工厂 的 修理 费 为 每 个 部 件 $120. 
在 中 心 工厂 的 修理 费 为 每 个 部 件 $35. 要 在 下 个 月 使 用 的 已 修好 的 部 件 每 月 每 台 的 储存 费 
用 为 $1.5. 新 部 件 在 第 一 个 月 的 采购 价格 为 $200, 以 后 每 两 个 月 价格 增加 5%. 用 运输 模型 
描述 本 问题 , 并 求 出 满足 该 零 部 件 未 来 6 个 月 需求 的 最 优 维修 计划 . 

国家 公园 服务 中 心 收 到 4 份 要 在 阿肯色 州 的 3 个 松木 林 伐木 的 投标 书 . 3 个 林 区 的 面积 
分 别 为 10 000, 20 000, 30 000 英亩 . 单个 投标 人 最 多 能 够 申请 总 英亩 数 的 50%. 3 个 林 
区 每 英亩 的 投标 价 如 表 5.15 所 示 . 投标 人 2 不 愿意 投标 林 区 1, 投标 人 3 不 愿意 投标 林 
区 2. 


EI 
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(a) a usur 服务 中 心 希望 总 的 投标 收益 好 大 . 说 明 如 何 把 此 问题 表示 一 个 运输 模 


(b) -A A 个 投标 人 每 人 应 得 到 的 英亩 数 . 


表 5.15 第 8 题 每 英亩 投标 价 


Dr] 
1 2 3 
i a mo 
RA 2| — so ne 
eue 3 $650 一 $240 
a | me — sm — sno 
5.8 运输 算法 


运输 算法 完全 采用 单纯 形 算法 (第 3 章 ) PR, 但 运输 算法 没有 采用 常规 音 
纯 形 表 , 而 是 根据 运输 模型 的 特殊 结构 来 构造 一 个 更 方便 的 计算 方式 . 

特殊 的 运输 算法 是 人 们 最 早 建立 的 手工 计算 的 算法 , 它 充 分 考虑 到 计算 的 便 
捷 ， 现 在 , 有 了 强大 的 计算 机 程序 , 可 以 把 任何 规模 的 运输 模型 化 成 一 个 LE 来 
解决 . 然而 除了 它 的 历史 意义 之 外 , 还 由 于 运输 算法 帮助 我 们 从 原理 上 深刻 理解 原 
始 -对 偶 关系 (在 4.2 节 介 绍 ), 改进 了 它 手工 计算 , 得 到 了 实用 的 最 终结 果 . 

我 们 用 下 而 的 例子 来 解释 算法 的 细节 . 

例 5.3-1 (SunRay 运输 问题 ) 

SunRay 运输 公司 从 3 个 仓库 把 粮食 运输 到 4 个 加 工厂 . 供应 量 ( 按 车 数 )、 需 
求 量 (也 按 车 数 ), 以 及 不 同 路 线 每 辆 运 粮 车 的 单位 运输 费用 如 表 5.16 中 的 运输 模 
MAR. 单位 运输 费用 为 cj, (表示 在 每 个 方 格 的 右上 方 ) 以 100 美元 为 单位 .本 
模型 寻找 从 仓库 i 到 加 工厂 jli = 1,2,3;7 = 1,2,3,4) 之 间 的 最 小 费用 运输 计划 量 
Tij. 
运输 算法 ”运输 算法 的 步骤 同 单纯 形 算法 完全 一 致 . 

第 1 步 确定 一 个 初始 的 基本 可 行 解 , 转 到 第 2 步 . 

第 2 步 ”利用 单纯 形 算法 的 最 优 性 条 件 , 在 所 有 非 基 变 量 中 确定 进 基 变 量 .如果 
最 优 条 件 满足 , 停止 . 否则 , 转 到 第 3 步 . 

第 3 步 ” 利 用 单纯 形 算法 的 可 行 性 条 件 , 在 所 有 现 有 的 基 变 量 中 确定 离 基 变 量 , F 
找 新 的 基本 解 . 返回 到 第 2 步 . 


(D 事实 上 , TORA 程序 利用 标准 的 单纯 性 法 在 后 台 处 理 所 有 必要 的 计算 过 程 ， 采用 运输 模型 的 格式 只 
是 作为 一 种 屏幕 “展现 ”. 
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表 5.16 SunRay 的 运输 模型 


za 22 EE za 
* a 14 16 18 E 
zm zs zm E] 
需求 量 5 15 15 15 
5.3.1 “初始 解 的 确定 


一 个 具有 mm 个 起 点 和 n 个 终点 的 一 般 运 输 模型 包含 (m n) 个 约束 方程 , 每 
一 个 起 点 和 终点 都 对 应 一 个 约束 方程 然而 , 因为 运输 模型 总 是 平衡 的 (总 供应 量 
= 总 需求 量 ), 这 些 约束 方程 中 有 一 个 方程 是 元 余 的 . 因此 , 运输 模型 有 (m +n 一 1) 
个 独立 的 约束 方程 , 即 初始 基本 解 由 (m+n — 1) 个 基 变 量 组 成 . 因此 在 例 5.3-1 H, 
起 始 解 有 3 十 4 一 1 = 6 个 基 变 量 . 

由 于 运输 问题 的 特殊 结构 , 运用 下 面 3 种 方法 可 以 保证 找到 一 个 非 人 工 的 初 
始 基本 解 ”: 

(1) 西北 角 法 (左上 角 法 ); (2) 最 小 费用 法 ; (3) Vogel 近似 法 . 

在 初始 解 越 好 , 目标 值 越 小 的 意义 下 , 这 3 种 方法 在 产生 的 初始 基本 解 的 “ 质 
Jt" 上 有 所 差别 . 一 般 来 说 , Vogel 近似 法 能 够 产生 最 好 的 初始 基本 解 , 西北 角 法 产 
生 的 初始 解 最 差 , 但 同时 , 西北 角 法 所 需要 的 计算 量 也 最 少 . 


西北 角 法 ”这 个 方法 从 表 中 西北 角 (左上 角 ) 的 元 素 (变量 zl) 开始 . 

第 1 步 ” 在 表 中 尽量 选择 一 个 最 大 的 元 素 , 使 其 相应 的 行 和 列 都 减 去 相应 的 选 定 
元 素 的 值 

第 2 步 ” 删 去 零 供应 的 行 或 零 需求 的 列 , 即 表示 不 可 能 分 配给 那 一 行 或 那 一 列 . 
如 果 行 和 列 都 为 零 , 那么 仅 删 去 一 个 , TEBHIIZ (OUT. (D) 中 留 下 零 供应 (需求 ). 

第 3 步 ” 如 果 恰 好 剩 下 一 行 或 一 列 没有 被 副 除 , 停止 . 否则 , 如 果 列 被 删除 则 转移 
到 右边 , 如 果 行 被 删除 则 转移 到 下 面 . 转 到 第 1 步 - 


例 5.3-2 
用 上 述 算法 求解 例 5.3-1 的 模型 , 得 到 初始 基本 解 如 表 5.17 所 示 . 箭头 表示 分 


四 这 3 种 方法 都 有 TORA 教学 程序 模块, 更 5.3.3 节 的 结尾 部 分 - 
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配 运输 量 的 生成 顺序 . 


表 5.17 西北 角 法 的 初始 解 


需求 量 


初始 基本 解 为 


zu=5, z2 =10 
Tm2=5, za =15, za =5 
zu=10 

这 个 计划 相应 的 费用 为 


z=5x10+10x2+5x7+15x9+5x20+10x18= $520 


最 小 费用 法 ”最 小 费用 法 是 通过 寻找 最 小 费用 的 路 径 来 找到 一 个 更 好 的 初始 解 ， 这 
种 方法 尽量 找到 一 个 最 小 单位 费用 的 单元 . 然后 , 删除 满足 条 件 的 行 或 列 , 调整 相 
应 的 供应 和 需求 量 . 

如 果 行 和 列 都 同时 满足 , 同 西北 角 法 一 样 ， 仅 需 要 删除 一 个 . 重复 检查 没有 被 
删 去 的 行 或 列 , 直到 只 剩 下 一 行 或 一 列 为 止 . 


例 5.3-3 

用 最 小 费用 法 , 按照 下 列 步骤 求 解 例 5.3-1: 

(1) 在 运输 表 中 , 单元 (1,2) 有 最 小 单位 费用 (=$2)， 通 过 (1,2) 最 多 能 运输 
zl2 = 15 辆 运 粮 车 , 这 样 刚 好 同时 满足 第 1 行 和 第 2 列 , 删除 第 2 列 , 并 把 第 1 行 
的 供应 调整 为 0 

(2) 单元 (3,1) 有 最 小 未 删除 的 单位 费用 (=$4). 选择 z31=5， 
所 以 删除 第 1 列 , 调整 第 3 行 的 需求 为 10-5=5 辆 运 粮 车 . 


为 第 1 列 满 足 ， 
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(3) 继续 采用 同样 的 方法 , 分 配 15 辆 运 粮 车 到 单元 (2,3), 0 辆 运 粮 车 到 单元 (1, 
4), 5 辆 运 粮 车 到 单元 (3,4), 以 及 10 辆 运 粮 车 到 单元 (2,4)( 请 验证 !) 

得 到 的 初始 解 如 表 5.18 所 示 , 箭头 表明 了 选 定单 元 的 顺序 . 初始 解 (由 6 个 基 
变量 组 成 ) 是 z12 = 15, T14 = 0,25 = 15, 224 = 10, zal = 5,251 = 5, 34 = 5, 相应 
的 目标 值 为 


2—15x2--0x 11-- 15 x 9-- 10x 204-5 x 4-- 5 x 18 = $475 


表 5.18 ”最 小 费用 法 的 初始 解 


需求 量 


因为 最 小 费用 法 产生 了 一 个 比 西 北角 法 ( 例 5.3-2) 更 小 的 z ti ($475 比 $520)， 
所 以 最 小 费用 法 初始 解 的 质量 比 西北 角 法 好 . 


Vogel 近似 法 (VAM) 一般 来 说 VAM 是 最 小 费用 法 的 改进 版 , 在 大 多 数 情况 下 ， 
产生 的 初始 解 比 最 小 费用 法 更 好 . 
第 1 步 ” 对 每 一 行 ( 列 ) 确定 惩罚 量 : 在 每 一 行 A) 中 找到 一 个 最 小 的 单位 费用 
单元 , 再 在 同一 行 (A) 中 找到 一 个 次 小 的 单位 费用 单元 , 惩罚 量 即 为 次 小 的 单位 费 
用 减 去 最 小 的 单位 费用 . 
第 2 步 ” 找 出 第 罚 量 最 大 的 行 或 列 . 尽量 分 配给 最 小 单位 费用 的 单元 最 多 的 运 粮 
车 . 调整 供应 和 需求, 删 去 已 满足 的 行 或 列 . 如 果 行 和 列 同时 满足 , 删 去 二 者 之 一 ， 
分 配给 剩 下 的 那个 行 (A) 为 零 供应 (ER). 
第 3 步 。 (a) 如 果 仅 有 一 个 未 被 咕 去 的 零 供应 的 行 或 零 需求 的 列 , 则 停止 . 

(b) 如 果 具 有 一 个 未 被 删 去 的 大 于 零 供应 (需求 ) 的 行 ( 列 ), 那么 采用 最 小 费用 
方法 确定 行 ( 列 ) 的 基 变 量 . 停止. 

(c) 如 果 所 有 的 未 被 删 去 的 行 和 列 都 有 零 供应 和 零 需求 ， 那么 采用 最 小 费用 方 
法 确定 零 基 变 量 . 停止 . 

(d) 否则 , 转 到 第 1 步 
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例 5.3-4 
用 VAM 法 求解 例 5.3-1. 表 5.19 计算 出 了 第 一 组 惩罚 量 . 


表 5.19 VAM TÉSUETIRUNE ET 
1 2 3 4 fium 


: MB pna $ wir 
: 
dines 


5 15 as 15 
aem 10-4 7-2 1-9 Ils- 
=z =s - =r 


因为 第 5 行 有 最 大 的 惩罚 (=10), 这 一 行 中 , 单元 (3,1) 有 最 小 的 单位 费用 , 将 
5 辆 运 粮 车 分 配给 zs. 第 1 列 被 满足 , 必须 删除 掉 . 接 下 来 算出 了 新 的 惩罚 量 , 如 
表 5.20. 


30520. VAM 中 的 第 一 次 冉 值 (zs 一 6) 


"uum 
1 15 LJ 
2 E 2 
3 10 2 


nen F: 5 T T 
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表 5.20 表明 第 1 行 有 最 大 的 惩罚 (=9). 因此 , 尽量 分 配 最 大 的 量 给 单元 (1,2)， 
使 得 z12 = 15, 第 1 行 和 第 2 列 同时 得 到 满足 . MWER 2 列 , 调整 第 1 行 的 供应 量 
为 零 . 

继续 同样 的 办 法 , 第 2 行 生 成 最 大 的 惩罚 (=11), 分 配 zz = 15, 删除 第 3 列 ， 
在 第 2 行 中 留 下 10 个 单位 . 仅 留 下 第 4 列 , 这 列 还 有 15 个 单位 . 对 该 列 采用 最 小 
费用 法 , 得 到 r14 = 0,z34 = 5, z24 = 10( 请 验证 !). 这 个 解 的 相应 目标 值 为 

z=15x2+0x11+15x9+10x20+5x4+5 x 18 = $475 

这 个 解 恰好 与 最 小 费用 法 得 到 的 目标 值 相 同 . 


习题 5.3A 
1. 比较 下 列 每 个 模型 中 用 西北 角 法 、 琶 小 费用 法 和 Vogel 方法 生成 的 初始 解 . 


(b) e 
o 2 ife 126|7 1 sm 


2 1 sj? o 4 2|m 4 ofu 


2 4 ajr 3 1 sjn 6 7| :4 


5 510 10 10 10 1n 


5.3.2 ”运输 算法 的 迭代 计算 
(采用 5.3.1 节 3 种 方法 中 的 一 种 ) 确定 初始 解 后 , 采用 下 面 的 算法 来 确定 最 优 


解 : 

第 1 步 ” 采 用 单纯 形 法 的 最 优 性 条 件 , 来 确定 能 够 改进 解 的 作为 当前 非 基 变量 的 
进 基 变量 . 如 果 最 优 性 条 件 满足 , 停止 . 否则 , 转 到 第 2 步 . 

第 2 步 ” 采 用 单纯 形 可 行 性 条 件 确定 离 基 变 量 .改变 基 , 返回 到 第 1 步 . 

最 优 性 条 件 和 可 行 性 条 件 不 包括 单纯 形 方法 常用 的 行 运算 . 相反 , 运输 模型 的 
特殊 结构 能 够 产生 更 简单 的 计算 . 

例 5.3-5 

利用 西北 角 法 得 到 的 解 作 为 起 点 , 求解 例 5.3-1 的 运输 模型 . 

表 5.21 给 出 西北 角 法 产生 的 起 始 解 , 求解 方法 如 例 5.3-2 中 的 表 5.17. 

从 现 有 的 非 基 变量 (不 作为 初始 基本 解 的 一 部 分 ) PERF (method of 
multiplier)(5.3.4 节 介绍 , 源 于 线性 规划 对 偶 理 论 ) 计算 z 行 的 非 基 系 数 , 来 求 出 进 
基 变量 . 

在 乘 子 法 中 , 用 w 和 v 来 表示 运输 表 中 第 i 行 和 第 7 列 的 乘 子 . 对 每 一 个 现 
有 的 基 变 量 zu, 5.3.4 节 的 这 些 乘 子 满足 下 面 的 方程 : 


uj cvy = ct 对 于 每 一 个 基 变量 ri 
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*521 FARR 


需求 量 5 15 15 aM 


如 表 5.21 所 示 , 起 始 解 有 6 个 基 变 量 , 得 到 7 个 未 知 数 的 6 个 方程 . 为 了 解 这 些 方 


程 , 乘 子 法 任意 设置 0, 然后 求解 其 他 变量 , 如 下 表 所 示 . 
基 变 最 (uo) 方程 解 
zu è wu-10 设置 ui=0 一 wm 二 10 


z2 o wtu-2  w-0—1-2 
zn wutm=7  w-2-w-5 
z3 wke-9 =5 一 中 =4 


za wp" -20 w=5—m=15 


从 上 表 可 以 得 到 


接 下 来 , 使 用 wu 和 v; 通过 对 每 个 非 基 变 量 计算 wu + vj — ci 的 值 , 对 这 些 非 基 变 


量 进行 检查 . 
检查 的 结果 如 下 表 所 示 : 
TERE PEDEN 
zs utu- as=0+4-0=-16 
a 
zn 
zm 


ES] asvs-cen —344-16—-9 
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前 面 的 信息 加 上 对 每 个 基 变 量 zs; 都 有 wi + vi — ci = 0 的 事实 , 实际 上 相当 
于 计算 单纯 形 表 的 z 行 , 总 的 结果 如 下 : 


G 
基 cu m zs zu m č m m m zs) Is TM 
2 0 0 -16 4 3 0 0 0 [ -9 -» 0 


因为 运输 模型 寻求 费用 最 小 化 , 进 基 变 量 是 具有 > frage AERE A 
此 , zy, 就 是 进 基 变 量 . 

上 述 计算 通常 直接 在 运输 表 上 进行 , 如 表 5.22 所 示 , 这 表示 其 实 并 不 需要 直接 
写 出 (uv) 方程 , 而 是 从 设 定 w = 0 开始 ?. 然后 , 我 们 就 可 以 计算 在 第 1 行 中 有 
基 变 量 的 所 有 列 的 v 值 , 即 w 和 vo. 接 下 来 , 根据 基 变 量 zz 的 (u,v) 方程 计算 
ua 有 了 ua, 我 们 计算 vs 和 va. 最 后 , 用 zss 的 基本 方程 确定 出 us. 当 所 有 的 u 和 
v 求 出 以 后 , 我 们 就 能 通过 对 每 个 非 基 变量 ru 计算 ui + vj - cu 来 检查 这 些 非 基 
变量 , 检查 过 程 如 表 5.22 的 左下 角 所 示 . 

确定 ra 为 进 基 变量 后 , 我 们 还 需要 确定 离 基 变量 . 需要 记 住 的 是 如 果 zs 进 
解 成 为 基 变 量 , 现 有 基 变 量 中 必须 有 一 个 离 基 成 为 ( 零 值 ) 非 基 变量 . 

选择 csi 为 进 基 变量 意味 着 运输 将 采用 这 个 路 径 ， 因 为 它 降 低 了 总 的 运输 费 
用 . 通过 这 条 新 的 路 径 我 们 最 多 能 运输 多 少 呢 ? 观察 表 5.22 可 知 , 如 果 路 径 (3,1) 
运输 0 单位 ( 即 zs = 0), 那么 9 的 最 大 值 基于 下 面 两 个 条 件 确定 . 

(1) 仍然 满足 供应 上 限 和 和 需求 约束 . 

(2) 通过 所 有 路 径 的 运输 量 仍然 非 负 . 

这 两 个 条 件 决定 了 9 的 最 大 值 和 离 基 变量 . 首先 , 建立 一 个 起 点 和 终点 都 在 进 
基 变 量 单元 (3, 1) ff) RI IB (closed loop), 这 个 闭 圈 仅 由 连接 在 一 起 的 水 平 线段 和 垂 
直线 段 组 成 (不 允许 对 角 线 )”, 除 进 基 变 量 单元 以 外 , 闭 图 的 每 一 个 角 都 与 一 个 基 
变量 重合 . K 5.23 表示 了 za 的 闭 图 . 一 个 闭 图 仅 对 应 于 一 个 进 基 变 量 . 

接 下 来 , 分 配 9 给 进 基 变量 单元 (3, 1). 在 供应 和 需求 约束 仍然 满足 的 情况 下 ， 
如 表 5.23 所 示 , 闭 轩 的 每 一 个 角 在 增加 和 减少 9 值 之 间 必 须 进行 调整 (与 闭 圈 的 
顺 时 针 和 逆 时 针 无 关 ). 对 于 9 > 0, 变量 的 新 值 仍然 是 非 负 的 , 如 果 


zu=5-0>0 
Z22 三 5 一 0>0 
zu=10-0>0 

DTM NNER Men 或 指定 一 个 等 初 始 值 并 不 影响 最 优 解 结果 , 见 5.3.2 节 末尾 的 TORA 


© TORA 指南 模块 可 以 让 你 交互 式 地 确定 闭 轩 单元 , 并 对 你 的 选择 是 否 正 确 会 立即 给 出 反馈 信息 , 见 
53:2 节 末尾 的 TORA 程序 - 
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表 5.22 第 1 步 选 代 的 计算 


n=10 =2 w-4 w-1 。 供应 量 


10 2 zi 1 
6| 4 
7 T e S 
[3] 
4 14 | 18 
E -| =| 
需求 量 5 15 15 15 


相应 的 9 的 最 大 值 是 5, 此 时 zi 和 ra 达到 了 零点 . 因为 仅 有 一 个 现 有 基 变量 离 
开 基 本 解 , 我 们 可 选择 ril 或 z22 作为 离 基 变量 . 随便 选择 ri 离开 基本 解 ， 


3523 c. HE 


m=10 m=2 w-d4 m=15 供应 量 


PED 5-6 <f- 14e 15 


2 


选择 rai (= 5) 进 基 和 zl 离 基 , 这 需要 调整 表 5.24 中 所 显示 的 闭 图 的 角 上 的 
基 变 量 的 值 , 因为 通过 路 径 (3, 1) 运输 的 每 单位 运输 费用 降低 了 $9(= us +v 一 ca1)， 
对 应 于 新 计划 的 总 费用 比 以 前 计划 的 总 费用 降低 了 $9 x 5 = $45. 因此 , 新 的 费用 
为 $520 — $45 = $475. 

已 知 新 的 基本 解 后 , 我 们 重复 乘 子 u 和 v 的 计算 过 程 , 如 表 5.24 所 示 . 进 基 变 
量 是 ru, ARH r = 10, 离 基 变 量 为 z24. 

如 表 5.25 所 示 , 产生 的 新 解 比 上 一 个 解 减少 费用 $4 x 10 = $40, 因此 新 的 费用 
为 $475 — $40 = $435, 新 的 wi + vj — c. 对 所 有 的 非 基 zi 都 是 非 负 的 了 . 因此 , 表 
5.25 中 的 解 是 最 优 的 . 

下 表 给 出 了 最 优 解 . 
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表 5.24 第 2 步 先 代 计算 


FEE m=2 «c4 w-5 AAR 
T z] E] T 
m=0 eum Tech "e 15 
-9 [ren -16 上 sr 
E] pen D) io» 
w=5 0+e -45 -一 w-e 25 
ce] 
4 四 15 1 
{s-s 5 D 1 
zs Ls 
需求 量 5 15 1 m 


表 5.25 第 3 步 选 代 计算 (最 优 ) 
四 = 2 "4 u= (UEM 


TORA 程序 

人 [SGISE7MOGIG MR] 中 , 25: RE — ÜTIBERIGI, AE 3 种 方法 (西北 
角 、 最 小 费用 和 Vogel) 之 一 开始 运输 模型 的 迁 代 . 选 代 模块 提供 了 两 种 有 用 的 交 
ERE: 

(1) EERBR 2 之 前 (默认 情况 是 w = 0), 可 以 设置 任意 u 或 v 为 零 观察 
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可 知 , 虽然 we 和 的 值 发 生 了 改变 , 非 基 单元 的 检查 (= u + vj — c) 仍然 不 变 . 
这 就 表明 开始 时 任何 u 或 " 可 以 设置 为 零 (实际 上 , 任何 值 ), 而 不 会 影响 最 优 值 的 
计算 . 

(2) 通过 (以 任何 顺序 ) 单 击 组 成 路 径 的 角 单元 , 你 可 以 测试 闭 圈 选 择 的 正确 
Tk. 如 果 你 的 选择 是 正确 的 , 单元 的 颜色 将 会 改变 ( 进 基 变 量 为 绿色 , 离 基 变量 为 红 
E, 其 他 颜色 为 灰色 ) 
Excel 规划 求解 程序 

把 运输 模型 直接 输入 到 Excel 电子 表格 . 图 5.4 提供 了 例 5.3-1 的 Excel 规划 
求解 程序 模板 (文件 solverEx5.3-1.xls), 以 及 所 有 涉及 的 公式 和 定义 . 


lenen] 


Hi54 B531 运输 模型 的 Excel 规划 求解 (文件 solver Ex5.3-1.xls) 

在 输入 部 分 , 数据 包括 单位 费用 矩阵 (单元 B4:E6)、 起 点 名 称 (单元 A4:A6)、 
终点 名 称 (单元 B3:E3)、 供 应 量 (单元 F4:F6) 和 需求 量 (单元 B7:E7). 在 输出 部 
分 , 单元 B11:E13 提供 了 算 阵 格式 的 最 优 解 . 总 费用 公式 在 目标 单元 A10 P. 
AMPL 程序 

图 5.5 提供 了 例 5.3-1 运输 模型 的 AMPL 模型 (文件 amplEx5.3-1.txt). 模型 
中 用 到 的 名 字 都 是 自我 解释 型 的 . 约束 和 目标 函数 都 采用 例 5.1-1 中 线性 规划 模型 
的 格式 . 
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3 Transporation model (Example 5.3-1)-———— 
set shodes; 

set diodes; 

param c(slodes, dliodes) ; 

param supply(sNodes); 

param denand(dNodes); 

var x(slodes, diiodes)»-0; 

minimize z:sum (i in sNodes,j in dilodes)c[i,jlex[i,j]; 
subject to 

ce (i in sNodes):sum(j in dNodes)x[i,jJesupply[i]; 
{J in dWodes);sum(i in slodes)x[i, j]"demand[j] ; 


83 4 14 16 18; 
param supply:= S1 15 82 25 $3 10; 
param demand:«Di 5 D2 15 D3 15 D4 15; 
solve;display z, Xi 


图 5.5 例 5.3-1 运输 模型 的 AMPL 模型 (文件 amplEx5.3-1a.txt) 

在 数据 部 分 ,模型 采用 集 sNodes 和 adModes 来 方便 表示 始点 {81,S2,83} 和 终点 
{D1, D2,D3，D4}， 如 图 5.5 所 示 , 所 有 的 输入 数据 都 是 以 集成 员 的 方式 输入 模 
型 的 . 

虽然 按 顺序 排列 的 集合 成 员 可 读 性 较 好 , 但 问题 较 大 时 生成 它们 或 许 就 不 那么 
容易 了 . 文件 amplEx5.3-1b 表明 了 同一 集 怎 样 定义 为 {1…m} 和 {1.…n}, 此 处 n 和 n 
表示 起 点 数 和 终点 数 . 给 和 n 赋 数值 后 , 就 自动 得 到 了 任何 规模 的 模型 . 

采用 AMPL table 语句 , 运输 模型 的 数据 可 以 从 电子 表格 (文件 TM.xls) 中 获 
取出 来 .文件 amplEx5.3-1c.txt 提供 了 相应 的 程序 . 为 了 研究 这 个 模型 , 读者 可 以 
预习 附录 A.5.5 的 内 容 . 


习题 5.3B 
1 考虑 表 5.26 中 的 运输 模型 . 
表 5.26 第 1 题 的 运输 模型 


可 w T 


w s sije mo su $2]s = 8 $]a4 
$ s so $2 s ujs so $T 
$ s s|s n m 6 $1 $8 $6| 19 
5 5 10 7 6 o 5 6 19 
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^ 


(a) 用 西北 角 法 寻找 初始 解 

(b) 设计 求 最 优 解 的 先 代 步骤 

(c) TORA X4: 用 TORA (fj (BUR, 比较 西北 角 法 、 最 小 费用 法 和 Vogel 法 求 最 优 
解 的 选 代 效 果 . 

(d) Excel 规划 求解 实验 : 修改 文件 solverEx5.3-1.xls 解决 此 问题 . 

(e) AMPL 实 验 : 修改 文件 amplEx5.3-1b.xls 解决 此 问题 . 


.在 表 5.27 的 运输 问题 中 , 总 需求 超过 总 供应 . 假设 对 终点 1, 2, 3 的 未 满足 需求 部 分 的 每 


单位 适 罚 费用 分 别 为 $5、$3 和 $2. 用 最 小 费用 法 的 初始 解 , 并 选 代 计 算出 最 优 解 ， 
表 5.27 第 2 是 的 数据 


10 
80 
15 


EIE E 
sere 
g|22*) 


在 第 2 题 中 , BUEEHTIETIPERI, 但 终点 3 的 需求 必须 全 部 满足 . 
(a) 寻找 最 优 解 - 

(b) Excel 规划 求解 实验 : 修改 文件 solverEx5.3-1.xls 求解 此 问题 
(c) AMPL 实 验 : 修改 文件 amplEx5.3b-1.xls 求解 此 问题 . 


L. 36 5.28 是 一 个 不 平衡 的 运输 问题 , 假如 起 点 有 一 个 单位 没有 运 出 (到 任何 终点 ), 起 点 1, 2, 


3 的 储存 费用 分 别 为 $5、$4 和 $3. 另外 为 了 给 新 的 产品 聘 出 空间 起 点 2 的 供应 量 必须 全 
部 运 出 . 运用 Vogel 法 计算 初始 解 , 并 给 出 寻找 最 优 解 的 选 代 . 


表 5.28 第 4 题 的 数据 


在 一 个 3x3 的 运输 问题 中 , 令 zu 表示 从 起 点 i 到 终点 j 的 运输 量 , c 表示 相应 的 单位 
运输 费用 .起 点 1, 2, 3 的 供应 量 分 别 为 15, 30, 85 单位 , 终点 1, 2, 3 的 需求 量 分 别 为 
20, 30, 80 单位 .假设 用 西北 角 法 求 出 的 初始 解 是 最 优 解 , 相应 的 乘 子 为 ul = 一 2, u = 
3,us = 5,0; = 2, v2 =5 Ñl v3 = 10. 

(a) 寻找 相应 的 最 优 费用 - 

(b) 保持 西北 角 解 的 最 优 性 , 对 每 一 个 非 基 变 量 求 最 小 的 cij. 

表 5.29 中 的 运输 问题 给 出 了 运 化 的 基本 解 ( 即 至 少 有 一 个 基 变 量 为 零 )、 假设 对 应 解 的 乘 
子 是 w= 二 1,w --lu-2v = 2, v3 = 5 所 有 (基本 和 非 基本 ) P ry 变量 的 单位 费 
用 为 


G&j=i+jð, -<0<% 
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(a) 车 给 定 的 解 是 最 优 的 , 确定 目标 函数 的 最 优 值 . 
(b) 求 能 够 保证 给 定 解 的 最 优 性 的 9 值 . (提示 : 找到 零 基 变 量 的 位 置 ) 


表 5.29 第 6 题 的 数据 


10 10 
20 40 


10 20 20 


7. 考虑 问题 : T EO 
min z= D ory 


Am 


st Ezy > a5 i212..m 
E 


En > b, j212...n 


zy 2 0， 对 于 所 有 的 i,j 
似乎 可 以 认为 ,车 Ea > Ebla < Eb), 最 优 解 将 会 要 求 第 一 组 (第 二 组 ) 不 等 式 
用 等 式 约束 代 普 . 但 表 5.30 的 反例 表明 , 这 个 假设 是 不 正确 的 . 


m 5.30 3 7 题 的 数据 
*$» s$ $99]s 


$6 $5 sje 
LEE IET 


证 明 用 这 种 方法 可 得 到 解 xi = 2,212 = 3,222 = 4 12 = 2, z = $27, 这 比 可 行 解 
zu = 2, 713 = 7,223 = 6, z = $15 EB. 


5.3.3 ”梯子 法 的 单纯 形 方法 解释 
梯子 法 与 单纯 形 方法 之 间 的 关系 可 用 原始 -对 侦 关系 ( 见 4.2 节 ) 来 解释 . 根据 
表示 运输 模型 的 线性 规划 的 特殊 结构 ( 见 例 5.1-1 的 解释 ), 相应 的 对 偶 问题 可 以 写 
为 
max z TE * Eos 
st ouv; € cg BUT LRL j 
w 和 v; 无 符号 限制 
其 中 
ai= 起 点 i 的 供应 量 
与 = 终点 了 的 需求 量 
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oj 一 从 起 点 ;到 终点 ; 的 单位 运输 费用 
u= RFRA ;约束 条 件 的 对 偶 变 量 
vj - XE 约束 条 件 的 对 偶 变量 


根据 4.2.4 节 的 公式 2, 变量 zs; 的 目标 函数 系数 (简约 费用 ) 等 于 相应 对 侦 约 
东 的 左 端 项 与 右 端 项 之 差 , UD ui + vj — cg 但 是 我 们 知道 , 对 每 个 基 变量 , 这 个 量 
一 定 等 于 零 , 这 样 就 得 到 了 下 面 的 结果 : 


thi 十 册 二 cj， 对 每 一 个 基 变 量 zij. 


共有 (m+n 一 1) 个 这 样 的 方程 , 这 些 方程 的 解 (在 随便 设 定 一 个 值 w = 0 后 ) 可 
以 得 到 乘 子 u 和 vs. 计算 得 到 这 些 乘 子 以 后 , 我 们 就 能 从 所 有 非 基 变量 中 选择 一 
个 具有 最 大 正 数 的 wi 十 上 — ci 作为 进 基 变 量 . 

对 一 个 对 偶 变 量 分 配 一 个 任意 值 (如 w = 0) 看 起 来 可 能 会 与 在 4.2.3 节 采 用 
方法 2 计算 对 偶 变 量 的 办 法 不 一 样 .实际 上 , 对 于 一 个 给 定 的 基本 解 , 对 偶 值 一 定 
是 唯一 的 (反之 亦 然 ) 关于 这 一 点 见习 题 5.3A 的 第 2 题 . 
习题 5.3C 

1. 写 出 例 5.3-5( 表 5.21) 中 运输 问题 的 线性 规划 的 对 侦 问 题 .利用 表 5.25 中 的 最 优 对 偶 值 计 

EISE RC oL E IL, 并 证 明 它 等 于 该 例子 给 出 的 最 优 费 用 

2. 在 运输 模型 中 , 其 中 一 个 对 侦 变 量 冉 予 了 一 个 任意 什 . 这 意味 着 对 于 同一 个 基本 解 , 相应 对 

偶 变 量 的 值 是 不 唯一 的 . 这 个 结果 似乎 与 线性 规划 理论 相 下 盾 , 其 中 对 侦 值 等 于 基 变 量 的 

目标 系数 向 量 与 相应 基 的 闻 短 阵 的 乘积 (见方 法 2, 4.2.3 节 )， 证 明 对 于 运输 模型 ， 虽 然 基 

和 矩 阵 的 进 是 唯一 的 , 但 基 变 量 目标 系数 向 量 并 不 一 定 唯一 . 特别 地 , 证 明 对 所 有 i 和 j, 如 

JR cu 变 成 cy +k, 这 里 k 是 一 个 常数 , 那么 zy 的 最 优 值 将 保持 不 变 . 因此 , 给 一 个 对 个 

变量 冉 任 意 值 就 等 价 于 所 有 的 cy 加 上 一 个 常数 


5.4 指派 模型 


“ 派 合适 的 人 做 合适 的 事 ”, 这 是 对 指派 模型 最 贴切 的 描述 .指派 模型 可 以 用 
对 不 同 技术 水 平 的 工人 分 派 工作 来 解释 .不 同 的 工人 完成 不 同 的 工作 的 费用 是 不 
一 样 的 , 目标 是 确定 指派 工人 到 工作 岗位 的 最 小 指派 费用 . 

表 5.31 RRT n 个 工人 和 n 件 工作 的 指派 模型 . 

TE ci 表示 指派 工人 i 做 工作 j(i,j = 1,2,…,n) 的 费用 . 不 失 一 般 性 , 假设 
工人 的 人 数 等 于 工作 的 个 数 , 因为 我 们 总 可 以 添加 一 个 虚设 的 工作 , 或 虚设 的 工人 
来 使 得 这 一 假设 得 到 满足 . 
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指派 模型 实际 上 是 运输 模型 的 一 种 特殊 情况 , 工人 可 表示 为 起 点 , 工作 可 表示 
为 终点 . 在 每 一 起 点 (终点 ) 的 供应 (需求 ) 基 正 好 等 于 1. 工人 i 到 工作 j 的 “ 运 
输 ” 费 用 是 cis. 实际 上 , 指派 模型 可 以 直接 转化 为 常规 运输 模型 来 解决 . 然而 , 供应 
量 和 需求 量 都 等 于 1 这 一 事实 可 以 让 我 们 利用 匈牙利 算法 (Hungarian method)? 来 
方便 地 求 出 指派 模型 的 解 . 虽然 新 的 解法 与 运输 模型 无 关 , 但 这 个 算法 如 同 运输 模 
型 一 样 , 也 是 基于 单纯 形 方法 . 


表 5.31 ”指派 模型 
工作 
raa n 
1 [ra E" 1 
2 an 0n cm 1 
BRE d 
n Cni cna cn 1 
OMS T 1 
5.4.1 ”匈牙利 算法 
我 们 先 用 两 个 例子 来 说 明 这 一 新 算法 的 机 制 . 5.4.2 节 给 出 对 该 方法 的 一 种 基 
于 单纯 形 法 的 解释 . 
P 5.4-1 


Joe Klyne 的 3 个 孩子 John, Karen 和 Terri 想 挣 点 钱 , 用 作 学 校 组 织 去 当地 
动物 园 时 的 零花 钱 , Klyne 先生 为 孩子 们 选择 了 3 样 杂 活 : 钢 草 、 粉 刷 车 库 门 和 洗 
E. 为 了 避免 孩子 们 之 间 的 争 抢 , Klyne 先生 要 求 孩子 们 (秘密 地 ) 提交 投标 方案 
说 明 对 每 样 杂 活 他 们 认为 该 付 多 少 钱 合适 . 我 们 可 以 理解 为 , 这 3 个 孩子 都 会 服从 
BEHAE, 由 爸爸 分 配 哪个 孩子 干 哪 件 家 务 . 表 5.32 表示 了 收 到 的 投标 方案 . 基 
于 这 些 信息 , Klyne 先生 该 怎样 分 配 这 些 活 呢 ? 


79532 Klyne 的 指派 问题 


除草 粉刷 洗车 
John $15 $10 $9 
Karen so sis $10 
Terri $10 $12 s 
可 以 利用 匈牙利 法 来 求解 这 个 指派 问题 . 


第 1 步 ” 对 于 初始 的 费用 矩阵 , 找 出 每 行 最 小 值 的 元 素 , 本 行 所 有 元 素 减 去 这 个 
最 小 值 . 


加之 所 以 归 为 运输 模型， 是 因为 匈牙利 法 最 初 的 设计 源 于 手工 计算 的 方便 ， 放 在 本 节 介绍 完全 是 基于 
历史 的 原因 . 现在 这 种 计算 运用 计算 机 程序 设计 的 LP 来 解决 问题 更 为 有 效 
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第 2 步 ” 对 于 第 1 步 得 到 的 矩阵 , 找 出 每 列 最 小 值 的 元 素 , 本 列 所 有 元 素 减 去 这 
个 最 小 值 . 
第 3 步 ”利用 第 2 步 得 到 的 矩阵 , 由 其 值 为 零 的 元 素 确定 最 优 解 . 

设 ps 和 o; 分 别 表示 第 1 步 和 第 2 步 中 确定 的 i 行 和 j 列 相应 的 最 小 费用 . 
表 5.33 表示 了 初始 的 费用 和 矩阵 和 第 1 步 计算 得 到 的 每 行 的 最 小 值 . 


表 5.33 ”匈牙利 法 的 第 1 步 


RA SB 洗车 行 最 小 值 
John 15 10 9 
Karen 9 15 10 
Terri 10 12 8 


接 下 来 , 表 5.34 表示 了 每 一 行 的 每 一 元 素 减 去 行 最 小 值 后 得 到 的 简化 矩阵 . 


表 5.34 ”匈牙利 法 的 第 2 步 
除草 GH AF 


John 6 1 9 
Karen o 6 1 

Terri 2 4 0 

列 最 小 值 m-0 n=l q-0 


第 2 步 产 生 了 每 列 的 最 小 值 , 如 表 5:34 AR. 每 列 每 一 元 素 分 别 减 去 列 最 小 
值 , 得 到 简化 矩阵 如 表 5.35 所 示 . 带 有 下 划 线 的 值 为 零 的 单元 给 出 了 最 优 解 ， 即 
John 得 到 了 粉刷 车 库 门 的 工作 , Karen 得 到 了 狗 草 的 工作 , Terri 去 洗车 . Klyne 先 
生 支出 的 总 费用 是 9+10+8=$27. 这 笔 钱 又 总 是 等 于 (pı +p +p3)+ (q -- 92-0) = 
(9+9+8)+(0+1+0) = $27. (这 个 结果 的 证 明 在 下 节 给 出 ) 
表 5.35 ”匈牙利 法 的 第 3 步 
WAR SH AF 


John 6 o o 
Karen o 5 1 
Terri 2 3 o 


在 上 例 中 , 因为 最 后 得 到 的 矩阵 中 值 为 零 的 单元 恰好 能 够 产生 一 个 可 行 的 指派 
方案 ( 即 每 一 个 孩子 分 到 了 一 份 具体 的 工作 ), 匈牙利 法 给 出 的 步 又 运 行 正常 . 但 在 
一 些 情况 下 , 由 第 1 步 和 第 2 步 产生 的 零 值 单元 不 一 定 能 直接 得 到 一 个 可 行 解 , 还 
需要 更 多 的 步骤 得 到 最 优 (可 行 ) 指派 . 下 面 的 例子 表示 了 这 种 情况 . 

例 5.4-2 
假设 把 例 5.4-1 的 问题 扩展 到 有 4 个 孩子 和 4 项 杂 活 , 表 5.36 表示 了 问题 的 
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费用 项 . 
表 5.36 ”指派 问题 


w 
出 
Pm 


用 第 1 步 和 第 2 步 处 理 表 5.36( 用 py = DP = 7,ps = 4pi— 5,8 50,8 = 
0,qs = 3,94 = 0), 得 到 如 表 5.37 所 示 的 简化 矩阵 .( 请 验证 )) 


表 5.37 ”简约 指派 矩阵 


omouls 
CERTS 


1 
2 
We 3 
4 


零 单元 的 位 置 并 不 能 把 这 些 单项 工作 分 派 给 所 有 的 孩子 .例如 , 如 果 把 杂 活 1 
分 派 给 孩子 1, 那么 , 第 1 列 将 会 消失 , 孩子 3 在 剩 下 的 3 列 中 找 不 到 值 为 零 的 单 
元 . 这 个 障碍 可 以 通过 在 例 5.4-1 所 述 方法 中 添加 下 面 的 一 步 来 克服 . 

第 2a 步 “假如 通过 第 1 步 和 第 2 步 不 能 保证 得 到 可 行 的 指派 (在 所 有 的 零 单元 
内 )， 

(i) 在 最 后 的 简化 矩阵 中 夯 出 凶 少 的 垂直 和 水 平 线 , 覆盖 所 有 零 单元 . 

(i) 在 没 路 盖 的 单元 中 , 选择 值 好 小 的 单元 , 每 一 个 没 柳 盖 的 单元 都 减 去 这 个 
最 小 值 . 然后 , 在 两 条 线 的 交叉 点 处 都 加 上 这 个 最 小 值 

(i) 在 得 到 的 值 为 零 的 单元 中 如 果 没 有 找到 可 行 的 指派, 重复 第 2a 步 . 否则 ， 
转 到 第 3 步 , 决定 最 优 指派 . 

把 第 2a 步 应 用 到 最 后 的 矩阵 , 得 到 表 5.38 中 的 阴影 单元 . 没有 阴影 禾 盖 的 单 
元 的 最 小 值 (斜体 显示 ) 等 于 1. 这 个 单元 的 值 加 到 粗 体 交叉 单元 中 , 从 而 得 到 表 
5.39 的 矩阵 . 

最 优 解 (由 加 了 下 划 线 的 零 表 示 ) 表明 : 孩子 1 干 杂 活 1, 孩子 2 干 杂 活 3, 孩 
子 3 干 杂 活 2, 孩子 4 干 杂 活 4. 相应 的 最 优 费用 是 1+10+5+5 = $21. RIN pi 
和 o; 可 以 得 到 相同 的 费用 , 在 阴影 单元 确定 以 后 , 单元 被 减 去 的 值 为 (1 十 7+ 4 十 
5)+(0+0+3+0)+(1) = $21. 
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表 5.38 ”应 用 第 2a 步 


AMPL 程序 
文件 amplEx5.4-2.txt 对 指派 模型 提供 了 AMPL 模型 , 它 和 运输 模型 非常 相似 . 


习题 5.4A 


1. 解 表 5.40 中 的 指派 模型 . 
(a) 用 匈牙利 法 求解 . 
(b) TORA Xa: 把 问题 表示 成 线性 规划 , 用 TORA 求解. 
(c) TORA 实 验 : 把 问题 表示 成 运输 问题 ,用 TORA 求解- 
(d) Excel 规划 求解 实验 : 修改 Excel 文件 solverEx5.3-1.xls 求解 此 问题 . 
(e) AMPL 实 验 : 修改 amplEx5.3-1 解决 此 问题 . 


表 5.40 第 1 题 的 数据 


i) (i) 
$3 $8 $2 $10 $3 $3 $9 $2 $3 $7 
$8 $7 $2 $9 $7 36 $1 $5 $6 $6 
356 $4 $2 S$7 $5 $9 $4 $7 $10 $3 
$8 $4 $2 $3 $5 $2 s $4 $9 Á£$ 
$9 so $6 $9 $10 $9 $6 $2 $4 $5 
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2. JoShop 公司 需要 把 4 项 工作 派 给 4 个 工人 . 完成 一 项 工作 的 费用 是 工人 技能 的 函数 . 表 
541 是 这 些 指派 的 费用 . 工人 1 不 能 做 工作 3, 工人 3 不 能 做 工作 4. 运用 匈牙利 法 求 出 
最 优 指派 方案 - 


表 5.41 第 2 


数据 

工作 
3 4 
— $20 
$20 $30 
$0 — 
$60 $70 


3832- 


2 

$50 
$40 
$30 
$% 


在 第 2 题 的 JoShop 模型 中 . 假设 有 另外 一 个 工人 (第 5 个 ) 能 完成 所 有 这 4 项 工作 , 完 

成 每 项 工作 相应 费用 为 $60、$45、$30 和 $380. 把 原 4 个 工人 中 的 任何 一 个 换 成 这 个 新 工人 

划算 吗 ? 

在 第 2 题 的 模 至 中 , 假设 JoShop 有 了 第 5 项 工作 , 目前 4 个 工人 完成 这 项 工作 的 费用 分 
别 为 $20、$10、$20 和 $80. 这 项 新 工作 比 JoShop 的 原 有 的 4 项 工作 都 优先 吗 ? 

*5， 一 位 经 理 需 要 在 达拉斯 总 部 和 亚特兰大 分 部 之 间 做 4 次 往返 旅行 , 如 表 5.42 BOR. 


a 


表 5.42 第 5 题 的 数据 
从 达拉斯 出 发 日 期 返回 达拉斯 的 日 期 


6 月 3 日 ,星期 一 6 月 7 日 , 星期 五 
6 月 10 日 ,星期 一 6 月 12 日 , 星期 三 
6 月 17 日 , 星期 一 6 A 21 A, 星期 五 
5 月 25 日, MM- — 64 28 日 , 星期 五 


从 达拉斯 出 发 的 往返 旅行 机 票 的 价格 为 $400. 如 果 一 张 机 票 的 到 达 和 出 发 日 期 跨越 周 
K (星期 六 和 星期 天 ) 的 话 , 可 以 打 25% 的 折扣 . 车 在 亚特兰大 停留 21 天 , 折扣 率 增加 到 
30%. 一 张 达 拉 斯 与 亚特兰大 之 间 ( 两 个 方向 都 可 以 ) 的 单程 票 价 为 $250. 这 位 经 理 该 怎 
FX? 


*6. 图 5.6 是 某 个 机 械 加 工 车 间 的 布局 图 , 小 方块 1, 2, 3, 4 表示 现 有 的 工作 中 心 , 而 小 圆圈 a, 
b, c, d 表示 将 要 新 增加 的 4 个 工作 中 心 1， T, M, IV. 问题 的 目标 是 指派 这 些 新 中 心 到 所 建 
议 的 地 点 , 使 得 在 现 有 的 中 心 和 所 建议 的 中 心 之 间 材料 传输 的 总 距离 最 短 . 表 5.43 表示 新 
中 心 和 现 有 中 心 之 间 的 传输 频率 . 原材料 传输 设备 沿 着 交叉 在 中 心 的 矩形 通道 行走 . 例如 ， 
中 心 1 和 6b 点 单程 的 行走 距离 (以 米 为 单位 计 ) 是 30 + 20 = 50 m. 

在 阿肯色 大 学 的 工业 工程 系 , INEG 4904 是 一 门 高 级 设计 课程 , 目的 是 让 学 生 以 设计 小 组 
的 形式 运用 本 科 课程 学 到 的 知识 和 技能 解决 实际 问题. 每 个 小 组 的 成 员 选 出 一 位 项 目 经 理 , 
提出 适当 的 研究 范围 , 撰写 和 提交 项 目 方案 , 完成 项 目 目标 规定 的 任务 , 并 撰写 和 提交 最 终 
项 目 报告 . 课程 指导 教师 给 出 可 能 的 工程 项 目 , 对 每 一 工程 提供 适当 的 信息 表 , 包括 与 主办 
单位 的 联系 、 工程 描述 , 以 及 完成 工程 所 需要 的 技能 . 课程 要 求 每 个 设计 小 组 提交 一 份 报告 ， 


- 
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说 明 如 何 选择 小 组 成 员 和 经 理 . 这 份 报告 还 要 按照 优先 级 对 每 个 项 目 排 定 顺序 , 包括 说 明 小 
组 的 技能 与 项 目 目标 的 符合 程度 . 在 某 个 指定 的 学 期 , 提出 了 以 下 工程 项 目 : Boeing F-15, 
Boeing F-18, Boeing Simulation, Cargil, Cobb-Vantress, ConAgra, Cooper, DaySpring 
(规划 ), DaySpring (物资 处 理 ), J. B. Hunt, Raytheon, Tyson South, Tyson East, Wal- 
Mart 和 Yellow Transportation. Boeing 和 Raytheon 项 目 要 求 , 所 有 项 目 小 组 成 员 必须 
是 美国 公民 . 在 这 个 学 期 的 11 个 设计 小 组 中 , 有 4 个 小 组 没有 符合 这 项 要 求 . 


表 5.43 第 6 题 的 数据 
Woo 


L| 

X 
aan nja 
oao ajm 
EIE 


0 10 39 3) 40 Wm 00 70 8 
图 5.6 习题 5.4A 第 6 题 的 机 器 车 间 的 布局 图 
设计 一 套 方案 , 把 这 些 工程 项 目 指派 到 各 个 小 组 , 并 说 明 你 的 决策 理由 . 
5.4.2 ”匈牙利 算法 的 单纯 形 解释 
指派 n 个 工人 完成 n 项 工作 的 指派 模型 可 以 按 下 列 方式 表述 为 线性 规划 问 
题 : 令 ci; 表示 指派 工人 完成 工作 j 的 费用 , 并 定义 


车 指派 工人 完成 工作 j 
“【 0， 若 没有 指派 工人 i 完成 工作 j 


则 给 出 单纯 形 模型 如 下 : 
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zj =0 或 1 


SARER (cu) 任 一 行 或 列 增加 或 减少 一 个 常数 时 ， 上 述 线性 规划 的 最 优 解 
不 变 . 为 了 证 明 这 一 点 , 令 p, 和 gj 为 从 第 i 行 和 第 列 减 去 的 常数 , 费用 元 素 ci 
变 为 

y = cij -pg 


那么 


d TEM 一 户 一 Wi)zg 
人 
px -X»un- Zaw 


-YXYXwn-** 


因为 新 目标 函数 与 原 目标 函数 仅 相差 一 个 常数 , 在 这 两 种 情况 下 , 最 优 解 的 zy 
值 是 一 样 的 . 这 表明 在 匈牙利 法 的 第 1 步 和 第 2 步 中 , 第 i 行 减 去 p; 和 第 j 列 减 
去 qs, 产生 等 价 的 指派 模型 . 在 这 种 情况 下 , 如 果 可 以 在 由 第 1 步 和 第 2 步 产生 的 
费用 矩阵 中 的 n 个 值 为 零 的 单元 中 发 现 一 个 可 行 解 ,那么 ， 它 一 定 是 一 个 最 优 解 ， 
因为 在 修正 矩阵 中 费用 不 能 小 于 零 . 

如 果 生 成 的 n 个 值 为 零 的 单元 不 能 得 到 一 个 可 行 解 (如 例 5.4-2 所 示 ), 则 应 用 
第 2a 步 (处 理 零 单元 的 覆盖 ). 这 个 方法 的 正确 性 由 线性 规划 单纯 形 法 保证 , 可 以 
由 对 偶 理 论 (第 4 章 ) 和 互补 松弛 定理 (第 13 章 , 见 本 书 下 册 ) 来 解释 、 因 为 那些 
章节 已 经 有 一 些 叙述 , 这 里 不 再 给 出 详细 的 证 明 . 

(pi pa E Pa) (m 2-7 qu) 给 出 最 优 目标 值 的 理由 是 , 它 代表 了 
指派 模型 的 对 偶 目标 函数 . 这 个 结果 可 通过 与 在 5.3.3 节 给 出 的 运输 模型 的 对 侦 目 
标 函 数 的 比较 中 看 出 . [ 见 Bazaraa 等 人 (1990, pp. 499—508) 的 内 容 ] 
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5.5 转运 模型 


转运 模型 指 货物 在 达到 最 后 的 终点 之 前 通过 中 间或 过 渡 节 点 来 运输 , 认为 这 样 
比 直接 把 货物 运 到 最 后 终点 或 许 会 节省 费用 ， 这 个 概念 比 通 常 的 运输 模型 的 概念 
更 概括 , 而 通常 的 运输 模型 是 直接 把 货物 从 起 点 运送 到 终点 

本 节 说 明 如 何 使 用 缓冲 点 (buffer) 思想 把 转运 模型 变换 成 常规 的 运输 模型 . 
例 5.5-1 

两 个 汽车 制造 厂 Pl 和 P2, 通过 两 个 转运 中 心 TI 和 T2, 供应 3 个 经 销 商 D1， 
D2, D3, 如 图 5.7 所 示 . 制造 厂 Pl1 P2 的 供应 量 分 别 为 1 000 和 1 200 辆 汽车 ， 
经 销 商 D1, D2, D3 的 需求 量 分 别 为 800, 900, 500 辆 汽车 . 网 络 的 连接 线 ( 弧 ) 上 显 
示 了 每 两 个 节点 之 间 的 单位 运输 费用 (单位 : 100 美元 ). 


图 5.7 工厂 与 销售 商 之 间 的 运输 网 络 


在 图 5.7 所 示 的 网 络 中 , 因为 制造 厂 Pl 和 P2 的 全 部 供应 量 2 200(=1 000+ 
1 200) 辆 汽车 在 最 终 到 达 目标 节点 D1, D2, D3 以 前 , 可 以 通过 任何 节点 进行 转运 . 
这 样 , 网 络 中 同时 带 有 输入 弧 线 和 输出 弧 线 (T1, T2, D1, D2) 的 每 个 节点 既是 起 
点 , 又 是 终点 , 被 称 为 转运 节点 (transshipment node). P1 和 P2 被 称 为 纯 供应 节点 
(pure supply node), D3 被 称 为 纯 需 求 节点 (pure demand node). 

这 个 转运 模型 可 转换 成 一 个 常规 的 运输 模型 ， 模 型 有 6 个 起 点 (Pl, P2, TI, 
T2, D1, D2) 和 5 个 终点 (T1, T2, D1, D2, D3). 不 同 节点 的 供应 量 和 需求 量 可 下 
列 各 式 计算 : 


每 个 纯 供应 节点 的 供应 量 = 初始 供应 量 
每 个 纯 需求 节点 的 需求 量 = 初始 需求 量 
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每 个 转运 节点 的 供应 量 = 初始 供应 量 + 缓冲 量 
每 个 转运 节点 的 需求 量 = 初始 需求 量 + 缓冲 量 


缓冲 量 应 该 充分 大 , 允许 所 有 的 初始 供应 (或 需求 ) 量 能 够 通过 任何 一 个 转运 
节点 . 设 B 为 所 需要 的 缓冲 量 , 则 


B= 全 部 供应 量 (或 需求 量 ) 
=1 000 + 1 200( 或 800 + 900 + 500) 
=2 200 辆 汽车 


运用 缓冲 量 B 以 及 网 络 中 给 定 的 单位 运输 费用 , 就 可 以 构造 出 等 价 的 常规 运 
输 模型 , 如 表 5.44 所 示 . 


B B $00 B 90-B s» 


所 得 到 的 运输 模型 的 解 (用 TORA 计算 ) 如 图 5.8 所 示 . 注意 转运 的 效果 : 经 
销 商 D2 收 到 1 400 辆 汽车 , 留 下 900 辆 汽车 满足 需求 , 把 余下 的 500 辆 汽车 转 给 
经 销 商 D3. 
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图 5.8 运输 模型 的 解 


31H 5.5 
1. 图 5.9 的 网 络 给 出 了 从 节点 1 和 节点 2 经 过 节点 3 和 节点 4 到 节点 5 和 节点 6 的 运输 路 
线 . 单位 运输 费用 表示 在 相应 的 弧 上 . 
(a) 建立 相应 的 转运 模型 
(b) 求解 本 问题 , 并 表明 从 起 点 到 终点 的 运输 路 线 . 


图 5.9 习题 5.5A A 1 题 的 运输 网 络 


2. 在 第 1 Mob, 假设 起 点 1 可 连接 到 起 点 2, 单位 运输 费用 为 $1, 并 假定 从 节点 1 到 节点 3 
的 单位 运输 费用 增加 到 $5. 用 转运 模型 描述 本 问题 并 求 最 优 运输 计划 . 

3. 图 5.10 所 示 的 网 络 表明 , 运输 汽车 的 路 线 从 3 个 工厂 (节点 1、 节点 2 和 节点 3) 出 发, 通 
过 分 销 中 心 (节点 4 和 节点 5) 送 到 3 个 经 销 商 (节点 6 到 节点 8). 弧 上 标明 了 每 辆 汽车 
的 运输 费用 (以 $100 为 单位 )- 
(a) 用 转换 模型 解决 此 问题 . 
(b) 假设 分 销 中 心 4 能 直接 销售 240 辆 汽车 , 找到 问题 的 最 优 解 . 

*4. 考虑 2 个 工厂 为 3 个 商店 供应 某 种 货物 的 运输 问题 . 起 点 1 和 起 点 2 的 可 供应 量 为 200 

件 和 300 fF, 商店 1, 2, 3 的 需求 量 分 别 为 100 件 、200 件 、 50 fF. 货物 在 到 达 最 终 商店 之 
前 可 以 在 工厂 之 间或 商店 之 间 流 动 . 根据 表 5.45 所 示 的 单位 费用 , 找到 最 优 运输 方案 . 


(D 建议 使 用 TORA、Excel 规划 求解 或 AMPL 求解 本 习题- 
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图 5.10 习题 5.5A 第 3 题 的 运输 网 络 


表 5.45 第 4 题 的 数据 


Ir 


商店 


5。 考虑 图 5.11 所 示 的 输油管 线 网 络 . 不 同 的 节点 表示 输送 站 和 接收 站 . 网 络 中 弧 线 上 的 数字 

表示 了 这 些 站 点 之 间 的 距离 , 两 站 之 间 每 加 仑 石油 的 运输 费用 与 管线 长 度 成 正比 . 建立 相 

应 的 转运 模型 , 并 求 最 优 解 . 

最 短路 线 问题 . 通过 构造 一 个 转运 模型 , 找到 图 5.12 所 示 网 络 中 节点 1 和 节点 7 之 间 的 

最 短路 线 . 不 同 节点 之 间 的 距离 标示 在 网 络 上 .( 提 示 : 假定 节点 1 有 1 个 单位 的 净 供应 量 ， 

节点 7 的 净 需 求 也 是 1 个 单位 .) 

- FEP 5.5-1 的 转运 模型 中 , 定义 zu 为 从 节点 i 到 节点 j 的 运输 量 . 此 问题 可 以 构造 成 一 
个 线性 规划 模型 , 其 中 每 个 节点 都 产生 一 个 约束 方程 . 建立 这 个 线性 规划 模型 , 并 证 明 变量 
zug 的 约束 系数 ou 具有 以 下 特征 : 


$ 


x 
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50 000 60 000 ( 加仑 ) 


图 5.11 习题 5.5A 第 5 题 的 运输 网 络 


图 5.12 习题 5.5A 第 6 题 的 运输 网 络 


B. 一 个 职业 代理 机 构 必须 在 以 后 的 5 个 月 里 提供 以 下 人 数 的 劳工 : 


月 份 1 2 3 4 5 
SIR 100 — 120 80 170 50 


因为 雇用 劳工 的 费用 与 雇用 时 间 长 短 有 关 , 在 以 后 5 个 月 的 计划 内 如 果 能 保留 比 需要 
数 更 多 的 劳工 数 可 能 更 加 经 济 . 下 表 估 计 了 作为 雇用 时 间 长 短 函数 的 劳工 费用 (美元 ): 


雇用 月 数 Hars S 
每 位 劳工 的 费用 ”100 130 180 220 — 250 


把 这 个 问题 描述 成 一 个 线性 规划 , 然后 , 对 约束 方程 进行 适当 的 代数 处 理 , 证 明 这 个 模 
型 可 以 转化 为 一 个 转运 模型 , 并 找到 最 优 解 . (提示 : 用 第 7 题 中 的 转运 特点 来 把 这 个 规划 
问题 的 约束 转换 为 转运 模型 的 约束 ) 
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第 6 章 网 络 模型 


本 章 导读 本 章 所 讲述 的 网 络 模型 主要 包括 一 些 传统 的 应 用 , 如 寻找 连接 起 一 
定数 目地 点 的 最 优 途 径 , 寻找 两 个 城市 之 间 最 短 的 路 线 , 确定 一 个 管道 网 络 的 最 大 
流 , 确定 一 个 网 络 中 满足 不 同 地 点 供应 和 和 需求 的 最 小 费用 流 , 以 及 在 一 个 项 目 中 对 
各 项 活动 进行 规划 的 问题 . 

带 有 容量 限制 的 最 小 费用 流 算法 可 以 纳入 到 本 章 将 要 介绍 的 最 短路 径 模型 和 
最 大 流 模型 的 广义 网 络 , 具体 将 在 本 书 下 册 的 20.1 节 中 介绍 . 

在 学 习 本 章 的 时 候 , 尤其 要 注意 这 些 模型 的 非 传统 应 用 . 例如 , 最 短路 径 模型 
可 以 用 于 求解 最 优 的 设备 更 换 策略 , 最 大 流 模型 可 以 用 于 求解 满足 特定 船只 运输 计 
划 的 最 优 船只 数目 问题 , 这 些 情形 在 本 章 中 分 别 作为 例题 、 习 题 或 者 案例 加 以 介绍 . 

本 章 主要 是 利用 线性 规划 建立 网 络 模型 并 求解 , 建议 读者 认真 理解 它们 之 间 的 
关系 , 因为 大 多 数 求 解 网 络 问题 的 商用 软件 都 是 基于 线性 规划 的 . 另外 , 对 于 一 些 
需要 增加 边界 约束 的 模型 , 也 要 求 问题 可 以 用 线性 规划 求解. 

为 了 对 计算 方面 有 进一步 的 了 解 , 可 以 使 用 TORA 交互 式 模块 , 本 书 中 已 介 
绍 了 它 的 求解 过 程 步骤 . 对 于 大 型 问题, 本 章 也 提供 了 不 同 算法 设计 的 Excel 规划 
求解 和 AMPL 模型 . 

本 章 包括 1 个 实际 应 用 的 综述 、17 个 例题 、2 个 Excel 规划 求解 模型 、3 个 
AMPL 模型 、69 个 节 后 习题 和 5 个 案例 . 所 有 的 案例 都 放 在 本 书 下 册 的 附录 E 中 ， 
AMPL/Excel/Solver/TORA 的 程序 放 在 文件 夹 ch6Files H. 


实际 应 用 一 一 节约 联邦 政府 的 旅行 费用 

美国 联邦 政府 的 雇员 需要 到 国内 不 同 的 地 方 参加 发 展会 议和 培训 课程 ， 因 为 联邦 
雇员 办 公 的 地 方 分 散在 美国 各 个 城市 , 所 以 会 议 主办 城市 的 选择 对 于 整个 旅行 预算 
有 很 大 影响 . 目前 , 选择 会 议和 培训 主办 城市 没有 考虑 旅行 的 花费 , 相关 的 问题 就 
是 寻找 确定 主办 城市 的 最 优 位 置 . 对 于 1997 财政 年 , 应 用 建立 的 模型 至 少 节约 了 
40 万 美元 . 第 24 章 中 的 案例 4 对 这 个 问题 有 详细 的 研究 . 


6.1 网络 模型 的 应 用 范围 与 定义 


大 量 的 运筹 学 问题 都 可 以 应 用 网 络 来 建 模 求解 (节点 之 间 通 过 边 相 连 ): 
(1) 在 墨西哥 湾 上 需要 设计 一 个 海面 上 的 天 然 气管 道 网 络 , 将 各 个 井口 连接 到 
岸 边 的 运输 点 . 模型 的 目标 是 最 小 化 建设 管道 的 费用 . 
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(2) 在 已 经 存在 的 道路 网 络 中 , 求 两 个 城市 之 间 的 最 短路 径 . 

(3) 求 从 怀俄明 的 煤矿 到 休斯敦 的 发 电厂 的 煤 浆 管道 网 络 的 最 大 运输 量 ( 吨 /年 ). 
( 煤 桨 管道 是 通过 一 种 特殊 的 管子 将 水 注入 到 管道 中 来 运输 煤 .) 

(4) 给 一 个 工程 项 目 中 的 各 项 活动 确定 时 间 表 (开始 日 期 和 完成 日 期 ). 

(5) 确定 从 油田 到 炼油 厂 的 管道 网 络 的 最 小 费用 流 . 

对 于 上 面 这 些 情形 的 求解 均 可 以 使 用 网 络 上 的 一 些 优化 算法 , 本 章 中 将 介绍 其 
中 的 4 个 算法 . 

(1) 最 小 生成 树 算法 (第 1 种 情形 ); (2) 最 短路 径 算法 (第 2 种 情形 ); 

(3) 最 大 流 算法 (第 3 种 情形 ); (4) 关键 路 径 算法 (第 4 种 情形 ). 
第 5 种 情形 对 应 的 是 网 络 上 带 有 流量 限制 的 最 小 费用 流 算法 , 将 在 本 书 下 册 的 20.1 
节 中 介绍 . 
网 络 模型 的 定义 一 个 网 络 是 由 节点 (node) 集合 以 及 连接 节点 的 弧 [arc, 或 者 边 
(branch)] 集合 组 成 . 用 符号 (N, A) 表示 , 其 中 N 表示 节点 的 集合 , 4 表示 弧 的 集 
合 . 例如 , 图 6.1 中 的 网 络 可 以 描述 为 : 


N= {1,2,3,4,5} 


图 6.1 (N,A) 网 络 的 例子 


一 个 与 网 络 相关 的 概念 就 是 流 (fow)( 比 如 在 管道 中 成 品 油 的 流量 , 一 条 高 速 公 
路 上 车 辆 的 流量 ). 一 般 来 讲 , 网 络 的 流 是 由 网 络 中 颖 上 的 容量 限定 的 , 弧 上 的 最 大 
容量 可 以 是 有 限 的 也 可 以 是 无 限 的 . 

如 果 一 条 弧 上 其 中 一 个 方向 的 流量 允许 是 正 数 , 相反 方向 的 流量 为 零 , 那么 这 
条 弧 称 作 是 有 向 的 (directed 或 oriented). 如果 网 络 中 所 有 的 弧 都 是 有 向 弧 , 那么 
这 个 网 络 称 作 有 向 网 络 (directed network). 

用 一 系列 不 考虑 方向 的 弧 将 两 个 节点 连接 起 来 , 其 中 经 过 其 他 一 些 节点 , 这 一 
系列 的 弧 就 称 作 一 条 路 (path). 如 果 一 条 路 从 某 个 节点 出 发 经 过 其 他 一 些 节点 又 回 
到 自身 , 那么 这 条 路 称 作 图 (cycle) 或 者 环 (loop). 例如 ,图 6.1 中 弧 (2,3), (3,4), (4,2) 
组 成 一 个 圈 . 

如 果 一 个 网 络 中 任意 两 个 不 同 的 节点 都 至 少 有 一 条 路 连接 , 那么 这 个 网 络 称 为 
连通 网 络 (connected network). 图 6.1 给 出 的 网 络 就 是 一 个 连通 网 络 . 网 络 中 部 分 
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节点 组 成 的 一 个 无 图 连通 网 络 称 作 树 (tree), 如 果 一 棵 树 上 包含 了 网 络 中 所 有 的 节 
点 , 那么 这 棵 树 称 作 生成 树 (spanning tree). 图 6.2 给 出 了 图 6.1 网 络 的 一 棵 树 和 
生成 树 的 例子 . 


YY 


图 6.2 树 和 生成 树 的 例子 


例 6.1-1 ( 柯 尼斯 堡 七 桥 问题 ) 

普鲁士 的 柯 尼 斯 堡 (现在 的 俄罗斯 加 里 宁 格 勒 城 ) 始 建 于 1254 年 ， 坐落 在 
Pergel 河 两 岸 ， 整个 城市 通过 7 座 桥 连接 它 的 4 个 区 域 (标号 为 A, B, C, D), 
如 图 6.3. 该 城市 居民 中 一 直流 传 这 样 一 个 问题 ; 是 否 可 以 找到 一 条 到 达 每 个 区 域 
并 且 通 过 每 座 桥 恰好 一 次 的 环 游 (round trip). 每 个 区 域 上 的 到 达 次 数 不 受 限制 . 


mul. T 


在 18 世纪 中 叶 , 著名 的 数学 家 欧 拉 通 过 一 种 特殊 的 “路 构造 ”方法 证 明了 上 
面 这 个 问题 是 不 可 能 的 . 到 了 19 世纪 初 , 通过 将 这 个 问题 转化 为 一 个 网 络 证 明了 
同样 的 结论 , 其 中 每 个 区 域 看 作 一 个 节点 , 每 座 桥 看 作 一 条 弧 , 如 图 6.4. 

用 基于 网 络 的 方法 可 以 证 明 所 设想 的 环 游 (开始 和 结束 于 同一 个 区 域 ) 是 不 存 
在 的 . 图 中 有 4 个 节点 , 每 一 个 节点 都 有 坷 数 条 弧 相 连 . 因为 要 求 每 座 桥 只 能 通过 
一 次 , 也 就 是 图 上 的 每 条 边 只 能 通过 一 次 , 但 对 于 一 个 节点 而 言 , 由 于 弧 的 数目 是 
奇数 , 所 以 不 能 保证 进入 和 出 去 这 个 节点 的 次 数 相等 ?. 通过 这 个 例题 , 可 以 看 出 使 
加 更 一 般 的 结论 是 ， 一 个 网 络 中 只 有 当 每 个 节点 都 有 偶数 条 边 相连 ， 或 者 恰好 只 有 两 个 节点 有 奇数 条 


边 相连 , 才 存在 经 过 每 条 边 恰好 一 次 的 通路 ; 否则 就 不 可 能 存在 . 参看 B. Hopkins 和 R. Wilson, 
"The Truth about Königsberg”, College Math Journal, Vol.35, No. 3, pp. 198—207, 2004. 
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用 网 络 表示 能 够 很 方便 地 求解 问题 . 


图 6.4 柯 尼斯 堡 七 桥 问题 的 网 络 表示 


习题 6.1A 


"L 


*4. 


指出 图 6.5 中 每 个 网 络 中 的 (a) 一 条 路 ; (b) 一 个 圈 ; (c) 一 棵 树 ; (d) 一 棵 生成 树 . 


(i) 


图 6.5 习题 6.1A 第 1 题 中 的 网 络 


指出 图 6.5 中 每 个 网 络 的 节点 集合 N 和 弧 集合 A. 
按 下 面 给 出 的 节点 集合 N MARA A, 画 出 相应 的 网 络 . 
N= (1,2,3,4,5,6) 
A = (0,2), (1,5), (2,3), (2, 4), (3, 4), (3, 5), (4,3), (4, 6), (5,2), (5, 6)} 


将 8 个 相同 的 正方 形 分 别 放 成 3 £7, 第 1 行 2 个 , 第 2 行 4 个 ; 第 3 行 2 个 , 使 得 每 一 行 
的 正方 形 都 是 关于 同一 条 竖 直 轴 对 称 的 ， 需 要 将 1 ~ 8 这 8 个 自然 数 分 别 填 到 上 面 8 个 
正方 形 中 , 使 得 任意 水 平 、 紧 直 、 对 角 相 全 的 2 个 正方 形 中 填 上 的 数 不 相 邻 , 利用 网 络 表 
示 这 个 问题 , 并 用 一 个 有 步骤 的 方法 求解. 

3 个 警察 押送 3 名 犯人 到 一 个 小 岛 的 监狱 去 服刑 , 现在 需要 乘 船 渡 过 一 条 河 , 这 只 船 每 次 
不 能 乘坐 超过 2 人 , 任何 时 候 如 果 犯 人 的 数目 超过 了 警察 的 数目 , 那么 犯人 就 会 造反 . 利用 
网 络 模型 设计 一 个 乘 船 渡河 的 方案 , 保证 可 以 将 犯人 安全 地 押送 到 岛 上 、 
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6.2 最 小 生成 树 算法 


最 小 生成 树 算法 是 用 来 连接 一 个 网 络 的 所 有 节点 , 使 树 上 边 的 总 长 度 达 到 最 
小 , 一 个 典型 的 应 用 实例 就 是 , 需要 在 几 个 城镇 之 间 修 路 , 使 得 任意 两 个 城镇 都 有 
路 相连 , 中 间 可 以 穿 过 一 个 或 者 多 个 其 他 城镇 , 那么 最 经 济 的 道路 设计 方案 就 是 使 
修 路 的 里 程 数 最 小 , 这 个 问题 就 可 以 应 用 最 小 生成 树 算法 求解 . 

下 面 介绍 具体 的 几 个 步骤 . $ N = {1,2,… ,n} 是 网 络 中 节点 的 集合 , 定义 : 


CER k 步 时 已 经 连接 起 来 的 节点 的 集合 
C, — 在 第 上 步 以 后 需要 连接 的 节点 的 集合 


第 0 步 40-200 =N. 

Ri A To 中 的 任意 一 个 节点 i 开始 , 令 C = {i}, 那么 C, = N - {i}. 设 定 
k-2. 

一 般 的 第 步 ”在 还 没有 连接 的 节点 集合 Cos 中 选择 一 个 节点 j*, 使 得 j* 到 
Cy-i 中 某 个 节点 之 的 弧 长 最 小 . 然后 将 j* 放 入 Cua 从 Cus 中 删除 j*, 即 


C - Cai C = Oki - {j°} 


如 果 未 连接 节点 的 集合 C, 是 空 集 , 那么 停止 . 否则 , BE k = 人 + 1, 重复 这 一 
步 . 
例 6.2-1 

中 西部 有 线 电视 公司 正在 计划 为 5 个 新 的 居民 区 提供 有 线 电视 服务 , 图 6.6 给 
出 了 小 区 之 间 可 以 铺设 电缆 的 情况 以 及 相应 的 距离 ， 问题 是 确定 最 经 济 的 电费 铺 
设 方案 , 使 得 5 个 小 区 可 以 连接 起 来 . 


Hoo ”中 西部 有 线 电视 公司 的 电缆 连接 网 络 
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算法 从 节点 1 开始 (也 可 以 选择 其 他 任何 一 个 节点 ), 那么 
G1={1}, T= {2,3,4,5,6} 


图 6.7 给 出 了 算法 的 整个 求解 过 程 . 图 中 的 细 线 表示 所 有 连接 集合 CARA T 
候选 边 , 粗 线 表示 已 经 选择 作为 连接 集合 C 内 节点 的 边 , 虚线 表示 在 当前 一 步 选中 
的 边 . 例如 , 第 1 步 , 边 (1,2) 是 从 节点 1 到 节点 2,3,4,5,6 所 有 候选 边 中 最 短 的 一 
条 C 1 英里 ). 因此 选取 边 (1,2), j* = 2, 那么 ， 


C= {1,2}, Cz = {3,4,5,6} 


选 代 6 
(最 小 生成 树 ) 
图 6.7 中 西部 有 线 电 视 公司 的 最 小 生成 树 算法 


最 小 生成 树 算法 在 第 6 步 就 给 出 了 问题 的 解 , 如 图 6.7. 要 提供 有 线 电视 服务 ， 
最 少 需 要 电缆 的 长 度 是 1+ 3 十 4 十 3 十 5= 16. 
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TORA 程序 


应 用 TORA 可 以 得 到 最 小 生成 树 . 在 OMNE 33) 中 选择 NE 
S a AA, RN 中 , 选择 
Solve problem 一 在 输出 屏幕 中 选择 一 个 再 
使 用 iNextciteralion. 或 者 来 详细 给 出 每 一 次 迁 代 的 情况 ,当然 可 以 
选择 其 他 新 的 [SUUREUNGHE. EFAA. 文件 toraEx6.2.1.txt 中 TORA 使 用 的 是 
例 6.2-1 的 数据 . 


习题 6.2A 


1. 以 节点 5( 代 替 节 点 1) 作为 初始 节点 求解 例 6.2-1, 并 说 明 算 法 得 到 的 解 是 相同 的 . 
2. 在 下 面 的 每 个 附加 条 件 下 求解 例 6.2-1 的 最 小 生成 树 ， 
*(a) 节点 5 与 节点 6 之 间 可 以 通过 长 度 为 2 英里 的 电缆 连接 - 
(b) 节点 2 与 节点 5 不 能 相连 
(c) 节点 2 与 节点 6 之 间 可 以 通过 长 度 为 4 英里 的 电费 连接 . 
(A) 节点 1 与 节点 2 之 间 的 需要 的 电缆 长 度 变 为 8 英里 . 
(e) 节点 3 与 节点 5 之 间 可 以 通过 长 度 为 2 英里 的 电 编 连接. 
(£) 节点 2 不 能 够 与 节点 3 和 节点 5 直接 相连 . 
3， 在 美国 的 联合 运输 中 , 装载 货物 的 拖车 需要 使 用 一 种 特殊 的 火车 在 几 个 主要 的 城市 之 间 的 
铁路 上 运送 , 图 6.8 给 出 了 美国 几 个 主要 的 铁路 枢纽 , 以 及 现存 的 铁路 路 线 . 现在 要 确定 哪 
几 条 线路 需要 整修 来 满足 枢纽 之 间 的 运送 . 特别 地 , 洛杉矶 (LA) 需要 直接 与 芝加哥 (CH) 
相连 , 来 满足 它们 之 间 更 繁重 的 运送 需求 . 其 他 的 枢纽 可 以 直接 相连 , 也 可 以 间接 相连 , E 
的 是 使 得 所 选择 的 线路 总 长 度 最 小 (单位 : 英里 ) 然后 指出 在 整修 方案 中 包含 哪儿 条 线路 . 


图 6.8 习题 6.2A 第 3 题 对 应 的 网 络 


4. 图 6.9 给 出 了 9 个 海上 天 然 气井 口 以 及 一 个 岸 边 运输 点 之 间 可 以 连接 管道 的 情况 . 由 于 并 
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D 1 距离 岸 边 较 近 , 所 以 安装 了 一 个 容量 足够 大 的 泵 来 转 输 其 他 8 个 井口 的 天 然 气 给 运输 
点 . 求 连 接 9 个 井口 到 运输 点 的 最 小 管道 网 络 . 


图 6.9 习题 6.2A 第 4 题 对 应 的 网 络 


在 第 4 题 的 图 6.9 中 , 假定 所 有 的 井口 根据 天 然 气 的 压力 可 以 分 为 两 组 : 高 压 组 包括 井口 
2, 3, 4, 6, 低压 组 包括 井口 5, 7, 8, 9. 由 于 压力 不 同 , 不 能 将 不 同 组 的 井口 连接 在 一 起 . 同 
时 , 两 个 组 都 需要 通过 井口 1 连接 到 运输 点 . 求 在 这 种 情形 下 的 最 小 管道 网 络 . 
某 电子 厂 需要 在 10 台 机 器 上 生产 15 种 电子 零件 . 公司 准备 将 机 器 分 成 若干 个 组 , 使 得 零 
件 在 不 同 组 上 生产 的 “差异 ”最 小 , 零件 在 机 器 i 和 机 器 j 上 生产 的 “差异 ”dii 定义 为 

dg-1- —4 一 

ng mg 

其 中 mj 表示 机 器 i 和 机 器 j 上 都 可 以 生产 的 零件 数量 , my 表示 只 能 在 机 器 i 和 机 器 j 
其 中 之 一 上 生产 的 零件 数量 . 
(a) 将 这 个 问题 描述 成 一 个 网 络 模型 . 
(b) 说 明 可 以 根据 最 小 生成 树 来 确定 如 何 分 组 . 
(c) 根据 下 表 中 给 出 的 数据 , 求 将 机 器 分 成 2 组 和 分 成 3 组 的 解 . 


机 器 可 以 生产 的 零件 


2, 3, 7, 8, 9, 12, 13, 15 
3, 5, 10, 14 
2,7, 8, 11, 12, 13 
3, 5, 10, 11, 14 
1,4,5, 
2,5, 7, 8, 9,10 
3,4,15 
4,10 
10 3,8, 10, 14, 15 


em--uoca cuc 
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6.3 最短 路径 问题 


最 短路 径 问题 是 在 一 个 运输 网 络 中 求 一 条 从 源 点 到 目的 点 的 最 短路 径 , 通过 下 
面 的 例题 , 可 以 看 出 许多 其 他 的 问题 也 可 以 转化 成 这 个 模型 . 


6.3.1 ”最 短路 径 应 用 的 实例 


例 6.3-1 (设备 更 换 问 题 ) 

RentCar 公司 开展 了 一 项 4 年 一 周期 的 汽车 更 换 政策 . 在 每 一 年 的 开始 , 消费 
者 都 可 以 选择 继续 使 用 购买 的 汽车 , 也 可 以 选择 更 换 汽车 . 一 辆 汽车 使 用 最 少 1 年 ， 
最 多 3 年 , 下 表 给 出 了 汽车 更 换 的 费用 , 它 取决 于 这 辆 车 购买 时 的 年 数 以 及 使 用 的 
年 限 . 


J I BRRNEREERRN Ux) — 
T 3000 540 9800 
2 4 300 $200 870 
3 4 800 7 100 二 
4 


这 个 问题 可 以 描述 成 一 个 网 络 模型 , 节点 1 到 节点 5 表示 第 1 年 到 第 5 年 每 
年 的 开始 . 与 节点 1 (第 1 年 ) 有 弧 相连 的 节点 只 有 2,3,4, 因为 按 规定 汽车 的 使 用 
年 限 为 1 到 3 年 , 同 理 , 可 以 推断 出 从 其 他 节点 出 发 的 弧 . 每 条 弧 的 长 度 等 于 更 换 
费用 . 那么 这 个 问题 的 解 就 等 价 于 求 一 条 从 节点 1 到 节点 5 的 最 短路 径 . 

如 图 6.10 给 出 了 相应 的 网 络 . 利用 TORA? , 可 以 得 到 最 短路 径 (途中 用 粗 线 
表示 ) 是 1 一 3 一 5. 这 个 解说 明了 汽车 需要 在 第 1 年 (节点 1) 购买 , 然后 使 用 2 
年 , 在 第 3 年 (节点 3) 开始 的 时 候 更 换 新 的 汽车 , 更 换 得 到 的 汽车 一 直 使 用 到 第 4 
年 底 . 那么 这 个 更 换 策略 总 的 花费 是 12 500 美元 (= $5 400 + $7 100). 
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例 6.3-2 (最 可 靠 路 径 ) 

L Q. Smart 每 天 开车 去 工作 时 , 他 能 够 通过 网 络 分 析 找 到 最 短 的 行程 . 但 是 ， 
在 这 样 的 路 上 行驶 往往 会 被 限 速 , 如 果 超 速 的 话 , 就 会 被 巡逻 的 警察 罚款 , 所 以 最 
短 的 路 径 不 一 定 是 最 好 的 选择 . Smart 因此 会 选择 走 一 条 路 径 , 它 不 被 警察 扣 罚 的 
概率 为 最 大 . 

图 6.11 中 的 网 络 给 出 了 住址 和 工作 地 点 之 间 的 可 能 路 线 , 并 给 出 与 各 路 段 相 
应 的 不 被 扣 罚 的 概率 . 一 条 路 径 不 被 扣 罚 的 概率 是 这 条 路 径 上 每 一 段 上 不 被 扣 罚 的 
概率 的 乘积 . 例如 , 对 于 路 径 1 一 3 一 5 — 7 不 会 被 扣 罚 的 概率 是 0.9 x 0.3 x 0.25 = 
0.067 5. Smart 的 目标 是 选择 一 条 不 会 被 扣 罚 的 概率 最 大 的 路 径 . 


图 6.11 最 可 奖 路 径 的 网 络 模型 


通过 对 数 变换 , 这 个 问题 可 以 转化 为 最 短路 径 问题 , 也 就 是 将 概率 乘积 转化 成 
概率 对 数 的 和 , 例如 不 被 扣 罚 的 概率 为 Puk = pi x pa x … x pis 那么 取 对 数 之 后 是 
lgpir = lgp1  lgpa +-+- + lg pr- 

从 数学 的 角度 来 看 , Pik 的 最 大 化 等 价 于 lg pu 的 最 大 化 . 因为 lgpu < 0, 所 
以 Ve pis 的 最 大 化 又 等 价 于 — lg pus 的 最 小 化 . 根据 这 个 变换 , 对 所 有 的 j, 图 6.11 
中 的 每 条 边 上 的 概率 p; 可 以 用 — ig p, 来 代替 , 这 就 产生 了 图 6.12 的 最 短路 径 网 
络 问题 . 


图 6.12 ”用 最 短路 径 模型 表示 最 可 靠 路 径 


应 用 TORA 求解 得 到 图 6.12 中 的 最 短路 径 是 节点 1,3,5,7，“ 长 度 ” 为 
1170 7(= —lgpu). 那么 对 应 这 条 路 径 的 不 被 扣 罚 的 概率 只 有 pir=0.067 5, 或 
许 对 于 Smart 来 说 这 也 还 不 是 一 条 理想 的 路 径 . 

i 6.3-3 (3 把 水 壶 问题 ) 
现在 有 一 把 容量 为 8 加 仑 的 水 谈 装 满 了 水 , 借助 于 一 把 容量 为 5 加 仑 和 一 把 


6.3 好 短路 径 问题 223 


容量 为 3 加 仑 的 空 水 壶 将 这 8 加 仑 的 水 平均 分 成 两 份 . 不 允许 借助 其 他 的 工具 , 如 
何 能 用 最 少 次 数 的 转移 达到 这 个 目的 ? 

当然 可 以 通过 直观 的 方法 猜测 这 个 问题 的 解 ， 实际 上 , 这 个 问题 可 以 使 用 最 短 
路 径 模型 有 步骤 地 表示 出 来 . 

用 一 个 节点 表示 8 Ine. 5 加 仑 和 3 加 仓 容量 水 壶 中 的 水 , 这 意味 着 网 络 开始 
于 节点 (8, 0, 0), 结束 于 我 们 想得到 的 节点 (4, 4, 0). 通过 从 某 个 水 谈 向 另外 一 个 
水 查 倒 水 , 我 们 可 以 从 当前 的 节点 移动 到 新 的 节点 . 

图 6.13 展示 了 从 起 点 (8,0,0) 到 终点 (4,4,0) 的 不 同 路 径 ， 两 相 邻 节点 之 间 
的 弧 代表 一 次 转移 , 因此 可 假设 每 条 弧 长 为 1 问题 就 化 成 了 节点 (8,0,0) 与 节点 
(4,4,0) 之 间 的 最 短路 径 问题 . 


图 6.13 用 最 短路 径 模型 表示 3 把 水 谈 问 题 


问题 的 最 优 解 就 是 图 6.13 给 出 的 最 下 面 的 一 条 路 径 , 需要 7 次 转移 . 
习题 6.3A 


1。 按照 下 面 的 假设 重新 构造 例 6.3-1 中 的 设备 更 换 模型 . 假定 一 辆 汽车 使 用 至 少 2 F, 最 多 
4 年 . 一 个 规划 周期 从 第 1 年 年 初 开 始 , 到 第 5 年 年 底 为 止 . 下 表 给 出 了 必要 的 数据 信息 . 


开始 购买 汽车 的 年 数 本 


1 380 410 6 800 
2 400 480 7000 
3 490 — 5300 7200 
a 480 5700 一 
5 


5390  — 一 


2. 图 6.14 是 两 个 站 点 1 和 7 之 间 的 通信 网 络 .每 条 边 上 的 数 表 示 消 息 成 功 发 送 的 概率 . 我 
们 从 站 点 1 向 站 点 7 发 消息 , 希望 找到 一 条 路 径 , 使 得 站 点 7 成 功 接收 到 消息 的 概率 最 大 . 
请 用 最 短路 径 模型 描述 , 并 给 出 最 优 解 . 
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图 6.14 习题 6.3A 第 2 题 对 应 的 网 络 


3. 产品 进货 计划 ，DirectCo 公司 要 销售 一 种 产品 , 该 产品 在 未 来 4 个 月 中 的 销售 量 依次 为 
100, 140, 210 和 180 个 单位 . 每 个 月 份 公司 可 以 储备 刚好 满足 当月 需求 的 产品 , 也 可 以 储 
备 额外 数量 的 产品 用 以 满足 后 面 月 份 的 需求 . 在 后 一 种 情况 下 , 额外 储备 一 单位 产品 的 储 
备 费用 为 每 月 1.20 美元 . DirectCo 公司 估计 在 未 来 的 4 个 月 份 中 , 该 产品 的 单位 进货 费 
用 分 别 为 15 美元 、12 美元 、10 美元 和 14 美元 .每 次 的 订货 成 本 为 200 美元 , 公司 如 何 
制定 一 个 进货 计划 , 使 得 订货 成 本 、 进 货 成 本 和 储备 成 本 总 费用 最 小 . 请 用 最 短路 径 模型 
表示 , 并 利用 TORA 求 最 优 解 . 

4. dp FIM. 一 位 徒步 旅行 爱好 者 有 一 个 容量 为 5 fs 的 背包 , 在 旅行 之 前 他 需要 决定 在 背 

包 中 装 入 的 物品 价值 最 大 , 有 3 件 物品 需要 选择 , 它们 的 体积 分 别 是 2, 3, 4 R°. 然后, 用 
O ~ 100 的 数 估计 这 3 件 物品 的 价值 分 别 是 30, 50, 70. 将 这 个 问题 描述 成 一 个 最 长 路 径 
UM, 并且 求 出 最 优 解 (提示: 网 络 中 的 节点 可 以 定义 为 i, v], i 表示 装 入 物品 的 序号 , v 
表示 准备 装 入 i 之 前 背包 剩余 的 容量 .) 

5。 一 种 老式 的 电子 烤箱 , 有 底部 相连 的 装 有 弹簧 的 门 , 两 房 门 是 方向 相反 向 外 开 , 烤箱 中 间 是 
加 热 元 件 . 通过 用 一 只 手打 开 烤 箱 门 其 中 的 一 扇 , 另 一 只 手 将 面包 片 放 入 烤箱 , 每 次 只 能 烘 
烤 面 包 的 一 侧 . 当面 包 片 的 一 侧 烘 烤 完 毕 后 , 再 将 它 翻转 , 烘 烤 另外 一 边 . DERE 3 
片面 包 , 目标 是 确定 这 些 操作 (CIE. MOSS. BERE. Ru) 的 顺序 使 得 烘 烤 这 3 片面 包 用 的 
时 间 最 少 . 将 这 个 问题 转化 成 一 个 最 短路 径 模型 ,并 利用 下 表 中 给 出 的 各 个 操作 时 间 的 数 
据 求解 . 


^ 作 所 需 时 间 ( 秒 ) 
将 一 片面 包 从 任意 一 个 门 放 入 米 箱 3 
烘 烤 面 包 的 一 侧 30 
翻转 烤箱 中 的 面包 1 
3€ Hii 6 JAEN ER ARU 3 


6.3.2 ”最 短路 径 算法 


本 节 介绍 求解 有 图 (包含 环 ) 网 络 和 无 圈 网 络 的 2 个 算法 : 
(1) Dijkstra 算法 ; — (2) Floyd 算法 . 
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Dijkstra 算法 可 以 求 网 络 中 从 源 点 到 其 他 任何 一 个 节点 的 最 短路 径 . Floyd 算 
法 的 应 用 更 加 广泛 一 些 , 它 可 以 求 网 络 中 任意 两 个 节点 之 间 的 最 短路 径 . 
Dijkstra 算法 ”用 u 表示 从 源 点 1 到 节点 i 的 最 短 距离 , 定义 dij(> 0) 为 弧 (i, j) 
的 长 度 , 那么 算法 根据 这 两 个 量 立即 可 以 给 出 节点 j 的 标号 为 


[uj i] = [w + dii, dy>0 


开始 的 节点 标号 为 [0, —], 表示 节点 还 没有 父亲 . 

在 Dijkstra 算法 中 有 两 种 类 型 的 标号 : 暂时 的 和 永久 的 .对 于 暂时 的 标号 而 
言 , 如 果 这 个 节点 找到 了 更 短 的 路 径 , 那么 标号 就 会 改变 . 如 果 找 不 到 更 短 的 路 径 ， 
那么 这 个 标号 就 变 成 永久 的 . 

第 0 步 ” 对 源 点 (节点 1) 进行 永久 的 标号 [0, 一 ]. i1 

第 1 步 。 (a) 计算 节点 i 有 边 相连 的 每 一 个 节点 j( 并 且 j 没有 被 永久 标号 ) UAE 
时 标号 [us + du i]. 如果 节点 已 经 通常 另外 一 个 节点 上 而 被 标号 为 luj, k), 并且 
ui + dij < uj, 那么 就 用 标号 [us + dij, i) FE [uj k). 

(b) 如 果 所 有 的 节点 都 得 到 了 永久 的 标号 , 那么 停止 . 否则 , 从 所 有 暂时 标号 的 
节点 中 选择 具有 最 短 距离 (= us) 的 标号 [usus]. 令 i= r, 然后 重复 执行 第 i 步 . 
例 6.3-4 

图 6.15 中 网 络 给 出 了 从 城市 1( 节 点 1) 和 其 他 4 个 城市 (从 节点 2 到 节点 5) 
之 间 可 能 的 路 线 以 及 每 条 边 的 长 度 . 求 城市 1 到 其 他 4 个 城市 的 最 短路 径 . 


图 6.15 “应 用 Dijkstra 算法 求解 最 短路 径 的 网 络 例题 

Xo 给 节点 1 分 配 永久 标号 [0, 一 ]. 

BRI 节点 1( 永 入 标号 的 节点 ) 可 以 直接 到 达 节点 2 和 节点 3, 那么 下 表 给 出 
了 节点 新 的 标号 (暂时 的 和 永久 的 ): 


节点 标号 标号 的 状态 
1 [90,—] 永久 的 
2 {0+ 100, 1] = (100, 1] 暂时 的 


表 中 有 两 个 暂时 的 标号 [100,1] 和 (30, 1], 节点 3 的 距离 较 小 (us = 30). 因此 
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把 节点 3 的 标号 状态 转变 为 永久 的 
选 代 2 ”节点 3 可 以 直接 到 达 节点 4 和 节点 5, 因此 各 个 节点 的 标号 变 为 : 
FA Lj 标号 的 状态 
1 1o 永久 的 
2 100, 1] 暂时 的 
3 [30,1] 永久 的 
5 [30 + 60, 3) = [90,3] 暂时 的 


将 暂时 标号 为 [40,3] 的 节点 4 的 标号 状态 转变 为 永久 的 (ws = 40). 
迭代 3 ”节点 4 可 以 直接 到 达 节点 2 和 节点 5, 那么 各 个 节点 的 标号 变 为 ; 


节点 标号 标号 的 状态 
1 DE] 水 久 的 
3 190,1] 水 久 的 
4 [ao, 引 永久 的 
5 [90,3] 或 者 |40++ 50,4] = [oo 证 暂时 的 


对 于 节点 2, 在 迭代 1 得 到 的 暂时 标号 为 [100, 1], 而 此 时 通过 节点 4 找到 了 一 
条 更 短 的 路 径 , 所 以 将 节点 2 的 标号 更 改 为 [55,4]. 同样 在 这 次 迁 代 后 , 节点 5 有 
两 个 可 以 选择 的 标号 , 并 且 标号 对 应 的 距离 相等 (us = 90). 通过 比较 , 这 一 次 迭代 
选择 节点 2, 并 将 节点 2 的 标号 状态 变 为 永久 的 . 
BRA 此 时 节点 2 只 可 以 到 达 节 点 3, 然而 节点 3 已 经 是 永久 标号 了 , 不 能 给 予 
重新 标号 . 所 以 这 一 次 迭代 的 标号 表 除 了 将 节点 2 的 标号 变 为 永久 的 以 外 , 其 他 的 
与 迭代 3 的 标号 都 相同 . 这样 节 点 5 是 仅 有 的 暂时 标号 , 又 因为 节点 5 没有 子 节 
点 , 所 以 节点 5 的 标号 自动 变 成 永久 的 . 整个 过 程 结束 . 

这 个 算法 的 计算 过 程 可 以 很 容易 地 在 网 络 上 得 到 实现 , 如 图 6.16 所 示 . 


A 


103i 
图 6.16 Dijkstra 算法 的 标号 过 程 
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从 节点 1 到 其 他 任何 一 个 节点 的 最 短路 径 可 以 通过 这 个 节点 的 永久 标号 中 的 
信息 采用 一 步 步 回 溯 的 方法 得 到 . 例如 , 节点 1 到 节点 2 的 最 短路 径 可 以 通过 下 面 
的 回溯 方法 找到 : 

(2) — [55,4] — (4) — [40,3] — (3) — [30,1] ^ (1) 


那么 所 求 的 最 短路 径 是 1 一 3 一 4 一 2 总 长 度 为 55 英里 . 


TORA 程序 


TORA 可 以 用 于 生成 Dijkstra 算法 的 选 代 . 从 菜单 中 ， 
选择 Solve problem 一 | 文件 toraEx6.3-4. txt. 


中 TORA 使 用 的 是 例 6.3-4 的 数据 . 


习题 6.3B 
1. 图 6.17 中 的 网 络 给 出 了 城市 1,2,… ,8 之 间 的 距离 , 单位 是 英里 . 应 用 Dijkstra 算法 , R 
出 下 面 指定 的 城市 之 间 的 最 短路 径 . 
(a) 城市 1 和 城市 8，。 (b) 城市 1 和 城市 6; 
“(ce) 城市 a 和 城市 8， — (d) 城市 2 和 城市 6 


图 6.17 习题 6.3B 第 1 题 中 的 网 络 
2. 应 用 Dijkstra 算法 , 求解 图 6.18 网 络 中 节点 1 到 其 他 所 有 节点 的 最 短路 径 . 


图 6.18 习题 6.3B 第 2 题 中 的 网 络 


3. 应 用 Dijkstra 算法 求 出 下 列 问题 的 最 优 解 : 
(a) 习题 6.3A 中 的 第 1.8 (b) 习题 6.3A 中 的 第 2 题 ; 
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(c) 习题 6.3A 中 的 第 4 题 . 
Floyd 算法 Floyd 算法 是 比 Dijkstra 算法 更 一 般 的 算法 , 因为 它 可 以 给 出 网 络 中 
任意 两 个 节点 之 间 的 最 短路 径 . 算法 首先 将 n 个 节点 的 网 络 表示 成 一 个 n 行 n 列 
的 矩阵 , 矩阵 中 的 元 素 (i,j) 表示 从 节点 i 到 节点 j 的 距离 dij, 如 果 ij 之 间 没有 
边 相连 , 那么 相应 的 元 素 就 是 无 穷 

Floyd 算法 的 思想 很 直观 . 如 图 6.19 所 示 , 给 定 3 个 节点 i, j, k, 以 及 它们 之 
间 的 距离 , 如 果 满足 

di + drj < dij 

那么 从 i 经 过 k 到 j 更 短 . 在 这 种 情况 下 , 用 间接 的 路 径 i 一 一 j 代替 路 径 
ij. 下 面 的 步骤 给 出 了 这 种 三 重 操作 蔡 换 应 用 在 网 络 上 的 具体 算法 . 


图 6.19 Floyd 三 重 操作 


第 0 步 ”定义 初始 的 距离 矩阵 Do 和 节点 序列 矩阵 So, 如 下 表 , 对 角 线 上 用 (一 ) 
表示 不 必要 从 自身 到 自身 . $ k=1. 
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一 般 的 第 大 步 令 第 上 行 和 第 大 列 为 杠 轴 行 和 枢 轴 列 . 对 于 矩阵 Dai 中 的 每 一 
个 元 素 d 做 三 重 操作 . 如 果 满 足 条 件 : 


有 十 中 大 同人 天 村 了 天 用 让 天 有 


那么 进行 下 面 的 转化 : 

(a) 用 di + di 代替 矩阵 D, 中 的 元 素 di, 从 而 得 到 矩 阵 Dr- 

(b) 用 大 代替 矩阵 Sri 中 的 元 素 sy, 从 而 得 到 矩阵 S. $ k— kl 如 果 
konc1 停止 ; 否则, 重复 第 大 步 . 

图 6.20 形象 地 给 出 了 算法 第 k 步 对 矩阵 Dri 的 转化 过 程 , 其 中 第 k 行 和 第 
k 列 是 当前 的 枢 轴 行 和 枢 轴 列 . 第 i 行 表示 第 1,2,… k 一 1 行 中 的 任何 一 个 , 第 p 
行 表 示 第 上 十 1,k 十 2,… ,n 行 中 的 任何 一 个 , 第 j 列表 示 第 1,2,… k - 1 行 中 的 
任何 一 个 , 第 q 列表 示 第 上 二 1, 二 2,… ,n 行 中 的 任何 一 个 . 操作 可 以 按照 下 
面 的 方法 执行 : 如 昌 枢 轴 行 和 枢 轴 列 上 的 元 素 (图 中 正方 形 中 的 元 素 ) 之 和 小 于 相 
应 交叉 元 素 (图 中 圆 形 中 的 元 素 ) 的 值 , 那么 用 这 个 和 代替 交叉 元 素 的 值 就 可 以 使 
最 短 距离 得 到 优化 


mw 


fir 


图 6.20 在 矩阵 中 实现 三 重 操作 


经 过 n 步 之 后 , 我 们 可 以 从 矩阵 Dn 和 Sn 中 按照 下 面 的 规则 得 到 节点 i 和 j 
之 间 的 最 短路 径 : 

(1) 在 矩阵 Dn 中 , di 表示 节点 i 与 节点 7 之 间 的 最 短路 径 长 度 . 

(2) 在 矩阵 Sn 中 , 可 以 确定 中 间 节点 — sij( 根 据 得 到 的 路 径 i 一 上 一 j). 如 
JR si = k FE su = j, 停止, 因为 路 径 中 所 有 的 中 间 节 点 都 找到 了 . 否则 , 在 节点 
i Ak Zo ISI, 节点 k 与 节点 j 之 间 重 复 上 面 的 程序 . 
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例 6.3-5 

对 于 图 6.21 中 给 出 的 网 络 , 求 任意 两 个 节点 之 间 的 最 短路 径 ， 图 中 弧 上 给 出 
了 相应 节点 间 的 距离 (单位 : 英里 ). M (3,5) 是 有 向 的 , 因此 不 允许 从 节点 5 到 节 
点 3. 其 他 边 都 是 双向 的 . 


图 6.21 例 6.3-5 中 的 网 络 


BRO ”矩阵 Do 和 So 代表 初始 的 网 络 . 除了 dss = oo 外 (因为 不 允许 从 节点 5 
到 节点 3), Do 是 对 称 的 . 


BRI 4 k-1. Do 矩阵 中 的 浅 色 阴影 表示 的 第 1 行 和 第 1 列 为 枢 轴 行 和 枢 轴 
列 , 其 中 应 用 三 重 操作 可 以 改进 的 元 素 是 dos 和 dsz( 图 中 用 深 色 阴影 表示 ). 然后 根 
据 下 面 的 方法 , 从 Do 和 So 得 到 D, 和 Si: 

(1) 用 do + dis =3 + 10 = 13 代替 dos, 并 令 s23 = 1. 

(2) 用 dl + di2 = 10-3 = 13 代替 doo, 并 令 s32 = 1. 


asun 


BR2 $k=2 Di 矩阵 中 的 浅 色 阴影 表示 的 第 2 行 和 第 2 列 为 枢 轴 行 和 枢 轴 
列 , 其 中 应 用 三 重 操作 可 以 改进 的 元 素 是 dia 和 da( 图 中 用 深 色 阴影 表示 ). 结果 变 


化 为 Da 和 S; 中 的 粗 体 元 素 : 


D, 
1,2 $ CE 
3 


BRI 4 k=, Da 甜 阵 中 的 浅 色 阴影 表示 的 第 3 行 和 第 3 列 为 枢 轴 行 和 枢 轴 
列 . 应 用 三 重 操作 可 以 得 到 矩阵 ,.Ds 和 Ss: 


BRA $ k=, Ds 和 矩阵 中 的 浅 色 阴 影 表 示 的 第 4 行 和 第 4 列 为 枢 轴 行 和 枢 轴 
列 . 应 用 三 重 操作 可 以 得 到 和 矩阵 D, 和 Sa: 


D, 


和 迭代 5 9 k-5, D, 矩阵 中 的 浅 色 阴影 表示 的 第 5 行 和 第 5 列 为 枢 轴 行 和 枢 轴 
列 . 应 用 三 重 操作 发 现 没有 可 以 改进 的 元 素 了 . 

最 后 得 到 的 矩阵 D, 和 S, 包含 了 网 络 中 任意 两 个 节点 最 短路 径 的 所 有 信息 . 
例如 , 从 矩阵 D, 中 可 以 得 到 节点 1 与 节点 5 之 间 的 最 短路 径 长 度 是 ds = 12 英 
里 . 下 面 通过 S. 确定 这 条 最 短路 径 , 注意 到 对 于 一 个 路 段 (i,j), 如 果 sy = j, 那 
么 从 有 弧 直接 连接 到 j; 否则 , i 和 j 之 间 经 过 至 少 一 个 中 间 节 点 . 在 54 中 , 因 
为 as = A v5, 可 以 知道 路 径 应 该 经 过 节点 4 到 达 节 点 5, 即 1 一 4 一 5; 又 因为 
du =2 关 4 所 以 (1,4) 也 不 是 直接 相连 , 应 该 用 路 径 1 一 2 一 4 代替 , 因此 路 径 
1 一 4 一 5 变 为 1 一 2 一 4 一 5. 此 时 512 = 2,s24 = 4, sas = 5, 所 以 这 条 最 短路 径 
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就 是 1 一 2 一 4 一 5. 


TORA 程序 
与 应 用 在 Dijkstra 算法 中 类 似 , TORA 也 可 以 用 来 执行 Floyd 算法 的 迭代 . 从 
菜单 , 选择 Solve problem. — Iterations = 
文件 toraEx6.3-5. txt 中 TORA 使 用 的 是 例 6.3-5 的 数据 . 


习题 6.3C 


1. 在 例 6.3-5 中 , 应 用 Floyd 算法 确定 下 面 每 一 对 节点 之 间 的 最 短路 径 ; 
*(a) 从 节点 5 到 节点 (b) 从 节点 3 到 节点 5; 
(c) 从 节点 5 到 节点 3 (d) 从 节点 5 到 节点 2. 
2. 对 于 图 6.22 给 定 的 网 络 , 应 用 Floyd 算法 确定 下 面 每 一 对 节点 之 间 的 最 短路 径 . 其 中 弧 
(7,6) 和 (6,4) 是 单 向 的 , 图 中 表示 的 距离 单位 是 英里 . 
(a) 从 节点 1 到 节点 7 (b) 从 节点 7 到 节点 1; 
(e) 从 节点 6 到 节点 T. 


图 6.22 习题 6.3C 第 2 题 对 应 的 网 络 


3. Tel-AI 移动 电话 公司 需要 为 6 个 地 理 区 域 提供 服务 , 图 6.23 给 出 了 6 个 区 域 之 间 的 卫 


星 距 离 (英里 )，Tell-All 公司 希望 确定 任意 西 个 区 域 之 间 的 最 短路 径 , 使 得 信息 传输 更 加 
快速 有 效 . 


图 6.23 习题 6.3C 第 3 题 对 应 的 网 络 
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*4. 


6 个 小 朋友 Joe, Kay, Jim, Bob, Rae 和 Kim 一 起 玩 一 个 新 的 捉迷藏 游戏 , 一 个 小 朋友 的 
藏身 之 处 只 有 其 他 一 部 分 小 朋友 知道 。 当 一 个 小 朋友 需要 找到 另 一 个 小 孩 的 藏身 之 处 时 ， 
如 果 他 不 知道 藏 在 哪儿 , 那么 需要 先 找到 另外 的 小 朋友 , 然后 得 到 相关 的 信息 , 因此 , ER 
到 这 个 小 朋友 时 , 他 或 许 需 要 经 过 多 个 其 他 的 小 朋友 . 例如 , 假定 Joe 需要 找到 Kim, Joe 
知道 Jim 藏 在 哪儿 , 而 Jim 知道 Kim 藏 在 哪儿 , 那么 , Joe 需要 先 找到 Jim, 然后 Jim 告 
诉 他 Kim 的 藏身 之 处 . 下 面 给 出 了 相关 的 信息 : 

Joe 知道 Bob 和 Kim 的 藏身 之 处 ; 

Kay 知道 Bob, Jim 和 Rae 的 藏身 之 处 ; 

Jim 和 Bob 都 只 知道 Kay 藏身 之 处 ; 

Rae 知道 Kim 的 藏身 之 处 ; 

Kim 知道 Joe 和 Bob 的 藏身 之 处 
给 每 一 个 小 朋友 设计 一 个 寻找 其 他 任意 一 个 小 朋友 最 快 的 方案 , 即 经 过 最 少 的 接触 就 可 以 
找到 所 有 其 他 的 小 朋友 . 对 于 接触 次 数 最 多 的 方案 又 是 怎样 ? 


6.3.3 ”最 短路 径 问题 的 线性 规划 模型 


本 节 介绍 最 短路 径 问题 的 线性 规划 模型 , 应 用 这 个 模型 可 以 求 出 网 络 中 任意 两 


个 节点 之 间 的 最 短路 径 , 从 这 点 看 , 它 与 Floyd 算法 一 致 . 


假定 求 最 短路 径 的 网 络 包含 n 个 节点 , 需要 求 出 网 络 中 任意 两 个 节点 8 和 


之 间 的 最 短路 径 . 线性 规划 模型 假定 有 一 个 单位 的 流 从 节点 s 流入 网 络 , 从 节点 t 
流出 . 


定义 
zy = 39K, j) Eh 


_ 人 1， 如果 弧 他 习 在 最 短路 径 上 
“ 飞 9%， 如 果 弧 (不 在 最 短路 径 上 


ci; = H(i, j) f ERE 


那么 , 线性 规划 的 目标 函数 是 


minz- > cz 
Aiii) 


每 一 个 节点 上 的 约束 表示 为 流 守恒 方程 : 


总 的 流入 量 = 总 的 流出 量 


对 于 节点 j, 用 数学 的 语言 表示 上 面 的 等 式 就 是 


节点 7 的 流量 输出 的 流量 


(Da Da- Uode fn... 
a(i) agw 
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例 6.3-6 

考虑 例 6.3-4 中 求 最 短路 径 的 网 络 . 现在 我 们 需要 确定 节点 1 到 节点 2 的 最 短 
路 径 , 也 就 是 s = 1,t = 2. 图 6.24 表示 出 一 个 单位 的 流 是 如 何 从 节点 1 流入 , 以 及 
从 节点 2 流出 . 


图 6.24 通过 输入 一 个 单位 的 流 来 确定 节点 s = 1 与 节点 上 = 2 之 间 的 最 短路 径 
从 网 络 中 可 以 得 出 每 个 节点 的 流 守恒 方程 : 
节点 1: 1= zla 十 zl3 
节点 2: zia + z4z 一 Z23 十 1 
节点 3: zls +223 = Ta 十 735 


节点 4: T34 = 742 + Tas 
节点 5: zas + za5=0 
完整 的 线性 规划 模型 可 以 表示 为 
Tu rn ë m ë m ë m ë m w 

min zs 100 $30 20 10 00 15 50 
TAI RUM 21 
taz ~a 1 A E -1 
"AS bar. 36 od = 0 
节点 4 E E NES YU 
vas zr -1 = 0 


根据 网 络 线性 规划 模型 的 一 个 典型 性 质 , zi 列 中 恰好 有 一 个 “1” 和 一 个 “1”, 分 
别 位 于 第 i 行 和 第 j 行 . 
最 优 解 是 (应 用 TORA 求解 , 见 文件 toraEx6.3-6.txt) 
2=55,713=1,r%=1,r2=1 
这 个 解 对 应 的 从 节点 1 到 节点 2 的 最 短路 径 是 1 一 3 一 4 — 2, 相应 的 长 度 是 
z = 55( 英 里 ). 
习题 6.3D 


1. 在 例 6.3.6 中 , 应 用 线性 规划 模型 确定 下 面 节点 对 之 间 的 最 短路 径 长 度 . 
Ma) 节点 1 到 节点 5 (b) 节点 2 到 节点 5 
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Excel 规划 求解 程序 

图 6.25 给 出 了 应 用 Excel 规划 求解 电子 表格 解 例 6.3-6 中 从 始点 N1 到 终 点 
N2 的 最 短路 径 ( 见 文件 solverEx6.3-6.xls). 模型 的 输入 数据 是 B3:B6 单元 格 中 的 
距离 矩阵 . 注意 到 矩阵 中 没有 节点 N1 对 应 的 列 , 这 是 因为 节点 NT 没有 入 弧 , 同样 
节点 N5 没有 行 是 因为 它 没有 出 弧 . 矩阵 中 的 空白 单元 格 表示 图 中 没有 相应 的 弧 . 
通过 在 单元 格 F3 和 B7 中 输入 1 表示 节点 N1 和 N2 分 别 是 始点 和 终点 . 如 需要 
求解 其 他 节点 对 之 间 的 最 短路 径 , 只 需要 将 相应 的 单元 格 中 输入 1. 例如 , 求解 节 
点 N2 到 节点 NA 的 最 短路 径 , 那么 在 单元 格 F4 和 D7 中 输入 1 即 可 . 


图 6.25 Excel 规划 求解 计算 例 6.3-6 中 节点 1 与 节点 2 之 间 的 最 短路 径 
( 见 文件 solverEx6.3-6.xls) 


程序 输出 的 解 在 B9:E12 的 单元 格 中 . 每 一 个 单元 格 对 应 了 连接 两 个 节点 的 弧 ， 
例如 单元 格 C10 对 应 了 弧 (N2, N3), 相应 的 变量 是 z23. 如 果 一 条 弧 (Ni, Nj) 位 于 
最 短路 径 上 , 那么 单元 格 变量 ri = 1, 否则 为 0. 

根据 B3:E6 的 距离 矩阵 (命名 为 distance) 和 B9:E12 的 解 矩 阵 (命名 为 solution)， 
目标 函数 的 计算 结果 在 单元 格 G14 中 输入 =SUMPRODUCT(B3:E6, B9:E12), 或 
者 =SUMPRODUCT(distance, solution). 读者 或 许 很 想 知道 在 距离 矩阵 中 为 什么 
使 用 了 空白 输入 (Excel 表格 中 没有 输入 0) 以 及 这 对 目标 函数 会 有 什么 影响 . 这 一 
点 我 们 将 会 在 接 下 来 加 以 解释 , 首先 来 看 问题 约束 中 的 变量 是 如 何 消除 的 . 
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正如 在 例 6.3-6 中 线性 规划 模型 中 解释 的 那样 , 问题 的 约束 有 一 个 一 般 的 形式 : 
流出 量 -流入 量 = 0 


根据 这 个 定义 可 以 容易 地 将 节点 的 外 部 单位 流 (如 果 存 在 的 话 ) 合并 到 流出 量 或 者 
流入 量 方程 中 . 例如 , 在 例 6.3-6 H, 外 部 单位 流 从 节点 N1 流入 , 从 N2 流出 , 那么 
相应 的 约束 是 


节点 NI 的 输出 流 = z12 + z13 一 1 = 
节点 N1 的 输入 流 一 0 >- 
节点 N2 的 输出 流 ras Se 
节点 N2 的 输入 流 = ziz+za -1 00 09 09777 


在 图 6.25 的 电子 表格 中 , 两 个 约束 在 单元 格 中 的 描述 是 
节点 N1 的 输出 流 = B9+ C9 一 F3 
节点 N1 的 输入 流 = 0 
节点 N2 的 输出 流 = C10 
节点 N2 的 输入 流 = B9 + B12 一 B7 


下 面 来 看 在 解 区 域 B9: E12 中 是 如 何 表示 每 一 个 约束 的 . 注意 到 只 有 当 单 元 格 包 
含 的 元 素 在 距离 矩阵 ? 中 是 正 数 时 , 这 个 单元 格 中 的 元 素 才 是 一 个 约束 的 组 成 部 分 . 
我 们 用 下 面 的 式 子 来 确定 每 个 节点 上 的 输出 和 输入 流 : 

(1) 输出 流 : 在 单元 格 F9 中 输入 =SUMIF(B3:E3, “ >0”, B9: E9)-F3, 并 把 它 
复制 到 F10: F12. 

(2) 输入 流 : 在 单元 格 B14 中 输入 =SUMIF(B3: B6, “> 0", B9: B12)-B7, 并 
把 它 复制 到 C14: E14. 

(3) 在 单元 格 G10 中 输入 =OFFSET(A$14, 0，ROW(A1))， 并 把 它 复制 到 
G11: G13 来 调换 G 列 的 输入 流 . 

(4) 在 单元 格 G9 和 F13 中 输入 0, 表示 节点 NT 没有 输入 流 以 及 节点 N5 没有 
输出 流 (依照 电子 表格 的 定义 ). 

(5) 在 单元 格 H9 中 输入 =F9-G9, 并 把 它 复制 到 H10: H13 中 , 然后 计算 网 络 
流 . 

现在 这 张 电 子 表格 已 经 可 以 应 用 Excel 规划 求解 , 如 图 6.25 所 示 ， 有 一 件 非 

常 奇怪 的 事情 : 当 在 规划 求解 参数 对 话 框 中 输入 outFlow = inFlow 来 定义 约束 时 ， 
规划 求解 不 能 给 出 可 行 解 ,甚至 是 调整 规划 求解 选项 对 话 框 中 的 精度 也 不 行 ，( 经 
验 告诉 我 们 , 此 时 解 区 域 B9:E12 必须 重新 设置 0 或 者 空白 .) 更 奇怪 的 是 , 如 果 
约 东 用 inFlow=outFlow 代 替 , 最 优 解 就 可 以 找到 ， 在 文件 solverEx6.3-6.xls 中 , 使 

如 果 一 个 问题 碰巧 册 现 两 个 节点 的 距离 是 0, 那么 用 一 个 非常 小 的 正 数 代替 它 . 
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用 netFlow 区 域 H9: H12, 用 netFlow = 0 表示 没有 问题 的 约束 . 虽然 还 不 是 很 清楚 
为 什么 会 这 样 , 但 问题 可 能 与 合 入 误差 有 关 . 

图 6.25 的 输出 结果 是 (NI-N3=1, N3-N4=1, N4-N2=1), 总 的 距离 是 55 英 
E, 可 以 得 到 最 优 路 径 是 1 一 3 一 4 一 2. 
评注 ”在 许多 参考 书 中 , 网 络 都 是 通过 明确 的 弧 (节点 i、 节点 j, 以 及 距离 ) 定义 
的 , 当 网 络 中 弧 的 数目 很 多 的 时 候 , 计算 量 就 会 很 大 . 然而 我 们 的 模型 是 用 距离 矩 
阵 表示 网 络 , 并 且 容易 表示 所 有 需要 的 流 约束 . 有 人 或 许 会 提出 疑问 , 在 模型 中 使 
用 了 (n—1) x (n — 1) 个 zy AER, 这 样 表示 需要 的 变量 个 数 要 比 使 用 弧 表示 网 
络 的 模型 的 变量 数目 多 (例如 , 例 6.3-6 中 有 7 条 弧 , 也 就 是 7 个 变量 , 然而 我 们 
的 模型 需要 4 x 4 = 16 个 变量 ). 要 注意 的 是 这 些 额外 的 变量 只 会 出 现在 目标 函数 
中 , 而 且 相 应 的 系数 是 0( 输 入 是 空白 ), 并 且 流 约束 的 表示 也 和 其 他 的 恰好 一 样 (每 
一 个 SUMIF 函 数 ) 因此 , 在 商用 软件 中 的 预 处 理 时 都 可 以 发 现 这 些 “ 现 象 " 并且 在 
使 用 单纯 形 法 之 前 就 可 以 自动 地 去 除 这 些 额 外 变量 , 所 以 不 会 带 来 额外 的 计算 量 . 
AMPL 程序 

图 6.26 给 出 了 求解 例 6.3-6 的 AMPL 程序 (文件 amplEx6.3-6a.txt)， 如 果 
弧 [i, 林 在 最 短路 径 上 , 那么 变量 x[1,j] 取 值 为 1, 否则 取 值 为 0 不 管 问题 的 规模 
多 少 , 一 般 地 这 个 模型 可 以 用 于 求解 网 络 中 任意 两 个 节点 之 间 的 最 短路 径 . 

正如 例 6.3-6 中 说 明 的 , AMPL 将 问题 看 作 是 在 一 个 网 络 中 从 一 个 特殊 的 节 
点 start 流 入 网 络 一 个 单位 的 流 , 从 节点 end 流 出 . 模型 主要 的 数据 输入 就 是 一 个 表 
示 连 接 节点 i 和 节点 j 的 弧 的 长 度 d[i,j] 的 n x n 的 矩阵 按照 AMPL 的 语法 ， 
在 矩阵 中 , 用 点 作为 占 位 府 表示 这 个 位 置 上 对 应 的 弧 没 有 长 度 . 在 模型 中 , 使 用 语 
füparam d(i in 1..n, j in 1..n} default M; 表示 给 矩阵 中 元 素 代表 的 距离 赋 
值 为 无 穷 大 的 数 M(=999 999), 这 就 使 得 相应 的 弧 的 长 度 为 无 穷 大 . 也 可 以 直接 在 矩 
阵 中 将 相应 的 元 素 用 999 999 代替 得 到 同样 的 效果 , 但 是 这 样 会 导致 数据 输入 比较 
WEL, 很 不 方便 . 

在 每 个 节点 上 表示 流 守恒 的 约束 是 : 

流入 量 一 流出 量 = 外 部 流量 


Maxi, 31, 我 们 可 以 利用 下 面 的 语句 定义 节点 i 上 的 输入 流 和 输出 流 : 

var inFlow{j in 1..n) = sum(i in 1..n)x[i,j]; 

var outFlow(i in 1..n) = sum(j in 1..n}x[i,j]; 
第 i 个 约 东 的 左 端 项 就 是 outFlow[i] -inFlow[i]. 

第 i 个 约 东 的 右边 (节点 i 上 的 外 部 流 ) 定义 为 

param rhs(i in 1..n}=if izstart then 1 else(if isend then -1 else 0); 
(参看 附录 A3 了 解 语句 it then else) 根据 这 个 语句 , 指定 节点 start 和 end 自 动 
的 赋值 1, -1 或 者 0 到 约束 右 侧 的 rhs. 
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- shortest route model (Example 6.3-6) —— 


» j in 1..m) default M; 
-ait iestart then 1 

else (if isend then -1 else 0); 
var x(i in 1..n,j in 1..n}>=0; 
var outFlow(i in 1..n}=esum{j in 1..0)x[1,]]; 
var inFlow(j in 1..n)esum(i in 4,9; 


minimize z: sum(i in 1..n, j in 1..2)d[i,j]ex[i,j] ; 
zoutFlov[i)-inFlov(i]erha(i]; 


for {4 in 1..5-1) for {j in 2.8) 
dit x[i,j]el then printf *- Y2i*, j;) print; 


图 626 AMPL 最 短路 径 模型 

目标 函数 是 对 所 有 的 d[i,j]*x[i,j] 之 和 求 最 小 值 . 

在 当前 的 例题 中 , start=1 和 end=2, 表示 需要 求 节点 1 到 节点 2 的 最 短路 径 . 
相应 的 输出 是 

Shortest length from 1 to 2 = 55 

Associated route: 1 - 3- 4 - 2 
评注 ”图 026 给 出 的 AMPL 模型 有 一 个 缺点 : 活动 变量 zy 的 个 数 是 n? 个 , 这 
显然 比 网 络 中 真实 的 弧 (具有 正 的 距离 的 弧 ) 的 数目 大 得 多 , 导致 问题 的 规模 很 大 . 
这 是 因为 在 模型 中 我 们 将 不 存在 的 弧 的 距离 赋值 为 一 个 无 穷 大 的 数 M(= 999 999), 
用 来 确保 在 最 优 解 中 这 些 相应 的 活动 变量 取 值 为 零 、 可 以 使 用 下 面 的 语句 来 弥补 
这 个 缺点 : 
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var x(i in 1..n,j in 1..n:d[i, j] 5-0; 
(参看 附录 A4 了 解 这 个 语句 的 用 法 ) 通过 使 用 下 面 的 语句 来 对 约束 应 用 同样 的 方 
法 : 
var inFlow(j in 1..n)esum(i in 1..n:d[i,j]<M}x[i,j]; 
var outFlowfi in 1..n)esum(j in 1..n:d[i,j]<M}x[i,j]; 
文件 amplEx6.3-6b.txt 中 有 完整 的 模型 


习题 6.3E 
1。 修改 文件 solverEx6.3-6.xls, 求解 下 面 给 出 节点 对 之 间 的 最 短路 径 : 
(a) 节点 1 到 节点 5. (b) 节点 4 到 节点 3. 
2. 修改 amplEx6.3-6b. txt. 求解 习题 6.3A 第 2 题 中 节点 1 与 节点 7 之 间 的 最 短路 径 ， 输 


入 的 数据 是 原始 的 概率 . 应 用 AMPL 编程 技巧 来 展示 这 条 最 优 的 传输 路 径 以 及 它 传输 成 
功 的 概率 . 


6.4 ”最 大 流 模型 


考虑 从 油井 到 提炼 厂 输送 原油 的 管道 网 络 . 为 了 在 网 络 中 顺畅 地 输送 原油 , 需 
要 在 中 间 合 适 的 距离 安装 增 压 泵 站 , 每 一 段 管道 有 一 个 有 限 的 最 大 原油 流量 (或 者 
称 为 容量 ), 每 段 管道 可 以 是 单 向 的 , 也 可 以 是 双向 的 , 这 取决 于 它 原始 的 设计 . 图 
6.27 描述 了 一 个 典型 的 管道 网 络 . 那么 如 何 确定 从 油井 到 提炼 厂 原油 的 最 大 流量 ? 


LU 
图 6.27 通过 增 压 秦 站 连接 油 并 与 提炼 厂 、 有 容量 限制 的 网 络 


求解 上 面 这 个 问题 时 需要 添加 一 个 源 点 , 它 连接 到 每 一 个 油井 , 而 且 是 单 向 的 ， 
每 条 弧 上 的 容量 为 无 穷 大 , 还 需要 添加 一 个 汇 点 , 每 一 个 提炼 厂 都 连接 到 汇 点 , 这 
些 弧 上 的 容量 也 是 无 穷 大 , 如 图 6.27 中 虚线 表示 的 部 分 
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给 定 弧 (i,j), 其 中 i < j, 我 们 用 符号 Ci, Ca) 表示 两 个 方向 i 一 joi 
弧 上 的 容量 . 为 了 更 清晰 地 描述 , 我 们 把 Cy 放 在 靠近 节点 i 的 一 边 , 把 Di; 放 在 
Aci jj 的 一 边 , 如 图 6.28 所 示 . 


图 6.28 Cy 表示 从 i — j HAERE, C, ORA j — i 的 弧 上 的 容量 


6.41 H3 


WI (cut) 是 一 部 分 弧 的 集合 , 如 果 将 这 些 弧 从 网 络 中 删除 , 就 会 断 开源 点 到 汇 
点 之 间 所 有 的 流 . 割 的 容量 (cut capacity) 等 于 这 个 割 中 所 有 弧 上 容量 的 和 . 在 网 
络 中 所 有 可 能 的 割 中 , 最 小 客 量 的 割 就 对 应 了 这 个 网 络 的 最 大 流 . 
例 6.4-1 

考虑 图 6.29 中 的 网 路 , 按照 图 6.28 的 表示 方法 对 每 一 条 双向 弧 都 标 上 了 容量 
例如 , 对 于 弧 (3,4), 从 节点 3 到 节点 4 的 流量 限制 为 10 个 单位 , 从 节点 4 到 节点 
3 为 5 个 单位 . 


图 6.29 网络 流 问题 中 割 的 例子 


图 6.29 中 标 出 的 3 个 割 的 容量 见 下 表 . 
EJ CESES E] 
1 (1:2),01,3). 0.4) 204301060 
2 (1,3),(1,4),(2,3),(2,5) 。 30+10+40+30=110 
3 (2,5),(3,5), (4,5). 304202070 
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从 这 3 个 割 上 可 以 得 到 的 信息 是 , 这 个 网 络 的 最 大 流 不 会 超过 60 个 单位 . 如 
果 要 确定 最 大 流 , 就 必须 枚 举 所 有 的 割 , 对 一 般 的 网 络 这 显然 是 一 件 非常 困难 的 事 
情 . 因此 , 寻找 有 效 的 算法 势 在 必 行 . 
习题 6.4A 
*1. 对 于 图 6.29 的 网 络 , 确定 另外 两 个 割 并 求 出 它们 的 容量 
64.2 ”最 大 流 算法 


最 大 流 算法 的 核心 思想 就 是 , 在 网 络 中 寻找 从 源 点 到 汇 点 具有 正 的 流 的 突破 路 
径 . 网 络 中 总 的 流量 就 是 由 这 样 的 一 些 路 径 中 的 流量 组 成 的 , 每 条 路 径 上 的 流量 是 
路 径 上 弧 的 容量 或 者 容量 的 一 部 分 . 

考虑 弧 (i,j) 上 的 初始 容量 为 (Cu, C5). 当 给 定 了 一 个 流 之 后 , 需要 对 每 条 弧 
上 的 容量 进行 修改 , 修改 后 的 容量 称 为 剩余 容量 , 用 (cij, cj) 表示 . 

如 果 节 点 j 从 节点 i 接收 到 一 个 流 , 那么 给 节点 j 标号 为 [5i], 其 中 oj 表示 
从 节点 i 流 到 节点 j 的 量 . 整个 算法 的 步骤 如 下 : 
第 1 步 。 首先 对 所 有 的 弧 (i,j) 设置 剩余 容量 为 初始 的 容量 , W (oij, cji) = (Ciy, Cji). 
取 m = oo, 给 源 点 1 标号 [oo,—]. 令 i= 1, 进入 第 2 步 . 
第 2 WERE Si, 它 是 从 节点 i 通过 剩余 容量 为 正 的 弧 能 够 直接 到 达 的 所 有 
未 标号 的 节点 j 的 集合 (E, 对 任意 的 je 5, 都 有 cu > 0). 如 果 S, + ,进入 第 
3 步 ; 否则 , 进入 第 4 步 . 
第 3 步 确定 ke Si 使 之 满足 


ca = max(es) 


4 ok = ca, 并 且 给 节点 上 标号 [ok, 计 WR k = n, 此 时 汇 点 得 到 了 标号 , 也 
就 找到 了 一 条 突破 路 径 , 进入 第 5 步 ; 否则 , i k, 转 回 第 2 步 . 
第 4 步 (回溯 ) 如果 i = 1, 那么 不 存在 突破 路 径 , 进入 第 6 步 ; 否则 , 令 是 紧 接 
在 当前 节点 i 之 前 得 到 标号 的 节点 , 并 将 节点 i 从 节点 r 的 相 邻 节点 集合 中 删除 ， 
令 i=r, 然后 转 回 第 2 步 . 
第 5 步 (剩余 容量 的 确定 ) $ N, = (1, ki, ka,- un) 是 从 源 点 1 到 汇 点 n 的 第 
条 突破 路 径 . 那么 这 条 路 径 上 最 大 流量 为 


Jp = min(ai ax, akas: san} 
这 条 路 径 上 每 条 弧 的 剩余 容量 在 顺 着 流 的 方向 上 fp 是 减少 的 , 在 逆 着 流 的 方 
向 上 fp 是 增加 的 , 例如 , 对 于 该 路 径 上 的 节点 i 与 节点 j, 当前 剩余 容量 (ci, cji) 


变 为 
(a) 如 果 流 是 从 节点 i 流向 节点 j, 那么 弧 上 的 剩余 容量 是 (cy — fijo fp); 
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(b) 如 果 流 是 从 节点 j 流向 节点 i, 那么 弧 上 的 剩余 容量 是 (ci + fp, cji 一 fp). 
恢复 在 第 4 步 删除 掉 的 节点 , 然后 令 i = 1, 转 回 第 2 步 接着 寻找 新 的 突破 路 径 . 
第 6 步 (最 优 解 ) 

(a) 给 出 已 经 找到 的 m 条 突破 路 径 , 那么 网 络 的 最 大 流 是 


F-ffatoc fm 


(b) 根据 每 条 弧 (i,j) 上 的 初始 的 和 最 终 的 剩余 容量 , (Oij, C) 和 (eig, cji), B 
照 下 面 的 方法 确定 这 条 弧 上 的 最 优 流 : 令 (o) = (Cu — e Cj — cy), WR a > 0, 
那么 从 节点 i 流向 节点 j 的 最 优 流 是 a 个 单位 ; 否则 , 如 果 8 > 0, 那么 从 节点 j 
流向 节点 i 的 最 优 流 是 B 个 单位 . (值得 注意 的 是 a 和 B 不 可 能 同时 为 正 数 .) 

算法 第 4 步 中 的 回 淹 操 作 是 用 于 解决 算法 运行 中 出 现 中 间 节点 称 为 “死结 ”的 
情形 . 算法 第 5 步 中 的 流量 调整 可 以 通过 图 6.30 中 一 个 简单 的 网 络 流 的 例子 加 以 
WW. (a) 中 网 络 给 出 了 第 一 条 突破 路 径 N = {1,2,3,4}, 这 条 路 上 的 最 大 流量 是 
万 = 5 按照 算法 的 第 5 步 , 路 上 每 一 条 弧 (1,2), (2,3), (3,4) 的 剩余 容量 从 (5,0) 
ZEX (0,5). (b) 中 网 络 给 出 了 第 二 条 突破 路 径 Na = (1,3,2,4), 这 条 路 上 的 最 大 流 
量 为 户 = 5. 经 过 必要 的 流量 调整 后 得 到 了 (c) 网 络 , 此 时 不 存在 其 他 的 突破 路 径 . 
在 (b) 网 络 到 (c) 网 络 所 做 的 工作 就 是 将 先前 一 步 从 节点 2 到 节点 3 的 流 取消 , 算 
法 之 所 以 能 做 到 这 一 点 正 是 由 于 在 前 一 步 的 时 候 将 节点 2 到 节点 3 逆向 弧 的 容量 
从 0 增加 到 5( 算 法 第 5 25). 


路 径 :1-*2-*3-"4, f=5 路 径 :1 一 3 一 2 一 ,=5 LL id 
四 (9) (9 


图 6.30 利用 剩余 容量 计算 最 大 流 


例 6.4-2 

求 例 6.4-1( 图 6.29) 中 网 络 上 的 最 大 流 . 图 6.31 形象 地 给 出 了 算法 每 一 步 执行 
的 情况 , 这 对 于 理解 算法 会 有 很 大 帮助 . 
BRI 令 初 始 的 剩余 容量 (cy, cu) 等 于 初始 容量 (Ci, Cj). 

id Wa = cc, 给 源 点 1 标号 co,-]. 令 i=1. 

第 2 步 5-(2,34)( Ø). 
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(9) 410 (0 TETE 
图 631 9/642 PEKRE 


第 3 步 人 = 3, 因为 cs = max{cı2,c13,c14} = max(20,30,10) = 30. 4 
as = c3 = 30, 给 节点 3 标号 [30,1]. & i= 3, 重复 第 2 步 . 


第 2 步 5s= {4,5}. 


第 3 步 k=5 并且 as = css = max(10,20) = 20. 给 节点 5 标号 [20,3], 此 时 
找到 了 突破 路 径 , 进入 第 SW... 


第 5 步 根据 从 节点 5 向 后 直到 节点 1 的 标号 确定 出 这 条 突破 路 径 , B] (5) 一 
[20,3] — (3) 一 [30,1] 一 (1). 那么 , M, = {1,3,5}, fi = min(ai,as,a5) = 
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min(oo,30,20) = 20. 路 径 N 上 每 条 弧 的 剩余 容量 是 


(cis, 631) — (30 — 20,0 + 20) = (10,20) 
(cas, 53) — (20 — 20,0 + 20) = (0,20) 


BR 2 

9 13 Wa = oo, 给 源 点 1 标号 [oo -]. 令 i=1. 

第 2 步 51 = {2,3,4}. 

第 3 步 上 = 2 并且 a = c2 = max(20,10,10) = 20, 给 节点 2 标号 [20,1]. 
令 i=2, 重复 第 2 步 . 

第 2 步 5-(5) 

第 3 步 人 = 3 并且 os = cn = 40. 给 节点 3 标号 [40,2 令 i= 3, 重复 第 2 
步 . 

第 2 步 5s = {4}( 注 意 到 css = 0, 因此 节点 5 不 能 包含 在 Ss H). 

第 3 步 上 =4 并 且 a= cu = 10. 给 节点 4 标号 [10,3]. Q i 4, 


重复 第 2 
步 
第 2 步 S4 = {5}( 注 意 节 点 1 和 节点 3 都 已 经 标号 , 因此 它们 也 不 包含 在 Sa 
中 )， 
第 3 步 上 = 5 JHE as = cs = 20. 给 节点 5 标号 (20,4), 此 时 找到 了 突破 路 
径 , 进入 第 5 步 . 
第 5 步 Na = {1,2,3,4,5}, fz = minfco,20,40,10,20} = 10. 路 N 上 每 条 弧 
的 剩余 容量 是 
{ec12, 021) = (20 — 10,0 + 10) = (10, 10) 
(cos; 632) = (40 — 10,0 + 10) = (30,10) 
(csa, c43) = (10 — 10,5 + 10) = (0, 15) 
(cass 654) = (20 — 10,0 + 10) = (10,10) 


BR 3 

第 1 步 取 a= oo 给 源 点 1 标号 [co,-]. 令 i=1. 

第 2 步 5-(234) 

第 3 步 上 =2 并 且 m = cz = max{10, 10,10} = 10( 虽 然 可 以 任意 选择 一 个 ， 
TORA 选择 序号 最 小 的 节点 . 以 下 也 使 用 同样 的 方法 . ), 给 节点 2 标号 [10,1]. 令 
i-2, 重复 第 2 步 . 

第 2 步 5 = {3,5}- 

第 3 步 上 =3 并且 as= 05 = 30. 给 节点 3 标号 [30,2]. 令 i= 3, 重复 第 2 
步 . 

第 2 步 5 = 2( 因 为 ca = cas = 0). 进入 第 4 步 回潮 . 
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第 4 步 回 漳 ”从 节点 3 的 标号 [30,2] 可 以 立即 知道 前 一 个 节点 是 > = 2, 在 这 
一 次 的 迭代 中 将 节点 3 删除 不 再 考虑 . 令 i = r = 2, 重复 第 2 步 . 

第 2 步 S= {5}( 注 意 节点 3 已 经 在 回溯 中 删除 ). 

第 3 步 上 =5 并 且 os = cs = 30. 给 节点 5 标号 [30,2]. 此 时 找到 了 一 条 突 
破 路 径 , 进入 第 5 步 . 

第 5 步 Ns = (12,5), fs = min(oo 10,30) = 10. 路 Ns 上 每 条 弧 的 剩余 容 
量 是 


(eaa,em)= (10 — 10, 10 + 10) = (0,20) 
(c25, 652) = (30 — 10,0 + 10) = (20, 10) 
迭代 4 ”这 一 步 得 到 的 路 是 Ns = {1,3,2,5}, fa = 10. (请 验证 !) 
Je 5 ”这 一 步 得 到 的 路 是 Ns = {1,4,5}, fs = 10. (请 验证 !) 
迭代 6 此 时 所 有 从 节点 1 出 去 的 弧 的 剩余 容量 都 是 0, 因此 不 再 存在 其 他 的 突 
破 路 径 . 转 入 第 6 步 给 出 最 优 解 . 
第 6 步 网 络 的 最 大 流 是 已 = fie fat- fs 204-104 104- 104-10 — 60 
个 单位 . 每 条 弧 上 对 应 的 流量 是 用 初始 的 容量 (Cij, ji) MAGBA 6 最 后 得 到 的 剩 
RAR (cij, cji), 见 下 表 : 


EJ (Cu Cj) — (cy, je. 流 最 方向 
(3) —(29,0)-(0,20) -(20,—0) — 20^ 1 一 7 
(3)  (390)-(530)2(3,-3) ^ 30  1—3 
(4) (10,0) — (0,10) (0,00) 10  1—4 
(23) (40,0) — (40,0) = (0,0) o 一 
(25) (30,0) — (10,20) (20.2 20 2—5 
G4) (10,5) — (0,15) 2(10,—1 — 10 3 一 4 
(35) (20,0) — (0,20) = (20,-20) — 20 3—5 
(45) (20,0) — (0,20) = (29, -20) — 20 — 4—5 


TORA 程序 

利用 TORA 来 求解 最 大 流 模型 , 既 可 以 按照 自动 模式 求解, 也 可 以 按照 上 面 的 
选 代 一 步 步 给 出 详细 的 过 程 从 菜单 [SOBVERZMODITY: Ht BONBE. 
在 指明 了 输出 格式 之 后 , 到 输出 窗口 中 选择 OMNI. 或者 GIRO. x 
fF toraEx6.4-2.txt 提供 了 求解 例 6.4-2 的 TORA 数据 . 


习题 6.4B 
*1. ÆN 6.42 中 ， 


(a) 确定 每 条 弧 上 的 剩余 容量 . 
(b) 确定 通过 节点 2, 3, 4 的 总 流量 . 
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(c) 如 果 增 加 3 一 5 和 4 — 5 上 的 容量 , 那么 网 络 的 最 大 流 是 否 可 以 增加 ? 
2. RE 6.32 中 网 络 上 的 最 大 流 以 及 对 应 最 大 流 的 每 条 弧 上 的 流量 . 


图 6.32 习题 6.4B 第 2 题 中 的 网 络 


3. 3 个 炼油 厂 通过 管道 网 络 为 2 个 分 销 终端 运送 汽油 . 如 果 这 个 网 络 运送 能 力 满足 不 了 需求， 
那么 可 以 从 其 他 的 源 点 获取 ， 这 个 管道 网 络 中 有 3 ARA, 如 图 6.33, 汽油 的 流向 如 图 中 
箭头 所 示 . 图 中 标 出 了 每 一 段 管道 的 运送 容量 , 单位 是 100 万 桶 /天 . 求解 下 面 的 问题 ， 


炼油 厂 LJ LI 


图 6.33 习题 6.4B 第 3 题 中 的 网 络 


(a) 要 满足 这 个 网 络 的 最 大 流量 , 那么 每 一 个 炼油 厂 每 天 的 产量 应 该 是 多 少 . 
(b) 要 满足 这 个 网 络 的 最 大 流量 , 那么 每 一 个 终端 每 天 的 需求 量 应 该 是 多 少 . 
(c) 要 满足 这 个 网 络 的 最 大 流量 , 每 个 泰 站 的 每 天 容量 应 该 是 多 少 . 

4. 假定 在 图 6.33 网 络 中 泵 站 6 的 每 天 最 大 容量 限制 为 5 000 万 桶 . 根据 这 个 约束 重新 建立 
网 络 模型 , 并 求 出 相应 的 网 络 的 最 大 容量 . 

5. 需要 将 鸡 饲料 从 3 个 存放 仓库 用 卡车 运送 到 4 个 农场 , 某 些 仓库 的 饲料 不 能 够 直接 运送 
到 某 些 农场 . 一 条 线路 上 的 容量 取决 于 这 条 路 上 可 用 的 卡车 数目 以 及 卡车 每 天 往返 的 次 数 
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*r. 


下 表 给 出 了 仓库 每 天 可 以 供应 的 饲料 总 数 以 及 农场 每 天 的 需求 量 (单位 是 1 000 磅 ), 另外 
表 中 单元 格 内 给 出 了 相应 路 线 上 的 每 天 运送 的 最 大 容量 . 


here Cri UE 
i[s»[spoe] æ 
ew 2| o| of 5]|9] 2 
3 [10 | 40 | 30 | 40 | 200 

200 10 60 20 


(a) 求 满足 最 大 需求 量 的 运送 计划 . 

(b) 这 个 运送 计划 是 否 能 够 满足 所 有 农场 的 需求 ? 

在 第 5 题 中 , 假定 同时 也 允许 仓库 1 与 仓库 2 以 及 仓库 2 与 仓库 3 之 间 运送 饲料 . 还 假 
定 农场 1 与 农场 2, 农场 2 与 农场 3, 农场 3 与 农场 4 之 间 也 可 以 相互 运送 饲料 , 这 些 路 
线 上 每 天 的 运送 容量 是 5 万 磅 . 这 样 对 于 不 满足 需求 的 农场 之 间 的 运送 有 什么 影响 ? 
一 对 夫妇 有 5 个 孩子 , 现在 有 5 项 家 务 需 要 分 配给 他 们 . 根据 以 往 的 经 验 , 如 果 将 家 务 强 
加 于 一 个 孩子 那么 他 就 因 反感 而 做 不 完 .考虑 到 这 一 点 , 父母 会 询问 每 个 孩子 , 各 自 喜 欢 
做 哪 一 项 家 务 , 结果 如 下 表 : 


孩子 喜欢 做 的 家 务 
Rif 3,45 
Mai 1 
Ben 12 
Kim 125 
Ken $ 


父母 需要 做 的 就 是 尽 可 能 多 地 将 家 务 分 配给 喜欢 做 的 孩子 , 求 最 好 的 分 配方 案 使 得 可 
以 完成 的 家 务 数目 最 大 , 并 求 出 这 个 数目 . 


。 有 4 家 工厂 从 事 于 生产 4 种 玩具 . 下 表 给 出 了 每 家 工厂 可 以 生产 的 玩具 种 类 . 


IF 可 以 生产 的 玩具 种 类 
1 Las 
2 23 
3 l4 
4 3,4 


所 有 种 类 的 玩具 生产 一 件 需 要 的 工时 和 原料 基本 相同 .4 家 工厂 每 天 的 产量 分 别 是 200， 
180, 300, 100 个 玩具 . 对 4 种 玩具 的 需求 量 分 别 是 200, 150, 350 和 100 个 . 求 工厂 可 以 
最 大 满足 对 4 种 玩具 需求 的 生产 方案 . 

A 大 学 的 学 术 委员 会 需要 从 来 自 4 个 社团 的 6 名 学 生 中 选择 代表 , 学 术 委员 会 的 代表 要 熟 
悉 下 面 3 个 领域 : 数学 、 艺 术 和 工程 . 每 个 领域 最 多 有 2 名 学 生 进入 委员 会 . 下 表 给 出 了 
这 6 名 学 生 丸 属于 哪些 社团 的 情况 : 
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社团 ROT 
1 12,5 
2 155 
3 345 
4 1246 

这 6 名 学 生 所 擅长 的 领域 列表 如 下 : 

领域 mime 

EF 1,24 

艺术 34 

rm 456 


WE — E PERO 1 UR, tb LIE IERI -PEEN WES DA IRE 

能 够 代表 所 有 4 个 社团 ? 
10. 网 络 中 缴 上 有 流量 下 界 要 求 的 最 大 /最 小 流 . 在 刚刚 这 一 节 中 介绍 的 最 大 流 算法 是 针对 网 

络 中 弧 上 的 流量 下 界 要 求 是 0， 然 而 在 某 些 模型 中 , 网 络 中 弧 上 的 流量 下 界 要 求 是 严格 正 

的 , 在 这 种 情况 下 我 们 感 兴趣 的 是 找到 网 络 中 的 最 大 或 者 最 小 流 (参见 附录 E 中 的 案例 

6-3)， 弧 上 有 了 流量 下 界 要 求 之 后 会 带 来 许多 困难 , 因为 这 种 情况 下 的 网 络 可 能 根本 就 没 

有 可 行 流 .本 题 的 目的 就 是 要 证 明 , 对 于 弧 上 有 流量 下 界 为 正 数 要 求 的 最 大 流 和 最 小 流 模 

型 , 可 以 通过 下 面 的 两 个 步 允 来 求解 . 
第 1 步 ” 对 于 弧 上 有 流量 下 界 为 正 数 要 求 的 网 络 , 首先 找到 一 个 初始 的 可 行 解 . 
第 2 步 ” 根 据 第 一 步 中 得 到 的 可 行 解 , 寻找 原始 网 络 中 的 最 大 或 者 最 小 流 . 

(a) 证 明 对 于 一 条 有 流量 限制 为 lj < zi; < wi 的 弧 (i,j), 可 以 等 价 于 用 下 面 
的 方法 表示 : 在 节点 i 处 增加 一 个 需 求 量 为 li 的 汇 志 , 以 及 在 节点 j 处 增加 一 个 
供应 量 为 hi; 的 源 点 , 然后 弧 (i,j) 上 的 流量 限制 为 0 < zu < wi 一 心 . 

(b) 证 明 寻 找 原始 网 络 上 的 一 个 可 行 流 等 价 于 寻找 经 过 下 面 转化 之 后 的 网 络 上 
的 最 大 流 zj: (1) 将 流量 r, 的 上 下 界 改 为 0< zj < us — lig; (2) 将 所 有 增加 的 源 
点 连接 到 一 个 超级 源 点 并 且 出 弧 (方向 从 超级 源 点 指向 增加 的 源 点 ) 的 容量 为 liji 
(3) 将 所 有 增加 的 汇 点 连接 到 一 个 超级 汇 点 并 且 入 弧 (方向 指向 超级 汇 点 ) 的 容量 
为 Lj; (4) 在 原始 网 络 中 连接 终端 t 到 源 点 s 并 且 弧 上 的 容量 为 无 穷 . 如 果 新 网 络 
中 的 最 大 流 等 于 原始 网 络 中 的 全 部 下 界 之 和 , 则 可 行 解 存在 . 将 上 面 的 过 程 应 用 到 
下 面 给 出 的 网 络 中 , 并 求 出 它 的 一 个 可 行 解 . 

(c) 根据 (b) 得 到 的 可 行 解 , 应 用 最 大 流 算法 求 原始 网 络 上 的 最 小 流 . (提示 : 首 
先 根据 给 出 的 初始 可 行 解 计算 出 剩余 容量 网 络 , 然后 求 从 终点 到 始 发 点 的 最 大 流 ， 
这 样 做 等 价 于 确定 从 始 发 点 到 终点 应 当 取消 的 最 大 流 .最 后 结合 可 行 解 与 这 个 最 
大 流 就 可 以 得 到 原始 网 络 中 的 最 小 流 .) 
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(qd) 根据 (o) 得 到 的 可 行 解 , 应 用 最 大 流 算法 求 原始 网 络 上 的 最 大 流 、[ 提 示 : 
35 (c) 中 类 似 , 首先 从 剩余 容量 网 络 出 发 , 然后 以 得 到 的 可 行 解 为 初始 流 在 这 个 网 
络 上 应 用 最 大 流 算法 ] 


A (ij) (lig, wy) 
(1,2) (5,20) 
(3) (0,15) 
(23) (40) 
(24) (345) 
(34) (0,20) 


6.4.3 ”最 大 流 问题 的 线性 规划 模型 

定义 zi HI (i,j) 上 的 流量 , 其 中 (i,j) 的 容量 为 Cij. 目标 就 是 确定 所 有 的 
zy 使 得 从 始 发 点 s 到 终点 t 的 流量 最 大 , 同时 满足 在 除了 s 和 t 之 外 的 所 有 节点 
上 的 流 守恒 (输入 流 = 输出 流 ). 
例 6.4-3 

在 图 6.29 的 最 大 流 模型 中 (P 6.4-2), s = 1, t = 5. 下 表 给 出 相应 的 线性 规划 
MUS, 模型 有 两 个 不 同 但 是 却 等 价 的 目标 函数 , 一 个 是 最 大 化 始 发 点 (= z) 的 输 
出 流 , 另 一 个 是 最 大 化 终点 5(= z2) 的 输入 流 . 


TA 1 aa =0 
节点 3 1 1 -z cb od 

节点 4 1 1 -1 -1 =0 
Eri 20 30 10 40 30 10 20 5 2 


利用 任何 一 个 目标 求 出 的 最 优 解 都 是 
712 = 20,713 = 30, 14 = 10,725 = 20,734 = 10, 235 = 20,45 = 20 


相应 的 最 大 流 是 z1 = 22 = 60. 


Excel 规划 求解 程序 
图 6.34 给 出 了 针对 例 6.4-2 最 大 流 模型 的 Excel 规划 求解 模型 (文件 solverEx 
6.4-2xds). 这 个 模型 的 基本 思想 与 在 例 6.3-6 中 详细 讲述 的 最 短路 径 模型 类 似 . JL 
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点 主要 的 区 别 是 : (1) 在 初始 点 1 和 终点 5 上 没有 了 流 方程 ; (2) 目标 是 求 在 节点 
1(F9) 上 的 最 大 输出 流量 , 或 者 求 在 终点 5(G13) 上 的 最 大 输入 流量 . 文件 solverEx 
6.4-2.xls 中 将 G13 作为 目标 单元 格 . 读者 可 以 练习 将 F9 作为 目标 单元 格 求解 模型 . 


[4 TSTETOTET. 


copy ve] 
[nora 
mens 
n Jew on 

ere] 


图 6.34 Excel 规划 求解 关于 例 6.4-2 中 最 大 流 模型 的 结果 (文件 solverEx6.4-2.xls) 


AMPL 程序 

图 6.35 给 出 了 求 最 大 流 问题 的 AMPL BUS, 使 用 的 是 例 6.4-2 中 的 数据 (文件 
amplEx6.4-2.txt). 确定 每 个 节点 上 输入 和 输出 流 的 总 体 思想 与 求解 例 6.3-6 中 的 最 
短路 径 模型 非常 类 似 (所 以 仔细 阅读 文件 amplEx6.3-6a.txt 和 amplEx6.3-6b.txt 对 
理解 本 问题 会 有 很 大 帮助 ). 然而 这 个 模型 可 以 用 来 求 网 络 中 任意 两 个 节点 start 和 
end 之 间 的 最 大 流 , 所 以 需要 两 个 额外 约束 来 保证 没有 流 进入 start 以 及 没有 流离 
Fond. 模型 中 的 约束 inStart 和 outEnd 可 以 保证 上 面 的 要 求 . 当 start=1、end=5 时 
就 不 需要 上 面 的 这 两 个 约束 了 , 因为 这 个 例题 输入 数据 的 性 质 就 可 以 保证 要 求 的 结 
R. 然而 , 如 果 start=3, 由 于 节点 3 同时 允许 输入 和 输出 流 ( 弧 4 一 3 和 弧 3—4), 所 
以 必须 要 有 约束 instart( 读 者 可 以 试 着 在 没有 instart 约 束 的 情况 求解 模型 ! ). 

目标 函数 是 最 大 化 在 节点 start 上 总 的 输出 流 , 或 者 也 可 以 最 大 化 在 节点 end 上 
总 的 输入 流 . 这 个 模型 可 以 用 于 求解 网 络 中 任意 指定 的 节点 start 和 end 之 间 的 最 
大 流 . 
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天 Maximal Flow model (Example 6.4-2)-— 


param c(i in i.n, j in 1..n) default 0; 


var x(i dm 1..9, in 1on:c[i DO) 20, ceci, 3]; 
var owtFlow(i im 1..m)esum(j in 1,.n:c[4,3]>0)x[1,j 
var dnFlow(i im 1..m)emum(j im 1..n:c[j,1)>0}x[,3]; 


maximize z: sum {j in 1..m:c[start, j]»O)x [start j] ; 
subject to 
limiti in 1.2: 

iOstart and iOendM:outFlov[i]-inFlow[i]-0; 
inStart:sum(i in 1..n:c[i,start]»O)x[4, start]0; 
clend, j]120)x (end, 3] «0; 


print "MazFlow between nodes",start,"and" end, 
printf "Associated flows:Ww' 
for {i in 1..»-1) for {j in 2..n:c[i,]50) 

dit x[1,3)20 then 

print" (X24-%24)= X5.2fV2*,1,j,x(1,3];) print; 


图 6.35 求解 例 6.4-2 的 最 大 流 问题 的 AMPL 模型 (文件 amplEx6.4-2.txt) 


习题 6.4C 


1。 对 下 列 问题 建立 线性 规划 模型 , 并 利用 Excel 规划 求解 和 AMPL 求解 . 
(a) 习题 64B 第 2 题 。 (b) GAB 第 5 题 。 (c) 习题 6.4B 第 9 题 . 


2. Jim 住 在 科罗拉多 州 的 丹佛 , 每 年 假期 都 会 去 怀俄明 州 的 黄石 国家 公园 度假 . 由 于 Jim 是 
一 位 爱好 大 自然 的 旅游 者 , 所 以 他 希望 每 年 开车 去 度假 所 选择 的 线路 互 不 相同 . 经 过 仔细 
地 查看 地 图 之 后 ,Jim 确定 了 几 条 从 丹佛 (D) HRE (Y) 的 路 线 , 如 图 6.36 所 示 ，Jim 
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希望 选择 一 些 从 D 到 Y 的 路 线 , 并 且 任何 两 条 路 线 上 都 没有 相同 的 城市 .( 利 用 AMPL 和 
Excel 规划 求解 ), 确定 Jim 可 以 选择 的 所 有 不 同 的 路 线 . (提示 : 修改 最 大 流 的 线性 规划 模 
型 , 来 求解 从 D 到 Y 的 两 两 不 同 的 路 径 最 大 数目 .) 


图 6.36 习题 6.4C 第 2 题 中 的 网 络 


3. (Guéret 等 人 , 2002, 12.1 节 ) 一 个 军用 的 无 线 电 通信 系统 由 9 个 站 点 连接 组 成 , 如 图 6.37 
Bis. 即使 其 他 任何 3 个 站 点 都 被 敌人 破坏 , 也 要 能 保证 站 点 4 和 站 点 7 之 间 可 以 相互 通 
信 . 请 问 图 中 给 出 的 通信 网 络 是 否 能 够 满足 上 面 的 要 求 ? 利用 AMPL 和 Excel 规划 求解 
来 解决 这 个 问题 . 


图 6.37 ”习题 6.4C 第 3 题 中 的 网 络 


6.5 ”关键 路 径 方法 和 计划 评审 技术 


CPMI(Critical Path Method, 关键 路 径 方法 ) 和 PERT(Program Evaluation and 
Review Technique, 计划 评审 技术 ) 是 利用 网 络 为 基础 的 方法 , 用 于 帮助 制定 项 目的 
计划 、 时 间 表 以 及 项 目的 管理 . 一 个 项 目 是 由 一 组 相互 关联 的 活动 组 成 ; 其 中 每 项 
活动 都 会 消耗 相应 的 时 间 和 资源 . CPM 和 PERT 的 目标 就 是 给 这 些 活动 设计 一 个 
合理 的 安排 . 图 6.38 给 出 了 这 两 种 方法 的 基本 工作 框架 . 首先 , 需要 定义 项 目 中 的 
所 有 活动 、 它 们 之 间 的 先后 顺序 关系 , 以 及 每 个 活动 的 耗 时 . 其次, 根据 活动 之 间 
的 关系 构建 网 络 . 再 次 , 为 该 项 目 计算 并 规划 出 相应 的 时 间 表 . 但 是 在 实际 计划 执 
行 中 , 由 于 某 些 活动 的 提前 完成 或 者 延误 完成 , 使 得 执行 的 过 程 并 非 完全 按照 事件 
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指定 的 顺序 , 在 这 种 情况 下 , 项 目 时 间 表 需要 修正 来 与 实际 相 吻 合 . 这 也 正 是 图 中 
为 什么 要 在 时 间 表 阶段 与 构建 网 络 阶段 之 间 包 含 一 个 反馈 的 环 , 如 图 6.38. 


图 6.38 应 用 CPM-PERT 指定 项 目 计划 的 框图 


CPM 和 PERT 是 两 个 相互 的 独立 方法 , 区 别 就 是 CPM 用 于 解决 活动 耗 时 确 
定 的 情形 , 而 PERT 是 用 于 耗 时 不 确定 的 情形 . 首先 介绍 CPM, 然后 再 详细 介绍 
PERT. 


6.5.1 ”网络 表示 


项 目 中 的 每 一 项 活动 用 一 条 弧 表示 , 弧 的 方向 就 是 项 目 进 行 的 方向 . 网 络 中 的 
节点 表示 不 同 活动 之 间 的 先后 关系 

在 建立 网 络 的 时 候 需 要 遵守 下 面 3 条 原则 . 
原则 1 ”每 一 项 活动 都 恰好 用 一 条 弧 表 示 - 
原则 2 ”每 一 项 活动 都 必须 由 两 个 不 同 的 端点 唯一 确定 . 

图 6.39 给 出 了 如 何 引入 一 项 虚拟 的 活动 来 表示 两 项 同时 执行 的 活动 A 和 B. 
定义 虚拟 活动 一 般 都 是 用 一 条 虚线 表示 , 并 且 虚拟 活动 消耗 的 时 间 和 资源 都 是 0. 
为 了 保证 活动 A 和 B 发 生 的 同时 性 , 需要 按照 图 6.39 给 出 的 4 种 方法 之 一 来 插 
入 一 项 虚拟 活动 , 这 样 做 之 后 , 就 可 以 保证 两 项 活动 A 和 B 都 有 唯一 确定 的 端点 
(满足 原则 2). 


1 
i 
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原则 3 ”为 了 保证 活动 之 间 正确 的 先后 关系 , 在 将 每 一 项 活动 加 入 到 网 络 中 时 需 
要 回答 下 面 的 几 个 问题 : 

(a) 哪些 活动 必须 在 当前 活动 之 前 执行 ? 

(b) 哪些 活动 需要 紧 接 在 当前 的 活动 后 执行 ? 

(c) 哪些 活动 必须 与 当前 的 活动 同时 执行 ? 

要 回答 上 面 的 问题 需要 引入 一 些 虚拟 活动 来 保证 活动 之 间 正确 的 先后 关系 . 例 
如 , 考虑 下 面 项 目的 一 个 部 分 : 

(1) 在 活动 A 和 B 完成 之 后 立刻 执行 活动 C. 

(2) 活动 E 只 需要 在 活动 B 完成 之 后 就 可 以 执行 . 
对 于 这 个 问题 , 图 6.40 中 (a) 给 出 了 不 正确 的 先后 关系 表示 , 因为 从 这 种 表示 可 以 
看 出 , 活动 E 也 同样 是 要 求 在 活动 A 和 活动 B 都 完成 之 后 才 可 以 开始 执行 . 在 (b) 
中 , 通过 引入 一 个 虚拟 的 活动 D 解决 了 这 个 问题 . 


(9) ©) 
图 6.40 ”利用 虚拟 活动 来 保证 活动 之 间 正 确 的 先后 关系 


例 6.5-1 

出 版 商 与 一 位 作者 签订 了 一 份 出 版 一 本 教科 书 的 合同 . 下 表 给 出 了 出 版 这 本 教 
科 书 的 相关 (简化 的 ) 活动 . 作者 需要 向 出 版 商 提 供 教科 书 原稿 的 打印 版 和 电子 版 . 
建立 这 个 项 目 相应 的 网 络 . 


活动 之 前 雪 要 完成 的 活动 — 持续 时 间 ( 周 数 ) 
A: 编辑 对 原稿 的 校对 一 3 
B: 准备 样张 


C 教科 书 封面 设计 
D: 准备 插图 


gmm | || 


2 
4 
3 
E: 作者 对 编辑 原稿 和 样张 的 建议 B 2 
F: 教科 书 排版 4 
G: 作者 对 排版 清 样 的 审阅 2 
H: 作者 对 插图 的 审阅 1 
下 印刷 版 面 的 生产 GH 2 
J: 教科 书 的 印刷 和 装订 Cl 4 


图 6.41 给 出 了 用 网 络 描述 这 些 活动 之 间 的 先后 关系 . 虚拟 活动 (2,3) 保证 了 同 
时 执行 的 活动 A 和 B 有 唯一 确定 的 端点 . 按照 项 目的 执行 进程 , 用 升序 的 数字 表 
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示 各 个 节点 会 非常 方便 - 


图 6.41 例 6.5-1 中 的 项 目 网 络 


习题 6.5 A 


1. 


3. 


根据 下 面 给 出 的 活动 A 到 活动 L 之 间 的 先后 关系 建立 项 目 网 络 : 
(a) 项 目 开 始 的 3 项 活动 A, B, C 可 以 同时 执行 . 

(b) A fI B D 之 前 . 

(c) B 在 E, F, 也 之 前 . 

(d) FP 和 C 在 G 之 前 . 

(e) 已 和 了 HH 在 1 和 J 之 前 

(f) C, D, F, J 在 K 之 前 . 

(g) K 在 工 之 前 . 

(h) 1, G, L 是 项 目 最 后 的 3 项 活动 . 


. 根据 下 面 给 出 的 活动 A 到 P 之 间 的 先后 关系 建立 项 目 网 络 : 


(a) 项 目 开始 的 3 项 活动 A, B, C 可 以 同时 执行. 

(b) D, £, F Æ A ZH. 

() [和 G 在 B 和 D 之 后 . 

(d) HEC 和 G ZR. 

(e) K 和 工 在 1 之 后 . 

(M J&ER B2 

(g) M 和 N 在 F 之 后 , 同时 必须 在 EE 和 H 完成 之 后 才能 执行 
(h) O EM 和 1 之 后 . 

(i) P 在 J,L,O 之 后 . 

O) K, N, P 是 项 目的 最 后 3 项 活动. 


一 幢 建 筑 的 地 基 可 以 通过 4 个 相继 的 阶段 完成 . 每 个 阶段 的 活动 包括 (1) 挖掘 ; (2) 放置 
钢筋 ; (3) 灌注 混凝土 . 每 个 阶段 的 控 气 只 有 当 它 前 一 个 阶段 全 部 完成 之 后 才能 进行 , 同样 


对 灌注 混凝土 也 是 一 样 . 根据 这 个 问题 建立 项 目 网 络 . 


.在 第 3 题 中 , 假定 铺设 管道 工作 的 1096 可 以 与 第 一 阶段 的 控 据 同时 进行 , 但 必须 在 灌注 混 


凝 土 之 前 . 在 地 基 的 每 一 个 阶段 完成 之 后 , 如 果 先 前 596 的 铺设 管道 工作 已 经 完成 ,那么 另 
外 的 5% 也 可 以 进行 . 剩余 的 铺设 管道 的 工作 可 以 在 项 目的 最 后 进行 . 根据 这 个 问题 建立 


项 目 网 络 . 


做 一 项 民意 调查 需要 有 : 设计 和 印刷 调查 问卷 , 招募 和 培训 人 员 , 选择 参与 者 , 邮寄 调查 问 
A, 以 及 分 析 反馈 的 数据 . 说 明 这 些 活动 的 先后 关系 假设 , 并 根据 这 些 假设 建立 项 目 网 络 . 


下 表 中 描述 了 建造 一 个 新 房 的 各 项 活动 . 根据 这 些 信 息 建立 项 目 网 络 . 
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话 动 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (X30 


隔离 墙壁 和 天 花 板 
淡妆 墙壁 和 天 花 板 
隔离 屋顶 

内 部 完工 

外 部 完工 

美化 


BepOTOZÉUCZe--mzO"DOOSPD» 
i 
& 
到 


T. 某 公司 正在 筹备 投资 生产 一 种 新 产品 的 预算 , 下 表 给 出 了 相关 的 活动 以 及 所 消耗 的 时 间 . 
根据 这 个 问题 建立 项 目 网 络 . 


[7] 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (天 ! 
A 预计 销售 量 一 10 
B: 研究 竞争 的 市 场 z T 
c: 设计 样品 和 设备 A 5 
D: 准备 生产 计划 c 3 
E: 估计 生产 产品 的 成 本 D 2 
F: 产品 定价 B.E 1 
G: 准备 预算 EF a 


8. 下 表 列 出 了 为 一 只 烛光 合唱 团 提供 服务 的 各 项 活动 , 根据 这 个 问题 建立 项 目 网 络 . 


活动 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (天 数 ) 
选择 音乐 一 2 
学 习 音 乐 A 14 
制作 拷贝 和 购买 书籍 A 14 
预演 B, 
排练 D 70 
D 
F 
D 
D 


-"EzOT7PUOEPr 
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( 续 ) 

活动 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (天 数 ) 
3: 检查 扩 音 系统 D T 
K: 选择 音乐 声带 J E 
L: 安装 扩 音 系统 K * 
M: 最 后 的 排练 EGL 1 
N: 合唱 晚会 H, L, M 1 
0: 最 终 计划 LN 1 


9. 由 于 道路 拓宽 , 需要 重新 铺设 1 700 英尺 长 的 13.8 kV 的 架空 基础 线路 , 下 表 列 出 了 这 项 
工程 的 一 些 主要 活动 . 根据 这 个 问题 建立 项 目 网 络 . 


活动 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (天 数 ) 
工作 调查 
建议 居民 做 好 暂时 停电 准备 
物料 储备 


移 走 旧 的 导线 Q 
移 走 旧 的 电 杆 s 
将 剩余 材料 运 回 仓库 RT 


CEPET ELEELE EEEIEE 
a 
e 
E 
Ei 
s 
Š 
"um 


z 
* 
& 
E 
P 
E 
z 
o 
NO ied ds 


10. 下 表 列 出 了 购买 一 辆 新 车 时 需要 做 的 一 些 活动 . 建立 这 个 问题 的 项 目 网 络 . 


活动 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (天 数 ) 
购买 汽车 之 前 的 可 行 性 分 析 3 
找 出 当前 汽车 可 能 的 买主 
列 出 可 供 购买 的 车 型 
考察 每 一 款 可 供 购买 的 车 型 
与 供应 商 接触 
收集 商人 宣传 材料 
汇编 相关 数据 
选择 3 款 比较 钟爱 的 车 型 
测试 这 3 款 车 型 


"zossvosr 
B 
momoao»»| 


" 
ro 
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( 续 ) 


活动 之 前 需要 完成 的 活动 持续 时 间 (天 数 ) 
天 收集 这 3 种 车 型 的 认证 与 价格 信息 H 2 
K: 选择 其 中 一 种 车 型 12 2 
Loo 选择 供应 商 K 2 
M: 选择 喜欢 的 颜色 与 其 他 参数 工 4 
N 再 一 次 测试 选中 的 车 型 L 1 
o: 购买 新 车 BMN 3 


6.5.2 ”关键 路 径 (CPM) 的 计算 


CPM 的 最 终结 果 是 要 建立 某 个 项 目的 活动 时 间 表 (如 图 6.38). 为 了 方便 地 达 
到 这 个 目标 , 我 们 执行 一 些 特殊 的 计算 来 得 到 下 面 的 信息 : 

(1) 完成 一 个 项 目 总 的 持续 时 间 ; 

(2) 将 项 目 中 的 所 有 活动 分 成 关键 的 和 非 关键 的 . 

如 果 一 项 活动 的 开始 时 间 和 结束 时 间 不 允许 有 误差, 那么 这 个 活动 就 称 为 关键 
的 (critical). 而 非 关键 (noncritical) 的 活动 则 允许 有 计划 安排 方面 的 松弛 , 以 便于 
在 不 影响 整个 项 目 完成 时 间 的 前 提 下 , 这 项 活动 的 开始 时 间 在 限制 时 间 内 可 以 提前 
或 者 延 后 . 

为 了 执行 计算 中 的 需要 , 我 们 定义 事件 (event) 为 一 项 活动 结束 而 另 一 项 活动 
开始 的 时 刻 , 在 网 络 表示 中 , 一 个 事件 对 应 一 个 节点 . 定义 


D, - WF j 最 时 的 发 生 时 间 
Ai= 事 件 j 最 晚 的 发 生 时 间 
Day = 活动 (i,j) 的 持续 时 间 


定义 指明 了 事件 ; 相对 于 整个 项 目的 最 早 和 最 晓 的 发 生 时 间 . 关键 路 径 的 计算 过 程 
分 为 两 个 步 又 : 正 推 法 (forward pass) 确定 事件 的 好 时 发 生 时 间 , EHE (backward 
pass) 计算 事件 的 最 晓 发 生 时 间 . 
正 推 法 (最 早 发 生 时 间 , 口 计算 过 程 从 节点 1 开始 , 递归 到 终止 节点 n. 

初始 4 口 , = 0, 表示 整个 项 目 从 时 刻 0 开始 . 

一 般 的 第 j 步 给 定 节点 p,q,… ,v 是 通过 入 张 活动 (p, j) (9,3). w) 
接连 接 到 节点 j 上 , 并 且 事 件 (节点 ) p,q,… ,v 的 最 早 发 生 时 间 已 经 求 出 , 那么 事 
件 j 的 最 早 发 生 时 间 可 以 通过 下 面 的 式 子 求 出 : 


O; = max(D, + Dpj, D, + Do, --- D + Dos} 


当 求 出 节点 n 的 Ou, 正 推 法 结束 . 根据 定义 , D, 代表 了 到 节点 j 最 长 的 路 径 
(持续 时 间 ). 
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逆 推 法 (最 晚 发 生 时 间 ，^A) ” 紧 接着 正 推 法 的 完成 , 逆 推 法 的 计算 过 程 是 从 节点 n 
开始 到 节点 1 为 止 . 

初始 令 An = 口 , 表示 项 目 中 最 后 一 个 节点 的 最 早 发 生 时 间 与 最 晚 发 生 时 
间 相 同 . 

一 般 的 第 j 步 。 给 定 节点 p,q,… ,v 是 通过 出 绝活 动 (j,p),(j,q),… , (jv) 直 
接连 接 到 节点 j E, 并 且 事件 (节点 )p,q,… ,v 的 最 晚 发 生 时 间 已 经 求 出 , 那么 事 
件 j 的 最 晚 发 生 时 间 可 以 通过 下 面 的 式 子 求 出 : 


Aj = min(A, - Djp, Aq - Dj, , Av — Dj) 


当 求 出 节点 1 的 As, WEAR. 此 时 , Ai = D 
根据 上 面 的 计算 结果 , 如 果 满足 下 面 的 条 件 , 那么 活动 (i,j) 就 是 关键 的 . 
() A= 
(2) 4, =0; 
(9) A- Ai = D - C, = Dy 
这 3 个 条 件 说 明了 端点 i 和 端点 j 的 最 早 和 最 晚 发 生 时 间 相 等 , 并 且 持 续 时 间 Du 
严格 地 满足 指定 的 时 间 限制 . 所 有 不 满足 这 3 个 条 件 的 活动 都 称 为 非 关键 的 . 
根据 定义 可 以 知道, 网 络 中 关键 的 活动 一 定 可 以 组 成 一 条 不 间断 的 路 径 ,从 开 


始 到 终止 贯穿 整个 网 络 . 
例 6.5-2 
确定 图 6.42 所 示 的 项 目 网 络 中 的 关键 路 径 . 所 有 持续 时 间 按 天 数 计算 . 
mx 
正 推 法 ， 口 -…-*[ 
& Une AeA 
关键 路 径 : CO) CD 


图 6.42 例 6.5-2 中 项 目的 正 推 法 和 逆 推 法 的 计算 过 程 


260 第 6 章 网 络 模型 


正 推 法 

节点 1 令 口 =0 

节点 2 D -U-Da3-045-5 

节点 3 D= max{D + Dis, Co + Dos) = max{0 +6,5 +3} =8 

节点 4 Di=Dz+Dos=5+8=13 

节点 5 Ds = max{D + Das,D + Das) = max{8 + 2, 13 +0} = 13 

节点 6 Os = max{Ds + Das, Cla + Das; Os + Dse} 

=max{8+11,13+1,13+12} =25 

计算 结果 显示 项 目 可 以 在 25 天 内 完成 . 

逆 推 法 

节点 6 $ Ae=De=25 

节点 5 As= Ae- Ds =25-12=13 
min{As — Dao, As — Das) = min(25 — 1,13—0) = 13 
min(As — Dss, As — Dss) = min(25 — 11,13 — 2} = 11 
min(A4 — Dz, As — Dos) = min(13 — 8,11 — 3} = 5 

节点 A = min{fAs - Dis A — Di2} = min(11 — 6,5 - 5} = 0 
最 终 计 算 结果 总 是 A = 0. 

正 推 法 和 逆 推 法 的 整个 计算 过 程 都 可 以 在 网 络 上 直接 进行 如 图 6.42 所 示 . 
根据 确定 关键 路 径 的 规则 ， 可 以 得 到 网 络 的 关键 路 径 是 15 2 一 4 一 5 一 6， 
这 正 是 所 需要 的 贯穿 了 从 开始 (节点 1) 到 终止 (节点 6) 的 整个 网 络 ， 关 键 活动 
[(1,2), (2,4), (4,5), (5,6)) 的 总 持续 时 间 等 于 项 目的 持续 时 间 (=25 R). 注意 到 活动 
(4,6) 满足 成 为 关键 活动 的 前 2 个 条 件 (As = Da = 13 和 As = O; = 25), 但 是 不 
满足 第 3 个 条 件 (Ce — Ca # Dua), 因此 这 个 活动 是 非 关键 的 . 
习题 6.5B 


“1， 确 定 图 6.43 给 出 的 项 目 网 络 的 关键 路 径 . 


图 6.43 习题 6.5B 第 1 题 的 项 目 网 络 
2. 确定 图 6.44 给 出 的 项 目 网 络 的 关键 路 径 . 
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项 目 (a) 项 目 (b) 
图 6.44 习题 6.5B 第 2 题 的 项 目 网 络 


3. 确定 习题 6.5A 第 6 题 中 项 目的 关键 路 径 . 
4. 确定 习题 6.5A 第 8 题 中 项 目的 关键 路 径 . 
5. 确定 习题 6.5A 第 9 题 中 项 目的 关键 路 径 . 
6. 确定 习题 6.5A 第 10 题 中 项 目的 关键 路 径 . 


6.5.3 ”建立 时 间 表 


这 一 节 中 介绍 如 何 根据 6.5.2 节 中 得 到 的 计算 结果 建立 活动 的 时 间 表 . 对 活动 
(5,3), D, 表示 有 最 时 开始 时 间 ，Ai 表示 最 晚 完成 时 间 ， 那么 区 间 (O, A) 代表 了 在 
不 延误 整个 项 目的 前 提 下 , 活动 (i,j) 可 以 安排 进行 的 最 大 跨度 区 间 . 
建立 初步 的 时 间 表 ”我 们 通过 一 个 例题 来 讲解 如 何 建立 一 个 砌 步 的 时 间 表 . 

例 6.5-3 

确定 例 6.5-2( 图 6.42) 中 项 目的 时 间 表 . 

我 们 可 以 得 到 项 目 中 不 同 活动 的 初步 时 间 表 , 用 来 描绘 各 个 活动 各 自 的 时 间 跨 
度 区 间 , 如 图 6.45 所 示 , 从 图 中 可 以 得 到 下 面 的 两 点 结论 . 

(1) 关键 活动 (图 中 实 线 表示 ) 一 定 是 从 左 到 右 一 个 接着 一 个 地 排列 , 使 得 项 目 
的 完成 时 间 在 指定 的 25 天 内 . 

(2) 非 关键 活动 (图 中 虚线 表示 ) 有 比 它们 各 自持 续 时 间 要 长 的 一 个 时 间 跨度 
区 间 , 因此 在 时 间 表 中 在 它们 各 自 的 时 间 跨 度 区 间 内 允许 有 时 间 延 迟 (或 者 误差 ), 

对 于 每 一 个 非 关键 活动 如 何在 它 允许 的 时 间 跨 度 区 间 上 建立 时 间 表 ? 一 般 地 ， 
人 们 希望 每 一 个 非 关键 活动 都 可 以 尽 可 能 早 地 进行 . 按照 这 种 方法 , 松弛 阶段 还 是 
会 有 助 于 在 安排 完 活动 之 后 来 减少 执行 活动 中 不 必要 的 延误 时 间 . 然而 , 也 会 有 某 
个 非 关键 的 活动 只 能 在 它 的 最 早 允 许 开始 时 间 之 后 执行 的 情况 ， 例 如 , 在 图 6.45 
中 , 假定 每 一 个 非 关键 活动 E 和 下 执行 时 都 需要 1 台 推土机 , 然而 当前 只 有 1 台 
推土机 , 所 以 E 和 下 不 能 同时 进行 , 要 想 同时 在 最 早 的 第 8 天 到 第 10 天 进行 则 需 
要 2 台 推土机 . 因此 为 了 避免 冲突 , 只 能 首先 将 活动 E 的 开始 时 间 定 在 第 8 天 , 然 
后 把 活动 F 的 开始 时 间 放 在 第 10 天 到 第 14 天 之 间 - 
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关键 活动 


非 关键 活动 


图 6.45 946.52 中 项 目的 初步 时 间 表 


如 果 所 有 的 非 关 键 活动 都 可 以 按照 各 自 最 早 的 开始 时 间 进行 安排 , 那么 得 到 的 
时 间 表 当然 是 可 行 的 . 否则 , 如 果 某 个 非 关键 活动 的 开始 时 间 不 是 它 的 最 早 开始 时 
Ti], 那么 就 可 能 使 得 活动 之 间 的 关系 受到 破坏 . 例如 , 图 6.45 中 的 活动 C 和 E. 在 
项 目 网 络 中 (图 6.42), BUR C 必须 在 E 之 前 完成 , 但 是 从 图 6.45 中 CA E 的 时 
间 跨 度 区 间 可 以 看 出 , 活动 C 可 以 安排 在 第 6 天 到 第 9 天 之 间 , E. 可 以 安排 在 第 8 
天 到 第 10 天 之 间 , 这 会 违背 C 在 E 之 前 的 要 求 . 需要 用 一 面 “红旗 ”来 自动 地 标 
示 出 时 间 表 的 冲突 , 这 样 的 信息 需要 计算 每 一 项 非 关 键 活动 的 溯 动 数 . 


浮动 数 的 确定 ”浮动 数 表示 非 关 键 活动 的 所 分 配 跨度 区 间 内 的 可 用 松弛 时 间 , 最 
普通 的 是 总 浮动 数 (total float) 和 自由 浮动 数 (free float) 

图 6.46 给 出 了 计算 一 项 活动 (i,j) 的 总 浮动 数 (TFiy) 和 自由 浮动 数 (FF) 的 
简便 方法 . 活动 (i,j) 的 总 浮动 数 就 是 , 从 事件 i 骤 早 发 生 时 间 到 事件 j RERE 
时 间 的 跨度 区 间 减 去 活动 (i,j) 的 持续 时 间 , 也 就 是 ， 

TFy = A; - i - Dy 
自由 浮动 数 是 从 事件 ;最早 发 生 时 间 到 事件 j 3322 ^E fS] (P E IR] e 8527 
(1,3) 的 持续 时 间 , 也 就 是 ， 
FF 2 0; - 0 -Dy 
根据 定义 可 知 FF; «TF. 
标记 红旗 的 原则 对 于 一 个 非 关键 活动 (i,j)， 

(a) $ FFy = TFyj 时 ,可 以 将 这 项 活动 安排 在 它 的 百度 区 间 (Dj,Aj) 中 的 任 

何 位 置 , 而 不 会 造成 时 间 冲 突 - 
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(b) 当 FFy < TF;; B, 这 项 活动 的 开始 时 刻 相 对 于 它 的 最 早 开始 时 间 (0) 
而 言 ,在 不 会 造成 排序 冲突 的 前 提 下 最 多 可 以 延迟 PP， 如 果 延 迟 时 间 超过 了 
Fy( 同 时 不 超过 了 Fij), 那么 离开 节点 j 的 所 有 活动 的 开始 时 间 一 定 也 会 延迟 同 
样 长 的 时 间 . 


图 6.46 总 浮动 数 和 自由 浮动 数 的 计算 


这 个 原则 就 暗示 出 如 果 一 个 非 关键 活动 (i,j) 满足 FF < TFij, 那么 它 将 被 
标记 红旗 . 红旗 标记 的 重要 性 体现 在 , 对 于 需要 延误 某 个 活动 的 开始 时 间 超出 它 的 
最 早 开始 时 间 (D) 的 情况 , 在 这 种 情况 下 , 为 了 避免 时 间 冲 突 , 需要 特别 注意 离开 
节点 j 的 所 有 其 他 活动 的 开始 时 间 . 


例 6.5-4 
计算 例 6.5-2 网 络 中 非 关键 活动 的 浮动 数 , 并 讨论 它们 在 最 终 得 到 项 目 活动 时 
间 表 中 的 用 途 . 
下 表 汇 总 了 总 浮动 数 和 自由 浮动 数 的 计算 结果 . 也 可 以 更 加 方便 地 直接 在 图 
6.42 中 的 网 络 上 计算 . 
XU RENN BHARA ANNARA 
6 


3 

E(5) 2 

F(36) n 

4,6) 1 25-13—1=1 

根据 计算 结果 由 于 活动 B 和 C 对 应 的 FF < TF, 所 有 它们 被 标记 红旗 . 剩余 

的 活动 (E, F, G) 满足 FF = TF, 所 以 它们 可 以 分 配 在 相应 最 早 开始 时 间 和 最 晚 
完成 时 间 中 的 任何 一 个 时 刻 开 始 . 

为 了 演示 标记 红旗 活动 的 重要 性 , 我 们 以 活动 B AA. 因为 它 的 TF = 5X, 
那么 这 个 活动 的 开始 时 间 最 早 可 以 在 时 刻 0, 最 晚 在 第 5 天 (如 图 6.45 Bis). 同时 
又 因为 FF = 2 R, 所 以 活动 B 的 开始 时 间 可 以 在 0 到 2 的 任何 一 个 时 刻 , 同时 不 
会 影响 接 下 来 的 活动 E 和 F. 然而 , 如 果 活 动 B 必须 在 时 刻 2+ d(« 5) 开始 , 那么 
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紧 接 着 的 两 个 活动 E 和 F 的 开始 时 间 一 定 要 比 它 的 最 早 开始 时 间 (= 8) 至 少 推迟 
d. 按照 这 种 方法 , 就 可 以 保持 活动 B 与 活动 E 和 下 的 相继 关系 . 

再 看 红旗 标记 的 活动 C, 注意 到 它 对 应 的 FF = 0. 这 就 意味 着 活动 C 相对 于 
它 最 早 开 始 时 间 的 任何 长 度 的 延迟 , 都 会 导致 活动 E 和 下 至 少 同样 长 度 的 延迟 . 


TORA 程序 

TORA 提供 了 计算 CPM 和 建立 时 间 表 的 工具 , 为 利用 这 些 工具 : A 
( 主 菜单 ) 中 选择 Dopa- OPPA]. 在 丛 出 窗口 中 ， 
用 户 可 以 选择 JOMPIORIISHORS, 来 进行 正 推 法 、 逆 推 法 和 浮动 数 的 一 步 步 计算 , 
也 可 以 选择 [EREBSNGHS 来 建立 时 间 表 . 

文件 toraEX6.5-2.txt 提供 了 以 例 6.5-2 中 数据 为 基础 的 TORA 实例 . 如 果 用 
户 选择 应 用 RESE 选项 来 产生 输出 , TORA 将 会 提供 详细 的 计算 正 推 法 和 逆 
推 法 的 过 程 

图 6.47 给 出 了 对 于 例 6.5-2 中 项 目的 数据 , 选择 ONIBERE 产生 的 时 
T8138. 默认 生成 的 图 表 是 对 所 有 的 非 关键 活动 做 出 的 尽量 早 的 安排 .当然 读者 也 可 
以 利用 屏幕 左下 方 的 自 解释 列表 , 来 更 多 地 了 解 如 果 延 迟 一 个 非 关 键 活动 的 开始 时 
间 , 将 会 有 什么 样 的 影响 . 这 种 延迟 影响 可 以 通过 带 有 解释 语句 的 图 表 直接 显示 出 
来. 例如 , 如 果 活动 B 的 开始 时 间 延 误 了 超过 2 R, 紧 接着 的 活动 EB 和 F 的 延迟 
时 间 就 等 于 B 延 训 时 间 与 它 自由 浮动 数 之 间 的 差 . 特别 地 , 已 知 B 的 自由 浮动 数 
是 2 R, 如 果 B 的 延迟 时 间 是 3 K, 那么 E 和 下 的 延迟 时 间 至 少 是 3 -2 = 1 天 ， 
如 图 6.47 给 出 了 详细 的 结果 


图 6.47 TORA 求解 例 6.5-2 得 到 的 结果 (文件 toraEx6.5-2.txt) 


var xfi dn 1 
var ET in 1.2 
var LTG in 1. 
var TF( in 1. 
var FF(i dn 1. 


J in fros[3]); 
» j in froali]}; 


data; 
param n:=6; 
paran D: 123456: 
178924 
LT. M 

MY EU 


for {i in 1.5) {let froa[i]:«(j in 1..n: 
for {j in 1.5) {lot intolj]:={1 in 1..n4 


DU, 315-0); 
Di, 31»-0)); 


#----- nodes earliest and latest times and floats 
let ETI1] :=0; Wearliest node time 
for {i in 2..n}let ET(i]:-max(j in into[1])CET[]] 5D[),12); 


let LT(n] r-ET(n] ; Mlatest node time 
torfi in n-1..1 by -1)let LT(i]:emin(j ir fron] LT[3]-D(1,3); 


printf "Lis-Kis X5s X5s X5s ss X5s 35s 35e \n\n", 
"EC" , "LS" , "LC" , "TF", "FF" »Ex6.6-2out.txt; 
4 in froa[]) 


for {4 in 1.. 
i 

let TF[i, j] ieLT[] -ET (3]-0[4,3] ; 

let Fi, J) teETL]-ET[S]-3,3] ; 

printf "Lüi-kii 35i X51 X51 351 XSi 351 351 Xas\n" 

3,3,DE,3] ET[ TCA) +DL, 5 LT] -DS, 4] LT) ,TFÉS, 3] FF LS, 3] 
if TFLi,j]«O then "c* else ~ " »Ex6.6-2out.txt; 

Y 


图 648 求解 例 6.5-2 的 AMPL 模型 (文件 amplEx6.5-2.txt) 
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AMPL 程序 

图 6.48 提供 了 求解 CPM 的 AMPL 模型 (文件 amplEx6.5-2.txt), 这 个 模型 使 
用 的 是 例 6.5-2 的 数据 . 因为 这 个 AMPL 模型 使 用 了 索引 集合 并 且 不 需要 优化 , 所 
以 它 是 唯一 的 . 实质 上 , 不 需要 solver 命令 , AMPL 的 实现 非常 类 似 与 纯 的 程序 语 
È Basic 或 者 C. 

在 计算 CPM 的 时 候 , 为 了 表示 网 络 需要 对 每 一 个 节点 引入 两 个 索引 集 : into 和 
fron. 对 于 节点 1, 集 into[i] 表 示 所 有 流向 i 的 节点 集合 , 集 from[i] 表 示 所 有 从 i 可 
以 到 达 的 节点 集合 . 例如 , 在 例 6.5-2 中 , from[1]={2,3}，into[1] 是 空 集 . 

可 以 通过 下 面 的 方法 得 到 模型 中 的 子 集 from 和 into; 由 于 CPM 网 络 引入 虚 
拟 活动 时 p Ci , 33 8T UU 0, 因此 对 于 网 络 中 所 有 不 存在 的 弧 设 定 Di,j] 的 默认 值 为 
—1. 集 from[i] 就 表示 集 {1..n} 中 所 有 满足 p[i,j] >=0 的 节点 j 组 成 的 集合 . 也 就 是 
说 集 from[i] 可 以 定义 为 子 集 {j in 1..n:D[i,j]>=0}. 同样 的 道理 可 以 用 于 确定 
子 集 into[i]. 给 定 了 数据 D[i,j], 如 图 6.48 所 示 , AMPL 模型 利用 下 面 两 条 语句 ， 
自动 地 确定 出 这 两 个 集 : 

for {i in 1..n} (let from[i]:={j in 1..n:D[i,j]>=0}}; 
for {j in 1..n) {let into[j]:={i in 1. i,j]>=0}}; 

一 旦 确定 出 了 集 from 和 into, 模型 利用 正 推 法 可 以 计算 出 最 早 开始 时 间 , ETC]. 
在 这 之 后 , 可 以 通过 下 面 的 语句 初始 化 道 推 法 : 

let LT[n] :=ET[n]; 
模型 剩余 的 任务 就 是 要 得 到 如 图 6.49 所 示 的 输出 结果 . 这 个 输出 结果 给 出 了 绘制 
CPM 图 表 所 需要 的 所 有 数据 , 这 一 部 分 利用 的 是 例 6.5-2 和 例 6.5-4 的 计算 结果 . 


1 D ES EC 18 lC TF FF 


oonnose 
Li 
z 
LI 


3-6 1 
4-6 i13 13 13 e 
4-6 1 14 24 25 1 1 

5-6 12 25 13 25 0 o c 


图 6.49 例 6.5-2 对 应 的 AMPL 模型 的 输出 结果 (文件 amplEx6.5-2.txt) 


习题 6.5C 
1. 给 定 一 项 持续 时 间 为 Di 的 活动 (i, 7), 以 及 它 的 最 早 开始 时 间 D, 和 最 晚 完成 时 间 和;， 
求 这 项 活动 的 最 早 完成 时 间 和 最 晚 开 始 时 间 . 
2。 一 项 关键 活动 的 总 浮动 数 和 自由 浮动 数 的 含义 是 什么 ? 并 给 出 解释 . 
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*3. 对 于 下 面 的 每 一 项 活动 , 在 允许 紧 接着 它 的 活动 可 以 安排 在 相应 最 早 和 最 晚 完成 时 间 内 任 
意 一 个 时 刻 的 情况 下 , 确定 这 项 活动 开始 时 间 与 它 最 早 开始 时 间 的 最 大 延迟 . 
(a) TF=10, FF=10,D=4 (b) TF=10, FF=5,D=4 
(c) TF=10, FF=0,D=4 
.在 例 6.5-4 中 , 利用 浮动 数 回答 下 面 的 问题 : 
(a) 如 果 活 动 B 在 第 1 天 开始 , 活动 C 在 第 5 天 开始 , 确定 活动 E 和 F 的 最 早 开始 时 
f. 
(b) 如 果 活动 B 在 第 3 天 开始 , 活动 C 在 第 7 天 开始 , 确定 活动 E 和 F 的 最 早 开始 时 
f. 
(c) 如 果 活动 B 在 第 6 天 开始 , 这 会 对 其 他 活动 有 什么 样 的 影响 ? 
在 例 6.5-2 的 项 目 中 (如 图 6.42 所 示 ), 假定 活动 B 和 活动 的 持续 时 间 分 别 从 6 天 增加 
到 11 天 和 从 20 天 增加 到 25 X. 
(a) 确定 关键 路 径 . 
(b) 确定 网 络 中 的 总 浮动 数 和 自由 浮动 数 , 并 指出 标记 红旗 的 活动 . 
(c) 如 果 活 动 A 的 开始 时 间 为 5, 确定 活动 C, D, E, G 的 最 早 可 能 开始 时 间 . 
(d) 如 果 活动 F, G, H 都 需要 同一 种 设备 , 确定 需要 这 种 设备 的 最 小 数目 . 
6. 计算 图 6.44 中 项 目 (a) 和 (b) 的 浮动 数 并 指出 标记 红旗 的 活动 . 然后 针对 下 面 的 情况 确 
定时 间 表 ; 
项 目 (a) 
O) 活动 (1,5) 不 能 在 第 14 天 之 前 开始 - 
(i) 活动 (5,6) 和 (5, 7) 需要 使 用 同一 种 设备 , 并 且 这 种 设备 只 有 一 套 可 用 . 
(ui) 所 有 其 他 活动 都 尽量 旱地 开始 . 
An) 
(i) 活动 (1,3) 必须 安排 在 它 的 最 早 开始 时 间 , 同时 活动 (1, 2). (1,3) 和 (1, 6) 使 用 同 
一 种 特殊 的 设备 , 并 且 这 种 设备 只 有 一 套 可 用 . 
(i) 所 有 其 他 活动 都 尽量 早 地 开始 . 
6.5.4 CPM 的 线性 规划 模型 


CPM 问题 可 以 看 作 是 最 短路 径 问题 (6.3 节 ) 的 反问 题 , 实质 上 就 是 找到 一 条 
最 长 的 路 径 , 将 一 个 单位 的 流 从 开始 点 流入 并 从 终点 流出 , 所 以 可 以 利用 6.3.3 节 
中 建立 最 短路 径 问题 线性 规划 模型 的 方法 , 定义 


zy = 活动 (i,j) 上 的 流量 , 对 所 有 定义 的 i 和 j 
Dij; — 活动 (i,j) 的 持续 时 间 , 对 所 有 定义 的 i 和 j 


那么 , 线性 规划 的 目标 函数 是 


Ba AAOS Dya 
所 有 已 定 文 的 活动 (ij) 


e 
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(与 最 短路 径 问题 的 线性 规划 模型 的 不 同 之 处 就 是 目标 函数 不 再 是 最 小 化 .) 对 于 每 
一 个 节点 , 需要 一 个 约束 来 保证 流 的 守恒 : 


总 的 流入 量 = 总 的 流出 量 


所 有 的 变量 ri 都 是 非 负 的 . 
例 6.5-5 
下 面 给 出 了 例 6.5-2 项 目 问题 (图 6.42) 的 线性 规划 模型 ,其 中 节点 1 和 节点 6 
分 别 是 开始 点 和 终止 点 . 
A B c D E F ”虚拟 活动 G H 
Tu zs zas za zas aao Te zw roo 
maxi 6 6 3 8 2 n CP e TATA 
节点 1 -1 -1 
taz 1 Ed 
节点 3 1 1 T 
Ya 1 二 二 要 
vas 1 1 -1 
节点 6 1 da 


最 优 解 是 
2 = 25,zla(A) = 1 zat(D) = lzds( 虚 拟 活动 ) = 1,zso(H) = 1, 其 他 的 = 0 


根据 这 个 解 得 到 的 关键 路 径 是 A 一 D 一 虚拟 活动 — H, 并 且 项 目的 持续 时 间 
是 25 天 . 线性 规划 模型 的 解 并 不 完整 , 因为 它 只 给 出 了 关键 路 径 , 而 没有 提供 建立 
CPM 图 表 的 数据 , 然而 我 们 已 经 从 图 6.48 知道 , AMPL 可 以 在 不 求解 线性 规划 最 
优 的 情况 下 提供 所 有 需要 的 数据 . 
习题 6.5D 

1. 利用 线性 规划 模型 确定 图 6.43 中 项 目 网 络 的 关键 路 径 . 

2， 利 用 线性 规划 模型 确定 图 6.44 中 项 目 网 络 的 关键 路 径 . 
6.5.5 PERT 网 络 


与 CPM 不 同 的 是 , PERT 基于 对 活动 持续 时 间 的 -3 个 估计 : 

(1) 最 乐观 时 间 a, 在 条 件 最 好 的 情况 下 执行 所 需要 的 时 间 . 

(2) 最 可 能 时 间 m, 在 条 件 正常 的 情况 下 执行 所 需要 的 时 间 . 

(3) 最 悲观 时 间 b, 在 条 件 最 差 的 情况 下 执行 所 需要 的 时 间 . 

区 间 (a,b) 包含 了 所 有 可 能 的 活动 持续 时 间 的 估计 , 估计 值 m 在 区 间 (a,b) 上. 
根据 这 些 估计 , 那么 平均 的 持续 时 间 万 和 方差 v 可 以 近似 为: 


LELLL! 
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2 
pna v= (52) 


6 6 


可 以 直接 利用 6.5.2 节 和 6.5.3 节 中 CPM 的 计算 过 程 , 用 万 代替 单一 的 估计 值 D. 

下 面 就 可 以 估计 网 络 中 一 个 节点 j 在 事先 指定 的 调度 时 间 5; 之 前 出 现 的 概 
率 . 令 e; 表示 节点 j 最 早 发 生 的 时 间 . 由 于 从 开始 节点 到 节点 j 之 间 的 活动 的 持 
续 时 间 是 一 个 随机 变量 , 所 以 e; 也 是 一 个 随机 变量 . 假定 网 络 中 所 有 的 活动 都 是 
统计 上 独立 的 , 我 们 可 以 按照 下 面 的 方法 确定 均值 E{e;} 和 方差 var(e;). WRA 
开始 节点 到 节点 j 只 有 一 条 路 径 , 那么 均值 就 等 于 这 条 路 径 上 所 有 活动 的 期 望 持 
续 时 间 万 之 和 , 方差 等 于 这 些 活动 的 方差 v 之 和 . 但 是 , 如 果 从 开始 节点 到 节点 j 
有 多 于 一 条 的 路 径 , 那么 首先 需要 确定 最 长 路 径 持续 时 间 的 统计 分 布 , 这 是 一 个 非 
常 难 的 问题 , 因为 它 等 同 于 确定 两 个 或 者 多 个 随机 变量 中 最 大 的 一 个 变量 的 分 布 . 
所 以 在 计算 均值 E{fej} 和 方差 varfej} 时 , 我 人 有 一 个 简化 的 假设 , 那 就 是 在 所 有 
到 节点 j 的 路 径 中 选择 活动 期 望 持续 时 间 之 和 最 大 的 一 条 . 如 果 两 条 以 上 的 路 径 
拥有 相同 的 均值 , 那么 就 取 其 中 方差 最 大 的 一 条 , 因为 这 样 做 可 以 更 好 地 反映 出 不 
确定 性 , 也 就 能 够 得 到 概率 的 一 个 比较 保守 的 估计 . 

一 旦 求 出 了 一 条 到 节点 j 的 路 径 上 的 均值 BE{ej} 和 方差 varfej}, 节点 j 在 预 
先 设 定 的 时 间 S, 之 前 出 现 的 概率 就 可 以 按照 下 面 的 式 子 求 出 : 


„pfa El < S-E) 
is 6s) =r SAE < E) re ena 


n, ii Sj — E(ej) 
z= 标准 正 态 随机 变量 ， Kj = yn 


ej. 
标准 正 态 随机 变量 z 的 均值 是 0, 标准 差 是 1( 见 14.44 节 ). 由 于 e; 是 独立 随机 
变量 之 和 , 所 以 应 用 正 态 分 布 是 合理 的 . 根据 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 ( 见 14.4.4 
节 ), ey 近似 地 服从 正 态 分 布 . 
例 6.5-6 
考虑 例 6.5-2 中 的 项 目 . 为 了 避免 关键 路 径 的 重复 计算 , 按照 下 表 选 择 a, m 和 
b 的 值 , 使 得 例 65-2 中 所 有 的 i 和 j 满足 Dy = D. 


活动 ”i-j embo 活动 ”1-7 (mg 
A 1-2 G6) E 3-5 (123 
B 1-8 (468 © F 3-6 (913) 
C 2-3 (35  G 4-6 (1) 
5-6 


D 2-4 (58H) H (10,12,14) 


下 表 给 出 了 不 同 活动 的 均值 Dy 和 方差 vi;。 注意 到 对 于 一 个 虚拟 活动 有 
(a, m, b) = (0,0,0), 因此 它 的 均值 和 方差 都 是 0. 
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i-i vij 活动 i-i Ds vij 
A 1-2 5 0444 E 3-5 » oin 
B 1-3 6 0444 F 3-6 n 0.444 
c 2-3 3 0444 G 4-6 1 0.000. 
D 2-4 8 1.000 H 5-6 12 0.444 


下 面 一 个 表格 给 出 了 从 节点 1 到 其 他 不 同 节点 的 最 长 路 径 , 以 及 相应 的 均值 
和 标准 差 . 


节点 基于 持续 时 间 均 值 的 最 长 路 径 路 径 均值 路 径 标准 差 
2 1-2 5.00 0.67 
3 1-2-3 8.00 0.94 
4 1-2-4 13.00 120 
5 1-2-4-5 13.00 120 
6 1-2-4-5-6 25.00 137 


最 后 一 张 表格 计算 的 是 按照 分 析 指定 的 每 个 节点 在 时 间 5; 之 前 出 现 的 概率 . 


YA; REN WES MERRE s  K, PESK) 
z 1-2 500 oer 50 0 0500 
3 1-2-8 800 oss — 1100 319 — 0993 
4 1-2-4 1300 120 — 1200 -083 — 02033 
5 1-2-4-5 1300 120 — 13400 oss — 0797 
6  1-2-4-5-6 — 2500 1397 — 2500 0/3 07673 
TORA 模型 


TORA 提供 了 求解 PERT 的 模板 . 应 用 这 个 模板 的 方法 是 , 在 DMBIROMERU 中 

JF Project Planning > PERT-Program Evaluation mid Review Technique 在 给 
窗口 ,可 以 选择 MAM 来 计算 每 一 项 活动 的 均值 和 方差 ,或 者 选择 

TPERTICSIGUIBHORS, 来 计算 网 络 中 到 每 个 节点 最 长 路 径 的 均值 和 方差 . 文件 toraEx 
6.5-6.txt 是 求解 例 6.5-6 的 TORA 例子 - 


习题 6.5E 


1. 考虑 习题 6.5B 第 2 题 . 下 表 给 出 了 对 应 (a, m, b) 的 估计 . 求 项 目 中 不 同 节点 在 没有 延迟 
的 情况 下 执行 的 概率 . 
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项 目 (a) AH (b) 
HA (amb) 活动” (amb) | EA (wm 活动 (a m.) 


1-2 (668 3-6 G45) |1-2 039 3-7 (121314) 
1-4 (34 4-6 (4810) | 1-3 (79 4-5 (10,12,15) 
1-5 (245) 4-7 (568) | 1-4 (629 4-7 (8,1012) 
2-3 (456) 5-6 (91015) | 1-6 (29 5-6 (7811) 
2-5 (7810) 5-7 (468) | 2-3 (345) 5-7 (248) 
2-6 (8913) 6-7 (345) | 2-5 (ag)  e-7 66n 
3-4 3-4 (101520) 
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本 章 导 读 ”前 几 章 所 介绍 的 线性 规划 模型 是 基于 优化 单个 目标 函数 的 模型 . 但 
是 在 有 些 情形 下 , 往往 要 求 优化 多 个 目标 , 甚至 其 中 的 某 些 目标 是 相互 冲突 的 . 例 
如 , 政府 希望 在 减少 财政 赤字 的 同时 , 减少 个 人 所 得 税 , 在 这 样 的 一 些 情形 下 , 找到 
单个 解 使 它 同 时 能 够 优化 这 样 两 个 相互 冲突 的 目标 是 不 可 能 的 ， 目 标 规划 所 要 做 
的 就 是 , 根据 各 个 目标 的 相对 重要 程度 , 试图 寻找 一 个 折 中 的 解 . 

本 章 主要 需要 的 预备 知识 是 对 单纯 形 方法 的 基本 了 解 ， 解 决 目标 规划 有 两 种 
方法 : 权 和 法 和 设 定 优先 权 法 ， 权 和 法 是 构造 一 个 新 的 单一 目标 函数 , 它 是 由 各 个 
目标 加 权 求 和 得 到 的 ; 设 定 优先 权 法 是 从 具有 最 高 优先 级 的 目标 开始 逐个 优化 , 直 
到 最 低 优先 级 的 目标 , 并 且 每 次 优化 均 不 会 降低 较 高 优先 级 的 目标 值 . 权 和 法 的 求 
解 方法 就 像 一 个 普通 的 线性 规划 . 设 定 优先 权 法 则 还 需要 考虑 在 第 3 章 中 的 单纯 
形 算法 基础 上 的 “额外 ”算法 . 本 章 还 将 介绍 AMPL 模型 , 它 通 过 简单 地 修改 所 输 
入 的 数据 , 就 可 以 很 容易 地 把 设 定 优先 权 法 交互 应 用 到 任 一 目标 规划 的 求解 中 . 希 
望 读者 认真 学 习 这 个 模型 , 因为 它 会 有 助 于 更 好 地 理解 设 定 优先 权 法 的 思想 . 

本 章 包括 1 个 实际 应 用 的 综述 、4 个 例题 、1 个 AMPL 模型 、25 个 节 后 习题 
和 2 个 案例 . 所 有 的 案例 都 放 在 附录 E H, AMPL/Excel/Solver/TORA 的 程序 放 
在 文件 夹 ch7Files 中 . 


实际 应 用 -Mount Sinai 医院 中 的 手术 室 调配 时 间 表 问 题 

这 种 情况 出 现在 加 拿 大 , 在 那里 医疗 保险 是 强制 性 的 和 全 民 性 的 . 每 个 省 自行 
控制 主要 以 保险 费 和 税 费 组 成 的 经 费 . 在 这 样 的 制度 下 , 各 个 省 均 给 医院 拨 划一 笔 
的 年 度 预算 , 并 且 医 师 的 工资 按 论 量 计酬 制 发 放 . 这 样 的 一 种 经 费 分 配制 度 就 
会 制约 医院 的 设施 (手术 室 等 ) 的 可 用 性 , 这 反 过 来 也 促使 医师 通过 给 病人 提供 过 
度 的 服务 来 增加 自己 的 个 人 收入 .研究 的 目标 就 是 要 确定 一 个 合理 使 用 手术 室 的 
日 常 时间 表 . 这 个 问题 的 模型 是 将 目标 规划 和 整数 规划 结合 在 一 起 建立 的 ， 第 24 
章 中 的 案例 6 对 这 个 问题 有 详细 的 研究 . 
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下 面 通过 一 个 例题 来 六 述 目标 规划 的 思想 . 
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例 7.1-1 (税收 计划 )” 

Fairville 是 一 个 小 城市 , 拥有 大 约 2 万 居民 , 市 议会 需要 制定 一 张 合理 的 城市 
税率 表 . 每 年 对 于 实际 不 动 财产 的 税收 基数 是 5 亿 5 000 万 美元 , 对 于 食品 和 药品 
的 税收 基数 是 3 500 万 美元 , 对 于 一 般 销 售 业 的 税收 基数 是 5 500 万 美元 . 当地 每 
年 的 汽油 消耗 预计 是 750 万 加 仑 . 市 议会 希望 根据 下 面 4 个 主要 的 目标 确定 税率 

(1) 总 税 款 至 少 要 达到 1 600 万 美元 才能 满足 市 财政 承担 额 . 

(2) 食品 和 药品 的 税 款 不 能 超过 总 税 款 的 10%. 

(3) 一 般 销 售 业 的 税 款 不 能 超过 总 税 款 的 20%. 

(4) 汽油 税 不 能 超过 每 加 仑 2 美 分 . 

用 变量 2, n, ir, 分 别 表示 财产 的 税率 、 食 品 和 药品 的 税率 , 以 及 一 般 销售 业 
的 税率 , 用 变量 zy 表示 汽油 税 , 表示 每 加 仑 征收 re 美 分 . 那么, 市 议会 的 几 个 主 
要 目标 可 以 用 下 面 的 式 子 表示 (单位 : 100 万 美元 ): 

550z,--35z,--55z,--0.075:, > 16 (HBK) 
35zr «0.1(550z,--35z,-F55:,--0.075,) (食品 /药品 税 款 ) 
55z, < 0.2(550zp + 35z1 + 55x, + 0.07529) (一 般 销售 业 的 税 款 ) 
z,«2 (汽油 税 ) 


Tp,Tf, Ts, Tg > 0 


以 上 式 子 可 以 简化 为 
5501, 35zy-- 55z,+  0.075,216 
55zp 一 31.5z1 十 5.5zs 十 0.007 52,2 0 
110zp+ Tay- Ar, 0015zo> 0 
z,« 2 
zy r(rerQ2 0 


模型 中 的 每 一 个 不 等 式 代表 市 议会 所 希望 满足 的 一 个 目标 , 对 于 这 么 一 些 相互 
矛盾 的 目标 , 也 许 最 好 的 办 法 就 是 寻找 一 个 折 中 的 解 . 

寻找 目标 规划 的 折 中 解 最 常用 的 方法 是 , 将 每 一 个 不 等 式 转换 成 一 个 弹性 目 

标 . 如 果 需 要 的 话 , 对 应 的 这 个 弹性 目标 也 可 以 背离 相应 的 约束 . 对 于 Fairville Bt 
型 而 言 , 弹性 目标 可 以 用 下 面 的 式 子 表示 : . 

550zp 十 35rz,-- 55z,-- 0.075zo 十 sl -sf —16 

55zp — 31.57 5 5.57, -- 0.007 5zo +8; 

110zp+ Tzp— 44r, + 0.015r,--5; 


(D 这 个 例题 依据 文献 (Chissman $A, 1989). 
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ZQ8,—51—2 
ZyrpI,TrQ20 
s,s} 20, i=1,2,3,4 
由 于 非 负 变量 s7 和 st, i = 1,2,3,4, 代表 在 第 i 个 约束 中 低 于 和 高 于 右 端 项 的 一 
种 偏离 程度 , 所 以 被 称 为 偏离 变量 (deviational variable). 
根据 偏离 变量 的 定义 可 以 知道 , sF 和 s+ 是 相关 的 , 所 以 它们 不 能 同时 作为 基 
变量 .这 就 意味 着 在 单纯 形 法 的 任何 一 次 迭代 中 每 一 对 偏离 变量 最 多 只 能 有 一 个 
被 赋值 为 正 数 . 对 于 原来 的 第 i 个 形式 为 <<” 的 不 等 式 , 当 对 应 它 的 sr > 0 时 , W 
第 i 个 目标 是 满足 的 ; 当 s+ > 0 时 , 那么 第 i 个 目标 是 不 满足 的 . 本 质 上 讲 , 按照 
s 和 st 的 定义 , 可 以 根据 需要 来 满足 或 者 背离 第 i 个 目标 . 这 就 是 所 谓 的 在 寻找 
折 中 解 时 目标 规划 的 弹性 类 型 . 很 自然 地 , 一 个 好 的 折 中 解 就 是 使 得 每 个 目标 的 背 
离 量 尽 可 能 的 小 . 
在 Fairville 模型 中 , 前 3 个 约束 都 是 “> ”形式 的 不 等 式 , 第 4 个 约束 是 “<” 
形式 的 不 等 式 , 偏离 变量 51, s7, s3, 过 (在 模型 中 用 了 黑体 标 出 ) 代表 了 对 应 各 自 


此 时 模型 就 转变 成 了 在 所 有 等 式 约束 条 件 下 , 求解 使 得 上 面 这 4 个 函数 最 小 . 

如 何 优化 一 个 多 目标 (其 中 甚至 包含 某 些 相互 矛盾 的 目标 ) 的 模型 呢 ? 这 里 提 
供 两 种 方法 求解 这 种 模型 ，(1) 权 和 法 ; (2) 设 定 优 先 权 法 . 7.2 节 将 详细 讲述 这 两 
种 方法 , 它们 的 共同 之 处 都 是 将 多 个 目标 转化 为 单个 目标 . 


习题 7.1A 


*1. 在 Fairville 税 款 问题 的 模型 中 , 假定 城镇 政府 又 指定 一 项 额外 的 目标 Gs, 要 求 汽油 税 不 
低 于 总 税 款 的 10%. 再 建立 相应 的 目标 规划 模型 . 
2. NW 购物 商场 开展 一 些 特殊 的 活动 来 吸引 潜在 的 顾客 . 这 些 活动 可 以 吸引 不 同年 龄 段 的 顾 
客 : 青少年 、 中 年 人 或 者 老年 人 . 两 种 最 流行 的 活动 就 是 开展 乐队 音乐 会 和 艺术 展览 会 ,这 
两 种 活动 每 次 的 花费 分 别 是 1 500 美元 和 3 000 美元 .每 年 给 予 这 两 项 活动 的 总 经 费 是 
15 000 美元 . 商场 经 理 者 预计 这 两 项 活动 的 参加 人数 如 下 : 


p" EE 
WEO EA EFA 
FARRE 200 10 o 


艺术 展览 会 o 400 250 
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*3. 


^ 


*b. 


经 理 希 望 参加 的 青少年 、 中 年 人 和 老年 人 的 人 数 至 少 要 分 别 达到 1000 A. 1200 AM 
800 A. 把 这 个 问题 建立 成 一 个 目标 规划 模型 

在 每 个 新 学 年 到 来 的 时 候 , Ozark 大 学 招生 办 公 室 都 需要 处 理 许多 新 生 申 请 .所 有 的 申请 
被 分 为 3 部 分 : 本 州 的、 外 州 的 和 国际 的 . 本 州 的 申请 者 和 外 州 的 申请 者 中 男女 比例 分 别 
是 1:1 和 3:2, 国际 的 学 生 中 男女 比例 为 8:1. 美国 大 学 测试 (ACT) 的 分 数 是 衡量 新 生 是 
否 被 接收 的 一 个 重要 指标 . 根据 大 学 的 统计 数字 显示 , 本 州 的 、 外 州 的 和 国际 的 学 生 的 平均 
ACT 分 数 分 别 是 27、26 和 23. 对 于 新 生 班级 , 招生 办 负责 人 希望 达到 下 面 的 一 些 目标 : 

(a) 新 生 班级 的 人 数 至 少 是 1 200 A. (b) 所 有 新 生 的 平均 ACT 分 数 至 少 是 25. 

(c) 国际 的 学 生 至 少 要 占 所 有 新 生 的 1006. (d) 女生 与 男生 的 比例 至 少 是 3:4. 

(e) 外 州 的 学 生 至 少 要 占 所 有 新 生 的 20%. 

把 这 个 问题 建立 成 一 个 目标 规划 模型 . 


. Circle K 农场 每 天 消耗 一 种 特殊 的 饲料 3 DE. 这 种 饲料 是 石灰 石 、 谷物 和 大 豆 粗 粉 的 混合 


An, 它 要 满足 下 面 所 需要 的 营养 : 


(a) 95: 至 少 要 占 0.8%, 但 不 超过 1.2%. (b) KAM- 至 少 占 22%. 


(c) 纤维 : 最 多 占 5%. 
下 表 中 给 出 了 这 种 饲料 各 个 组 成 原料 中 的 营养 成 分 含量 . 
原料 每 磅 组 成 原料 中 的 营养 成 分 含量 
Li KAR LL] 
EKE 0.380 0.00 0.00 
谷物 0.001 0.08 002 
大 豆 粗 粉 0.002 0.50 0.08 


将 这 个 问题 建立 成 一 个 目标 规划 模型 , 针对 这 种 情形 谈 谈 你 对 有 关 利 用 目标 规划 建立 模型 
的 适用 范围 的 认识 . 

Mantel 公司 生产 一 种 马车 玩具 , 这 种 马车 在 最 后 装配 的 时 候 需 要 4 个 轮子 和 2 个 座位 . 生 
产 这 丙种 部 件 的 工厂 采用 每 天 3 班 生产 , 下 表 给 出 了 3 班 中 每 个 部 件 的 生产 数量 . 


班 


每 运转 一 次 生产 的 产品 数目 


轮子 座位 
1 500 300 
2 600. 280 
3 640 360 


理想 情况 下 , 生产 的 轮子 的 数量 恰好 是 座位 数量 的 2 倍 ， 然 而 , 由 于 生产 效率 随 着 班次 的 
不 同 而 不 同 , 所 以 恰好 满足 平衡 是 不 大 可 能 的 . Mantel 希望 合理 安排 每 个 班次 中 的 生产 运 
转 次 数 , 使 得 生产 的 2 种 部 件 的 不 平衡 性 尽量 小 . 由 于 生产 能 力 的 差异 , 所 以 每 一 个 班 上 
都 有 运转 次 数 的 限制 : 1 班 是 4~5 次 , 2 班 是 10~20 次 , 3 班 是 3-5 次 . 给 这 个 问题 建立 
一 个 目标 规划 模型 . 


. Camyo 制造 公司 生产 4 种 零件 , 需要 用 到 车 床 和 钻床 . 这 2 种 机 器 每 天 总 共 运转 10 个 小 


时 . 下 表 给 出 了 每 种 机 器 加 工 每 个 零件 所 需要 的 时 间 (分 钟 ): 
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ci 


10. 


11. 


1 
2 
3 
4 


vean 


生产 商 希 望 平衡 2 台 机 器 的 工作 时 间 , 使 得 这 2 台 机 器 的 工作 时 间 差 不 超 过 30 分 钟 . 市 
场 对 每 个 零件 的 需求 量 至 少 是 10 个 单位 , 另外 零件 1 的 数量 不 能 超过 零件 2 的 数量 ,给 
这 个 问题 建立 一 个 目标 规划 模型 . 

生产 2 种 产品 需要 相继 使 用 2 台 机 器 . 下 表 给 出 了 2 种 产品 每 个 单位 需要 的 机 器 加 工时 
闻 (分 钟 ): 


机 器 加 工时 间 
ne TI F2 
1 5 3 
i QÉÀ 6 2 
每 天 2 种 产品 的 生产 配额 分 别 是 80 个 和 60 个 单位 , 每 台 机 器 每 天 工作 8 小 时 , 必要 时 机 
器 也 可 以 通过 超时 工作 来 满足 生产 的 配额 . 给 这 个 问题 建立 一 个 目标 规划 模型 . 
Vista 市 医院 需要 提前 4 天 制定 一 个 分 配 剩 余 床 位 (只 要 当时 没有 被 使 用 ) 来 满足 病人 短 
暂 住 院 的 计划 , 在 一 个 4 天 的 计划 周期 内 , KE 30 个 、25 个 和 20 个 病人 需要 短暂 住院 
的 天 数 分 别 是 1 天 停留 、2 天 停留 和 3 天 停留 .在 同一 个 周期 内 , 剩余 床位 的 数目 预计 是 
20, 30, 30, 30. 建立 目标 规划 来 解决 当 医院 允许 过 量 病人 住院 和 不 允许 过 量 病人 住院 这 2 
种 情况 下 的 问题 . 


因为 Von Trapp 夫妇 都 在 一 个 新 的 城市 找到 了 工作 ,所 以 他 们 一 家 计划 搬迁 到 这 座 城市. 


为 了 选择 一 个 新 住房 的 理想 位 置 , Von Trapp 夫妇 列 出 了 他 们 的 下 面 的 儿 个 目标 

(n) 尽量 距离 Von Trapp 太太 的 工作 地 点 比较 近 (在 4 ELA). 

(b) 尽量 远离 机 场 的 噪音 (离开 机 场 至 少 10 ED). 

(c) 要 距离 商场 适当 地 近 (在 1 CELLA). 

Von Trapp 夫妇 用 城市 的 地 理 举 标 代表 每 个 候选 位 置 ,并且 标 记 出 工作 地 点 、 机 场 和 商场 
的 (z,y) 坐标 分 别 为 (1.1)、(20,15) 和 (4,7), 所 有 的 距离 单位 是 英里 ,给 这 个 问题 建立 一 
个 目标 规划 模型 .[ 注 者 ; 结果 中 的 约束 不 是 线性 的 

回归 分 析 . 在 一 次 实验 过 程 中 , 假定 y 是 第 i 个 被 观察 的 (独立 的 ) ERN, zj,1 = 
12m j = 1,2,… ,n 是 相关 自 变量 的 观测 值 . 希望 确定 一 个 线性 回归 y = bo + 
bizi 十 … 十 加 zw 氢 合 这 些 数据 , 其 中 与, = 0,1,… ,n 表示 回归 系数 . 希望 确定 所 有 的 
y, 使 得 总 的 观测 值 vs 和 估计 值 bo + D zs 之 间 的 绝对 高 差 的 总 和 最 小 给 这 个 问题 
建立 一 个 目标 规划 模型. y 

切 比 雪夫 问题 . 将 第 10 题 中 回归 模型 的 目标 变 为 通过 确定 bj 以 最 小 化 最 大 绝对 离 差 . 给 
这 个 问题 建立 一 个 目标 规划 模型 - 
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7.2 ”求解 目标 规划 的 算法 


本 节 将 介绍 求解 目标 规划 的 两 种 算法 , 这 两 种 算法 的 思想 都 是 用 单个 目标 函数 
来 代替 多 个 目标 . 在 权 和 法 (weights method) 中 , 是 将 问题 中 代表 每 个 目标 的 函数 
进行 加 权 求 和 以 得 到 单个 的 目标 函数 ， 在 设 定 优先 权 法 (preemptive method) 中 ， 
首先 是 将 所 有 的 目标 按照 重要 性 编排 一 个 顺序 , 然后 模型 最 优化 的 过 程 就 是 从 具有 
最 高 优先 级 的 目标 开始 每 次 只 优化 一 个 目标 , 并 且 使 得 对 较 高 优先 级 目标 求 出 的 值 
不 会 因为 求解 较 低 目标 时 而 减少 . 

因为 上 面 提 到 的 两 种 方法 对 于 同一 个 问题 经 常会 给 出 不 同 的 解 , 所 以 它们 是 不 
同 的 . 然而 , 并 不 能 说 这 两 种 方法 中 一 个 肯定 比 另外 一 个 好 , 因为 它们 往往 适用 于 
不 同 的 决策 问题 . 


7.2.1 权 和 法 
假定 一 个 目标 规划 模型 有 n 个 目标 , 并 且 第 i 个 目标 的 形式 为 


min Ga i-12,-,n 
权 和 法 中 定义 的 组 合 目标 函数 可 以 表示 为 
min z = w Gi + wjGa +- + wnGn 


其 中 参数 wi,i = 1,2,… ,n 是 正 的 权重 , 反映 了 决策 者 对 每 个 目标 的 相对 重要 性 的 
一 种 量化 . (lin, 当 对 于 所 有 的 i, w = 1 时 , 表示 所 有 的 目标 是 同等 重要 的 , 有 相 
同 的 权重 . 然而 在 确定 目标 的 权重 上 面 是 非常 主观 的 , 即便 是 在 文献 (Cohon, 1978) 
已经 非常 成 熟 的 分 析 程 序 体 系 中 也 带 有 根深 蒂 固 的 主观 因素 . 
例 7.2-1 

TopAd 广告 代理 公司 拥有 10 个 雇员 , 它 收 到 了 一 份 发 布 一 种 新 产品 的 合约 
代理 商 可 以 通过 广播 和 电视 两 种 途径 来 发 布 广 告 ， 下面 的 表格 给 出 了 这 两 种 不 同 
的 发 布 广告 的 途径 可 以 履 盖 的 人 数 以 及 需要 的 花费 和 雇员 人 数 : 


广告 的 相关 数据 
广播 电视 
WEAR (PR: 100 万 人 ) 4 8 
花费 (单位 : 1 000 美元 ) E a 


分 配 的 雇员 数目 2 
合约 中 要 求 TopAd 使 用 广播 广告 的 时 间 不 超过 6 分 钟 , 另外 广播 和 电视 广告 所 覆 


盖 的 人 数 需要 至 少 达到 4 500 万 人 .TopAd 给 这 个 项 目的 目标 预算 是 10 万 美元 . 
那么 TopAd 应 该 如 何 分 配 广播 和 电视 的 广告 时 间 呢 ? 
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令 za 和 za 分 别 是 分 配给 广播 广告 和 电视 广告 的 时 间 , 单位 是 分 钟 . 这 个 问题 
的 目标 规划 模型 可 以 写成 : 


min G1 —s; (满足 覆盖 要 求 ) 

min Gz=s} (满足 预算 目标 ) 

s.t. dri + 8r2+s7 — sf — 45 (覆盖 的 目标 ) 
8zri +24r2+s7 — s$ 100 (预算 的 目标 ) 
mi 22 < 10 (雇员 人 数 限制 ) 
y « 6 (广播 时 间 限制 ) 


mpmnspspspsp2 0 


TopAd 公司 的 经 理 认 为 覆盖 目标 的 重要 性 是 资金 预算 目标 重要 性 的 2 倍 , 那 
么 组 合 在 一 起 的 目标 函数 就 是 


min 2—2G; Ga = 257 5j 


最 优 解 中 , z= 10, zi = 5 分 钟 , za = 2.5 分 钟 , s7 = 5( 即 500 77 A), 其 他 变量 都 是 
0. 

从 最 优 值 z 不 等 于 0 可 以 看 出 , 在 所 要 求 的 目标 当中 至 少 有 一 个 是 不 能 够 被 
满足 的 . 具体 来 说 , sr = 5 意味 着 对 于 要 求 的 覆盖 目标 EDR 4 500 万 人 ) 没 
有 达到 , 缺 了 500 万 人 . 相反 地 , 由 于 s = 0, 所 以 预算 目标 (不 超过 10 万 美元 ) 是 
满足 的 . 

目标 规划 所 做 的 只 是 给 原 问题 找到 一 个 有 效 解 , 而 并 非 最 优 的 解 . 例如 , 上 面 
的 问题 中 , 取 zi = 6 和 za = 2, 同样 可 以 得 到 相同 的 米 盖 程度 [4 x 6+8 x 2 = 40 
(HI 4 000 万 人 )], 同时 花费 更 低 [8 x 6 十 24 x 2 = 96( 即 9.6 万 美元 )]. 实质 上 , 目标 
规划 是 找到 一 个 简单 的 能 够 满足 模型 中 目标 的 解 , 而 不 考虑 最 优化 . 也 正 是 由 于 这 
点 “缺陷 ”使 得 用 目标 规划 来 作为 一 种 求解 最 优化 问题 的 技巧 受到 置疑 . 


习题 7.2A 


*1. 考虑 习题 7.1A 中 处 理 Fairville 税 款 问题 的 第 1 题 . 假定 5 个 目标 有 相同 的 权重 , 求解 这 
个 问题 . 求 出 的 解 是 否 满足 所 有 的 目标 呢 ? 

2. 在 习题 7.1A 第 2 题 中 , 假定 吸引 中 年 人 的 目标 的 重要 性 是 其 他 两 类 人 (青少年 和 老年 人 ) 
中 任何 一 类 人 的 重要 性 的 2 倍 . 求 出 相应 的 解 , 并 检查 所 有 的 目标 是 否 都 得 到 满足 . 

3. 在 习题 7.1A 第 3 题 的 Ozark 大 学 招生 办 公 室 处 理 新 生 申请 的 问题 中 , 假定 新 生 人 数 的 限 
制 必须 满足 , 而 其 他 的 要 求 可 以 看 成 弹性 目标 . 另外 , 假定 ACT 分 数目 标的 重要 性 是 其 他 
所 有 目标 中 任何 一 个 目标 重要 性 的 2 倍 . 

(a) 求解 这 个 问题 , 并 检查 所 有 的 目标 是 否 都 得 到 满足 - 
(b) 如 果 另 外 假设 新 生 人 数 的 目标 也 可 以 看 作 是 弹性 目标 , 并 且 这 个 目标 的 重要 性 是 ACT 
分 数目 标 重要 性 的 2 倍 , 那么 求 出 的 解 有 何 变化 - 
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*4. 在 习题 7.1A 第 4 题 的 Circle K 农场 模型 中 , 是 否 有 可 能 使 得 所 有 的 营养 需求 都 能 够 满 
RI 

在 习题 7.1A 第 5 题 中 , 求解 这 个 问题 , 并 且说 明 每 天 生产 的 轮子 数目 和 座位 数目 能 否 达 
到 平衡 . 

在 习题 7.1A 第 6 题 中 , 假定 市 场 禹 求 目标 的 重要 性 是 平衡 2 台 机 器 工作 时 间 目 标的 2 售 ， 
同时 不 允许 超时 . 求解 这 个 问题 , 并 且说 明 所 有 的 目标 是 否 都 能 够 满足 . 

*7. 在 习题 7.1A 第 7 题 中 , 假定 生产 商 试图 满足 对 2 种 产品 的 生产 配额 要 求 , 如 果 和 需要 可 以 
通过 额外 增加 时 间 来 完成 . 求 出 这 个 问题 的 解 , 并 且说 明 在 需要 增加 时 间 的 情况 下 , 增加 多 
长 时 间 才 可 以 满足 产品 配额 的 要 求 . 

.在 习题 7.1A 第 8 题 的 Vista 市 医院 问题 中 , 假定 只 有 床位 限制 的 目标 是 弹性 目标 , 并 且 
其 他 的 目标 都 有 相同 的 重要 性 . 那么 是 否 所 有 的 目标 都 可 以 满足 ? 

9. Malco 公司 从 其 5 个 雇员 的 档案 中 汇编 出 了 下 面 的 表格 , 来 考察 影响 雇员 收入 的 3 个 因 

K: 年 龄 、 受 教育 程度 (表示 所 就 读 大 学 的 学 制 ) 和 工作 年 限 (表示 参加 工作 的 时 间 ). 


a 


. 


LL] 受 教育 程度 (年 ) 工作 年 限 收入 (美元 ) 
5 


30 4 40 000 
3 5 10 48 000 
a 2 14 38 000 
as o 18 36 000 
37 3 9 41 000 


应 用 习题 7.1A 第 10 题 中 目标 规划 的 模型 , 使 用 线性 等 式 y = bo + bizi 十 加 za 十 bazs 来 
拟 合 上 面 的 数据 . 

10. 利用 习题 7.1A 第 11 题 中 的 切 比 雪夫 方法 求解 第 9 题 . 

7.2.2” 设 定 优先 权 法 


在 设 定 优先 权 法 中 , 决策 者 必须 首先 对 问题 中 的 所 有 目标 做 一 个 重要 性 的 排 
序 . 给 定 n 个 目标 的 情形 , 问题 的 目标 可 以 写成 


min Gi=p (最 高 优先 权 ) 


min Gn = pn (最 低 优先 权 ) 
其 中 p, 表示 第 i 个 目标 的 偏离 变量 sy RA st. 例如 在 例 7.2-1 的 TopAd 模型 中 ， 


mos. ps. 

求解 的 过 程 是 从 具有 最 高 优先 权 的 目标 G 开始 , 每 次 只 考虑 一 个 目标 , 直到 
考虑 完 具 有 最 低 优先 权 的 目标 Gr 为 止 . 在 这 个 过 程 中 , 求解 较 低 优先 权 的 目标 时 
得 到 的 解 不 会 降低 已 经 求 出 的 较 高 优先 权 目 标的 解 的 函 教 值 . 
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目标 规划 的 相关 文献 已 经 给 出 了 一 种 可 以 确保 不 会 降低 具有 较 高 优先 权 目标 
的 “特殊 ”单纯 形 法 . 这 种 方法 采用 的 是 列 删 除 规则 (column-dropping rule), 列 删 
除 规则 是 指 在 求解 目标 Guo 之 前 , 将 求解 目标 Cr 得 到 的 最 优 单纯 形 表 中 具有 非 
零 的 简约 费用 (zj — c; 70) 的 非 基 变量 zi 删除 . 这 是 由 于 规则 中 所 选中 的 那些 非 
基 变 量 在 接 下 来 的 目标 优化 中 , 如 果 取 值 大 于 零 , 就 会 降低 (当然 永远 不 会 改进 ) 对 
于 以 前 求 出 的 较 高 优先 权 目 标的 解 的 函数 值 . 为 了 方便 操作 , 会 对 单纯 形 表 的 样式 
进行 一 些 改变 , 使 得 它 可 以 包含 模型 中 所 有 目标 的 目标 函数 . 

上 面 提出 的 列 删除 不 会 增加 目标 规划 的 复杂 性 . 在 这 里 , 我 们 将 证 明 可 以 通过 
下 面 步骤 中 更 加 直接 的 方法 得 到 上 面 的 结果 . 
第 0 步 ”确定 模型 中 的 目标 , 并 且 按 优先 权 排 序 : 


Gi =m > Gi- pcr Gn = pn 


i=. 

Bi ”求解 最 小 化 Gi 的 线性 规划 问题 LPi, 并 且 令 p, = p? 来 定义 相应 最 优 值 
的 偏离 变量 pi. 如 果 i = n, 停止 ; LP, 解决 了 n 目标 规划 . 否则 , 在 问题 G, 上 增 
MAR p, = p? 以 确保 在 以 后 的 问题 中 ps 的 值 不 会 降低 . Q imit, 重复 执行 第 
i$. 

虽然 相继 增加 的 特殊 约束 p, = p? 不 像 列 删除 规则 理论 上 那样 整齐 , 但 是 它 也 
恰好 可 以 得 到 同样 的 效果 , 并 且 更 重要 的 是 非常 容易 理解 . 

从 计算 复杂 性 的 角度 来 说 , 列 删 除 规则 更 具有 优势 . 实质 上 , 列 删 除 规则 通过 
删除 变量 使 得 问题 规模 一 步 步 地 变 小 , 而 我 们 上 面 的 步 又 中 确 会 因为 约束 的 增多 而 
变 得 复杂 . 然而 , 考虑 到 所 增加 约束 (Pi = pz) 的 特点 , 我 们 可 以 通过 直接 普 换 变量 
pi 来 修改 单纯 形 算法 , 以 满足 所 增加 的 约束 . 这 种 替换 只 会 影响 含有 ps 的 约束 , 并 
且 在 求解 下 一 个 目标 时 减少 了 变量 个 数 . 当然 我 们 还 可 以 应 用 7.4.2 节 中 提 到 的 有 
界 的 单纯 形 法 , 就 是 将 约束 p, = p? 换 成 ps < pt, 在 这 种 情况 下 增加 的 约束 就 成 了 
隐 式 的 . 考虑 到 以 上 因素 , 列 删除 规则 在 理论 上 不 错 , 但 是 实质 上 从 计算 复杂 性 的 
角度 也 没有 特别 的 优势 . 为 了 文章 的 完整 性 , 我 们 还 将 通过 例 7.2-3 来 详细 描述 列 
删除 规则 的 计算 过 程 . 

例 7.2-2 

下 面 用 设 定 优先 权 法 求解 例 7.2-1. 假定 覆盖 的 目标 具有 较 高 的 优先 权 . 

第 0 步 G1> Gs 


Gi : min si (满足 覆盖 的 目标 ) 
Ga :min 对 (满足 预算 的 目标 ) 


第 1 步 。 求解 线性 规划 LPs: 
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min G =s] 

s.t. 4r-- 8zr2+s7 — si — 45 (覆盖 的 目标 ) 
8r1 十 2472 十 s7 一 sj —100 (预算 的 目标 ) 
zy 2m « 10 (雇员 人 数 限制 ) 
E < 6 (广播 时 间 限制 ) 
5,22,8],81,02,3] > 0 


根据 TORA 得 到 最 优 解 是 z, = 5 分 钟 , za = 2.5 分 钟 , s7 = 5(500 7j A), 其 他 变 
TOU SE, 从 这 个 解 可 以 看 出 对 于 覆盖 目标 G1, 缺少 500 万 人 . 

在 LP, 中 , 我 人 有 p = sz. 所 以 对 于 第 二 个 目标 的 问题 Ga 增加 约束 s7 = 
5( 或 者 s <5). 
第 2 步 。” 下面 需 要 求解 LP, 目标 函数 是 


min Ga — sg 


约束 集合 除了 包含 第 1 步 中 的 约束 外 , 还 有 增加 的 约束 s; = 5. (fk TORA 的 
MODI 选项 中 可 以 很 容易 地 将 新 增加 的 约束 普 代 上 , 只 需要 将 变量 st 的 上 下 
界 都 设 为 5.) 

因为 求解 LP; 得 到 的 最 优 解 中 s$ = 0, 所 以 不 需要 再 求解 LP2, LP, 的 解 自 
动 地 优化 了 LPs. 由 sj = 0 可 以 知道 目标 Gs 是 满足 的 . 

由 于 增加 的 约束 是 si = 5, 所 以 我 们 可 以 将 第 一 个 约束 中 的 si 进行 替代 , 那 
么 这 个 约 东 右边 代表 覆盖 目标 的 值 就 从 45 降 到 40, 因此 可 以 将 LP 简化 为 


min G,-sj 


st. An Sm-sp ”= 40 (覆盖 的 目标 ) 
8zi+24za+s 一 时 =100 (预算 的 目标 ) 
mp Qr. < 10 (雇员 人 数 限制 ) 
z « 6 (广播 时 间 限制 ) 


22a ss 时 > 0 


从 这 个 新 的 规划 中 可 以 看 出 , 变量 个 数 比 LPs 少 了 一 个 , 这 也 恰好 反映 出 了 列 删 除 
规则 的 思想 . 
例 7.2-3( 列 删除 规则 ) 

在 这 个 例子 中 , 我 们 将 证 明 对 于 例 7.2-1 和 例 7.2-2 中 的 问题 , 如 果 采 用 设 定 优 
先 权 法 来 最 优化 目标 而 不 是 仅仅 满足 目标 , 可 以 得 到 一 个 更 好 的 解 . 在 这 个 例题 中 ， 
我 们 还 将 演示 , 如 何 采 用 列 删 除 规则 求解 目标 规划 

将 例 7.2-1 中 的 目标 重新 叙述 为 
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优先 权 1 : 最 大 化 覆盖 (Pi) 
优先 权 2 : 最 小 化 花费 ( 忆 ) 


这 两 个 目标 可 以 写成 数学 表达 式 就 是 


max P= 4zl 十 8z2 (Bii) 
min P, = 8z1 +24z2 (花费 ) 


例 7.2-1 和 例 7.2-2 中 对 覆盖 和 花费 目标 的 限制 (分 别 为 45 和 100) 就 不 需要 
T, 因为 我 们 将 使 用 单纯 形 法 使 得 这 些 限制 最 优化 . 
因此 新 的 问题 可 以 描述 为 
max P, — 4zl 十 8r2 
min P; = 8r, 24r, 
st. zı+2r3<10 
n <6 
24,222 0 


首先 使 用 例 7.2-2 中 的 过 程 求解 这 个 问题. 
3 idb 求解 线性 规划 LPs: 
max P, = 471 + 872 
st. zı +2r2 <10 
T «6 
zm 0 


根据 TORA 得 到 最 优 解 是 z, = 0 分 钟 , za = 5 分 钟 , P, = 40, WRAK CUNG 
的 人 数 是 4 000 万 人 . 
第 2 步 “增加 约束 Az; + 8z2 > 40, 以 保证 在 下 面 的 求解 过 程 中 不 会 使 得 目标 G 
的 值 降低 . 因此 可 以 得 到 LP», 新 的 问题 可 以 描述 为 
min P, = 8z; + 2472 
st Zz1+2z2<10 
n «6 
Ari 82240 (增加 的 约束 ) 
zs) 0 
RM. LP 可 以 得 到 , P; = 96( 即 9.6 万 美元 ), zi = 6 分 钟 , zz = 2 分 钟 . 这 个 
解 同样 也 可 以 保证 覆盖 的 人 数 是 4 000 万 , 而 且 这 个 解 对 应 的 花费 要 比例 7.2-2 中 
求 出 的 解 所 对 应 的 花费 要 小 , 这 是 因为 上 一 个 例题 所 要 求 的 只 是 满足 目标 , 而 不 是 
最 优化 目标 . 
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下 面 我 们 使 用 列 删 除 规则 来 求解 这 个 问题 . 在 单纯 形 表 中 , 我 们 将 所 有 的 目标 
都 放 在 其 中 分 别 作 为 行 . 
LP (MARAL) ”在 线性 规划 LP, 的 单纯 形 表 中 , 同时 包含 P 和 及 目标 行 . 
第 一 步 只 对 Pi 目标 行进 行 优化 , 这 时 的 Po. 目标 行 是 不 起 作用 的 , 但 是 为 了 方便 以 
后 求解 LPs, 同时 也 需要 对 P. 目标 行进 行 修改 . 

RM CLP, 需要 两 步 迭 代 : 


i MA 
a 8 -M 0 o 
^ 1 10 
^ o 6 
$,- B 


最 后 一 张 单纯 形 表 给 出 了 最 优 解 r: = 0, z2 = 5, P = 40. 

使 用 列 删 除 规则 是 在 进入 求解 LP 之 前 , 从 LP; 的 最 优 单纯 形 表 中 删除 满足 
zj — c 0 的 非 基 变 量 zj. 这 样 做 的 原因 就 是 , 如 果 保留 像 这 样 的 一 些 变量 , 在 以 
后 求解 较 低 优先 权 目 标的 过 程 中 就 会 取 值 增加 , 从 而 降低 求解 较 高 优先 权 目 标的 解 
的 质量 . 
LP2( 费 用 最 小 化 ) 列 删除 规则 将 变量 s1(zj — c; = 4) 从 单纯 形 表 中 删除 . 如 果 s1 
不 被 删除 , 我 们 看 P: 所 在 的 行 , 在 接 下 来 开始 的 第 一 次 迭代 中 , si 就 将 成 为 进 基 变 
量 , 从 而 求 出 的 最 优 解 是 r; = za = 0, 显然 这 会 使 得 目标 Pi 的 值 从 Pi = 40 降低 
到 P, = 0. (读者 可 以 试 一 试 !) 

目标 P 是 最 小 化 类 型 . 首先 删除 了 变量 s, 然后 选择 进 基 变 量 , 由 于 对 应 zi 
的 zj 一 cj = 4(> 0), 所 以 选择 z 可 以 改进 P, 的 目标 值 . 下 面 的 表格 为 我 们 展示 了 
迭代 的 过 程 . 由 于 我 们 不 会 再 考虑 LP, 对 应 的 目标 , 所 以 将 P, 对 应 的 行 删除 了 . 


xm X ^n z2 ^ ^ 解 
1 Pi 40 
Bo.4 0 o — 120 

zo l 1 9 5 


^ 6 
P 40 
B 0 0 -4 9%6 
za i z 
z 6 
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最 优 解 是 z1 = 6, 22 = 2, 相应 的 覆盖 人 数 是 Pi = 40, 总 的 花费 是 P, = 96. 这 
与 前 面 求 出 的 结果 是 一 致 的 . 


AMPL 程序 

AMPL 可 以 很 容易 地 应 用 例 7.2-2 中 给 出 的 思想 来 进行 求解 , 也 就 是 增加 约束 
来 保证 已 经 求 出 的 较 高 优先 权 目 标的 值 在 以 后 的 求解 过 程 中 不 会 降低 . 图 7.1 给 出 
了 一 般 AMPL 的 代码 , 可 以 交互 式 地 应 用 设 定 优先 权 法 .( 见 文件 amplEx7.1-1.txt) 


param r; 
param p; 
paran q; 
paran a(i..m,1..m); 


param b(1. 
param ua{1..m} default 100000; 
param up(i..m) default 100000; 
var x(1..n) »-0; 

var ssinus(i in 1, .r}>=0, <mum[i] ; 
var splus(i in 1. .r}>=0, <mup[i] ; 


minimize z(i in 1..r): pemminus[i]eqesplus[i]; 

subject to 

citi in 1..r}:sum{j in 1..n)a[1,j] ex 3] eminus (1) -splus[1]«b[1] ; 
c2(i in réi..m): sum(j in 1.2) a[1,j]ex[j]«ub[i]; 

data; 


param mid 

paran 

param 

param a: 1 3 4 
55 .075 
5.5  .0078 
-4 018 
0. d; 


param b:=1 1620 30 42; 


图 7.1 交互 式 应 用 设 定 优先 权 法 的 AMPL 模型 (文件 amplEx7.1-1.txt) 


除了 便于 交互 式 地 应 用 设 定 优先 权 法 的 接口 程序 外 , AMPL 模型 的 设计 是 非 
常 标准 的 . 具体 来 说 , 模型 设 定 了 前 r 个 约束 是 目标 约束 , 剩 下 的 (m -7 一 1) 个 是 
问题 固有 的 精确 约束 . 模型 可 以 包含 > 个 不 同 的 目标 函数 , 通过 下 面 的 索引 AMPL 
语句 可 以 使 得 这 些 目标 函数 包含 在 同一 个 模型 中 (只 有 提前 编 入 索引 的 名 字 才 能 
作为 目标 函数 ). 

minimize z(i in 1..r):p*sminus[i]*q*splus[i]; 
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根据 这 样 定义 的 目标 函数 , 可 以 通过 设 定 p = 1,4 = 0) 和 (p = 0,4 = 1), 分 别 达到 
最 小 化 a =s 和 z = st 的 目标 . 

在 求解 的 过 程 中 每 次 从 一 个 优先 级 到 下 一 个 优先 级 时 , 都 需要 增加 新 的 约束 ， 
AMPL 不 需要 这 么 做 , 它 利用 一 个 规划 的 技巧 , 通过 改变 偏离 变量 的 上 界 来 实现 . 
用 参数 um[i] 和 up[i] 分 别 表示 sminus[i](s7) 和 splus[il(s7) 的 上 界 . 可 以 通 
过 修正 这 两 个 参数 来 满足 类 型 sminus [i] (s7) <= um[i] 和 splus[i](s}) <= up[i] 
的 隐 式 约束 . 优先 权 为 i 的 目标 对 应 的 um 和 up 是 由 前 (i 一 1) 个 目标 求 出 的 解 确 
E. 其 中 参数 un 和 up 的 初始 (默认 ) 值 设 为 无 穷 大 . 

下 面 将 简短 地 说 明 AMPL 模型 是 如 何 确定 个 目标 函数 , 设 定 p 和 q 的 值 , 以 及 
给 出 sy 和 st 的 上 界 . 这 些 都 是 交互 式 的 , 使 得 AMPL 模型 可 以 更 便利 地 求解 目 


标 规划 . 

使 用 例 7.1-1 中 的 数据 , 模型 的 目标 是 
min Gi= s7 
min G,-sf 

假定 目标 的 优先 权 顺 序 是 


Ga - Gi > G3 > G4 


那么 AMPL 人 司 型 的 运行 过 程 按照 下 面 进行 ， 对 Ga， 因为 我 们 是 最 小 化 z[2] 
=sminus [2], 所 以 令 p = 1 和 4 = 0. 利用 下 面 的 一 组 命令 来 进行 运算 : 

ampl: model anplEx7.1-1.txt; 

ampl: let p:=1;let q:=0; 

ampl: objective z[2]; 

ampl: solve; display z[2], x, sminus, splus; 


执行 这 些 命令 输出 的 结果 是 
z[2] = 0 
: x sminus splus := 
1 2.62361e-28 16 0 
2 0 o o 
3  8.2564e-28 o 0 
4 0 2 0 


这 个 解 (zl = 0, z2 = 0 z3 = 0, z4 = 0) 说 明 由 于 z[2]=0( 也 就 是 sz = 0) 所 
以 目标 G2 是 满足 的 , 但 是 对 于 第 二 优先 权 G 是 不 满足 的 (因为 sr = 16), 因此 我 
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们 需要 在 不 会 影响 目标 G 的 前 提 下 , 继续 优化 目标 G1, 这 个 过 程 首先 需要 根据 目 
标 G2 的 解 来 改变 变量 sz 的 上 界 , 也 就 是 变 成 0. 对 于 目标 G, 由 于 所 求 的 目标 
是 最 小 化 si, 所 以 此 时 的 p= 1 和 q = 0 不 发 生变 化 . 这 些 可 以 使 用 下 面 的 交互 式 
AMPL 命令 实现 : 

ampl: let um[2] :=0; 

ampl: objective z[1]; solve; display z[1],x, sminus, splus; 
输出 的 结果 是 

z[1] = 0 


x sminus splus := 
1 0.0203636 0 0 
2 0.0457143 © o 
3 0.0581818 0 o 
4 0 2 0 


这 个 结果 告诉 我 们 , 剩余 的 目标 都 可 以 满足 , 因此 不 需要 再 继续 优化 以 后 的 2 个 目 
标 . 目标 规划 的 解 就 是 , z, = 0.020 363 6, zy = 0.045 714 3, z, = 0.058 181 8 和 
ay = 
评注 (1) 如 果 用 语句 fix sminus[2] :=0; 或 者 let sminus[2] :=0 来 代替 语句 let 
un [2] :=0;, 可 以 得 到 相同 的 结果 . 

(2) 在 交互 式 语句 中 , 可 以 通过 一 个 comands 文件 来 自动 地 选择 当前 优化 的 目 
标 , 并 且 可 以 在 进入 下 一 个 目标 求解 之 前 自动 地 加 上 准确 的 限制 约束 , 这 个 文件 命 
名 为 amplCmds.txt, 使 用 这 个 文件 需要 对 原始 的 文件 amplEx7.1-1A.txt 中 的 模型 
进行 一 些 修改 . 为 了 实现 的 完整 性 , 将 模型 的 数据 单独 的 存放 在 文件 amplData.txt 
中 . 在 这 种 情况 下 , 模型 的 执行 需要 下 面 3 个 命令 行 : 

ampl: model anplEx7.1-1A.txt; 
data anplData.txt; 
ampl: commands anplCnds.txt; 
需要 了 解 更 多 commands 的 用 法 可 以 参看 附录 A.7. 


习题 7.2B” 


1 在 例 7.2-2 中 , 假定 预算 目标 增加 到 11 万 美元 , 覆盖 人 数 的 目标 不 变 仍 然 是 4 500 万 人 . 
利用 设 定 优先 权 法 求解 这 个 问题. 


2. 利用 下 面 设 定 的 优先 权 硕 序 , 求解 习题 7.1A 中 的 第 1 题 . 


Gi > Ga > Gs > Ga > Gs 
(D 使 用 交互 式 的 AMPL 模型 求解 这 些 问题 会 更 加 方便 - 
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3. 考虑 习题 7.1A 第 2 题 中 关于 NW 购物 商场 确定 乐队 音乐 会 和 艺术 展览 会 的 问题 .用 G1， 
Ga, Gs 分 别 代表 吸引 青少年 、 中 年 人 和 老年 人 的 目标 . 分 别 按照 下 面 的 优先 权 顺 序 求解 这 
个 目标 规划 问题 : 

(a) G Gi» Gs — (b) Gs - Ga - Gr 
说 明 目 标 满足 与 否 取决 于 优先 权 顺 序 . 

4. 利用 设 定 优先 权 法 求解 习题 7.1A 第 3 题 的 Ozark 大 学 模型 , 假定 目标 的 优先 权 上 顺序 与 问 

题 给 出 的 顺序 一 致 
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第 8 章 ”整数 线性 规划 


本 章 导读 整数 线性 规划 (Integer Linear Program, ILP) 是 要 求 某 些 或 者 全 部 
的 变量 只 取 整 数值 (或 者 离散 值 ) 的 线性 规划 ， 在 学 习 整 数 线性 规划 的 过 程 中 , 需 
要 集中 在 以 下 3 点 : 应 用 、 理论 和 计算 . 为 了 说 明 整 数 线性 规划 在 实际 中 的 广泛 应 
用 , 本 章 首先 介绍 大 量 相关 的 应 用 实例 ， 然 后 给 出 整数 线性 规划 的 两 种 经 典 算法 ， 
分 支 限界 法 (Branch and Bound, B&B) 和 和 割 平面 法 . 在 这 两 种 方法 中 , 分 支 限界 法 
计算 更 加 有 效 , 实际 上 , 几乎 全 部 的 商用 软件 都 是 基于 分 支 限 界 法 的 思想 . 本 章 的 
最 后 介绍 一 个 有 着 非常 重要 的 实际 应 用 的 问题 : 旅行 商 问题 (Truveling Salesperson 
Problem, TSP). 

整数 线性 规划 算法 的 一 个 缺点 就 是 , 在 解决 整数 问题 缺乏 一 致 性 , 虽然 已 经 从 
理论 上 证 明 这 些 算法 都 是 可 以 在 有 限 步 内 收敛 的 , 但 是 它们 在 计算 机 上 实现 起 来 是 
很 不 一 样 的 (由 于 计算 机 固有 的 误差 合 入 方式 不 同 ). 因此 在 学 习 本 章 的 过 程 中 , 读 
者 要 注意 这 一 点 . 

本 章 还 将 演示 AMPL 和 Excel 规划 求解 是 如 何 应 用 到 求解 整数 线性 规划 问题 
WW. 在 TORA 的 用 户 使 用 选项 中 , 将 可 以 看 到 分 支 限界 法 的 详细 计算 过 程 . 

本 章 包括 1 个 实际 应 用 的 综述 、12 个 讽 题 、5 个 AMPL 模型 、1 个 Excel 
电子 表格 、65 个 节 后 习题 和 10 个 案例 ， 所 有 的 案例 都 放 在 本 书 下 册 附 录 E 中 ， 
AMPL/Excel/Solver/TORA 的 程序 放 在 网 络 资源 文件 夹 ch8Files 中 . 


实际 应 用 一 -PFG 优化 拖车 的 载荷 问题 

PFG 使 用 一 种 特殊 的 5 轮 拖车 给 顾客 运送 成 捆 的 平板 玻璃 捆 的 大 小 和 重量 
可 以 不 同 , 根据 收 到 订单 的 不 同 , 一 辆 拖车 可 以 装载 不 同型 号 的 捆 , 政府 规定 了 车 
轴 可 以 承受 的 最 大 重量 , 一 辆 拖车 可 以 装载 多 少 捆 取决 于 这 些 捆 放 在 拖车 上 的 位 
置 . 问题 就 是 在 不 超过 政府 规定 的 车 轴承 载 能 力 的 限制 条 件 下 , 如 何 使 得 拖车 装载 
更 多 的 捆 . 这 个 问题 可 以 转化 为 整数 规划 求解 . 第 24 章 中 的 案例 7 对 这 个 问题 有 
详细 的 描述 和 研究 


8.1 应 用 实例 


本 节 将 给 出 一 些 整数 线性 规划 的 应 用 实例 , 这 些 应 用 的 实例 一 般 可 以 分 为 两 
类 : 直接 的 和 转化 的 . 在 直接 的 应 用 类 中 , 变量 自然 的 就 是 整数 型 的 , 并 且 可 以 假 
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定 是 二 元 的 (0 或 者 1) 或 者 一 般 离散 型 的 .例如 , 某 个 问题 会 涉及 确定 一 项 方案 
是 否 被 选择 执行 (二 元 的 ), 或 者 确定 完成 某 项 任务 需要 的 最 优 机 器 数目 (一 般 离散 
值 ). 在 转化 的 的 应 用 类 中 , 原始 问题 可 能 不 涉及 整数 型 变量 , 这 是 难以 分 析 处 理 的 ， 
但 可 以 通过 使 用 辅助 整数 型 变量 (一 般 是 二 元 的 ) 将 问题 转化 成 容易 处 理 的 . 例如 ， 
在 一 台 机 器 上 安排 两 项 工作 4 和 B 的 顺序 时 , 工作 A 可 以 在 工作 B 之 前 加 工 或 
者 工作 B 在 工作 A 之 前 加 工 . 因为 所 有 的 数学 规划 算法 都 是 仅 处 理 约束 之 间 是 
“并 ”的 情形 , 而 这 里 对 于 约束 要 求 “ 或 ”的 关系 使 得 问题 变 得 很 难 分 析 处 理 . 对 于 
这 样 的 情况 , 通过 引入 辅助 二 元 变量 将 “或 ”的 约束 转化 成 等 价 的 “并 ”的 约束 . 

为 方便 起 见 , 当 所 有 变量 都 是 整数 型 时 称 为 纯 (pure) 整数 规划 ; 否则 , 如 果 一 
个 问题 中 既 有 连续 的 变量 又 有 整数 的 变量 , 那么 就 称 为 混合 (mixed) 整数 规划 . 
8.1.1 资本 预算 


本 节 将 研究 在 个 人 项 目 中 决定 是 否 需要 进行 某 些 投资 . 既 要 考虑 到 这 些 投资 在 
个 人 项 目 中 带 来 的 收益 , 又 要 考虑 总 的 预算 是 有 限制 的 . 
例 8.1-1 项 目 选择 

在 一 个 3 年 的 规划 周期 内 , 有 5 个 项 目 可 供 选 择 . 下 面 的 表格 给 出 了 每 一 个 项 
目 可 以 带 来 的 期 望 收益 以 及 相应 每 年 的 支出 (单位 均 为 100 万 美元 ). 


项 目 每 年 支出 


uw aje 


SINE 25 25 25 
那么 在 这 个 3 年 规划 周期 应 该 选择 哪些 项 目 呢 ? 
问题 可 以 化 成 一 个 对 于 每 个 项 目的 选择 为 “是 - 否 ” 的 决策 引入 二 元 变量 zj， 


„o [L 如 果 选 择 项 目 j 
3 一 0， 如 果 不 选 择 项 目 j 


那么 整数 线性 规划 模型 是 
max z = 207, + 40z2 + 2073 + 1574 + 3025 
sit. ST1+ 472+373+774+ Brs<25 
zı + 7za 十 9ra 十 474 十 6rs<25 
8z, 十 10zz 十 2r3 十 z4 +105 <25 
21,72,23,24,25 = (0,1) 
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最 优 整数 解 (可 以 使 用 AMPL, Excel 规划 求解 或 者 TORA 求解 ) 是 m = 
T2 = T3 = T4 = 1, zs = 0, 对 应 的 最 优 值 是 z = 95. 从 这 个 解 可 以 看 出 , 除了 第 5 
个 项 目 , 其 他 所 有 项 目 都 要 选择 . 
评注 ”如 果 将 连续 的 线性 规划 问题 的 解 与 整数 线性 规划 的 解 进行 比较 , 可 以 得 到 
一 些 有 趣 的 结论 . 首先 将 上 面 例 题 中 的 整数 约束 要 求 z = (0,1) 替换 为 0 < zj <1, 
那么 求 出 的 最 优 解 是 : ri = 0.578 9, za = rs = z4 = 1, zs = 0.736 8, 对 应 的 最 优 值 
是 z= 108.68. 当然 这 个 解 因为 有 两 个 变量 取 值 为 小 数 , 所 以 在 实际 中 是 不 合理 的 ， 
如 果 我 们 采用 合 入 方法 , 将 得 到 的 解 变 成 离 它 最 近 的 整数 , 那么 就 得 到 r 
这 意味 着 5 个 项 目 都 要 选择 , 显然 是 一 个 不 可 行 的 解 、 更 重要 的 是 , 因为 这 个 问题 
中 变量 zj; 代表 的 是 一 个 “是 - 否 ”的 决策 , 所 以 会 入 法 不 是 可 行 的 . 
习题 8.1A2 
1. 根据 下 面 的 约束 条 件 , 将 例 8.1-; 中 的 资本 预算 模型 进行 修改 并 求解 ， 
(a) 如 果 选 择 了 项 目 1 或 者 项 目 3, 那么 一 定 要 选择 项 目 5 
(b) 项 目 2 和 项 目 3 MER. 
2. 需要 将 一 个 容器 放 满 五 类 物品 , 物品 i 的 重量 、 体 积 和 单价 分 别 用 ws, v, r 表示, 下 表 中 
给 出 了 相应 的 数值 . 


5=1, 


物品 MARE ws( 吨 ) ”单位 体积 lyd’) ”单价 7.(100 英 元 ) 
1 5 4 


"9 wm 


2 
3 
4 
5 


最 大 可 允许 装 的 物品 重量 和 体积 分 别 是 112 PERI 109 yd”. 建立 整数 线性 规划 模型 ， 并 使 
装 入 物品 的 价值 最 大 . 

"8. 假定 有 7 个 装 满 酒 的 瓶子 、7 个 装 了 半 瓶 酒 的 瓶子 和 7 个 空 的 瓶子 . 观 在 需要 将 这 21 个 
瓶子 分 给 3 个 人 , 使 得 每 个 人 都 分 得 7 个 瓶子 . 另外 , 要 保证 每 个 人 都 得 到 等 量 的 酒 .将 这 


(D 使 用 TORA 时 , 在 M e E AZE, pt 
出 窗口 并 运行 MABE ANRH. Excel 规划 求解 的 用 法 除了 和 需要 声明 变量 是 整数 
之 外 , 与 求解 线性 规划 问题 的 过 程 相同 . 当 增加 一 个 新 约束 的 时 候 ,规划 求解 参数 对 话 框 中 的 整数 
型 选项 (int 或 者 bin) 是 可 选用 的 .使 用 AMPL 求解 整数 规划 的 过 程 ,除了 需要 在 目标 变量 的 定 
义 声明 语句 中 通过 潍 加 关键 词 integsr( 或 者 binary) 来 声明 某 些 或 者 全 部 变量 为 整数 之 外 , 其 余 一 
切 部 与 求 解 线性 规划 的 过 程 相同 . 例如 , 变量 声明 语句 war x(1]»-0, integer; 就 声明 了 对 于 所 有 
的 zj( c J) 部 是 非 负 整数 型 变量 ， 如 果 =; 是 二 元 的 , 声明 语句 应 为 var x(2) binary; HITR 
解 语 名 solve;, 需要 加 上 声明 语句 option solver cpler;. 

(Q8 3 题 至 第 6 题 来 源 于 Malba Tahan, El Hombre que Calculaba, Editorial Limusa, Mexico 
City, pp.39-182, 1994. 
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个 问题 描述 成 整数 线性 规划 约束 , 并 且 求解 ，( 提 示 : 引入 一 个 虚拟 的 目标 函数 , 这 个 函数 
的 所 有 系数 都 为 0.) 

4. 一 个 古怪 的 阿拉 伯 首 长 留 下 了 一 份 遗 嘱 , 遗嘱 中 将 他 的 骆驼 群 分 给 他 的 3 个 儿子 .Tarek 
至 少 得 到 半数 的 驼 群 , Sharif 至 少 得 到 驼 群 的 |, Maisa 至 少 得 到 驼 群 的 j, 剩余 的 捐献 给 
BOULE. 遗嘱 中 并 没有 指出 到 底 驼 群 的 数目 是 多 少 , 只 是 告诉 了 这 个 骆驼 群 的 数目 是 个 
奇数 , 并 且 这 个 指定 的 下 善 机 构 恰好 得 到 了 一 匹 骆驼 . 利用 整数 线性 规划 模型 确定 这 个 疯 
长 到 底 留 下 了 多 少 匹 骆驼 , 并 且 指出 每 个 儿子 各 得 到 多 少 匹 

5. 一 对 农场 夫妇 让 他 们 的 3 个 儿子 带 着 90 个 苹果 到 市 场 上 去 卖 , 并 且 分 别 交 给 他 们 不 同 数 
目的 苹果 以 及 告诉 了 相应 出 售 的 价格 . 最 大 的 儿子 Karen 拿 到 50 个 苹果 , 较 小 的 儿子 Bil 
拿 到 30 个 苹果 , 最 小 的 儿子 John. 只 拿 到 10 个 苹果 . 这 对 夫妇 规定 了 5 条 原则 : (a) 出 售 
的 价格 或 者 是 1 美元 7 个 苹果 或 者 是 3 美元 1 个 华 果 , 或 者 两 种 价格 组 合 在 一 起 ; (b) 每 
个 孩子 都 可 以 选择 价格 中 的 一 种 或 者 两 种 ; (c) 每 个 孩子 出 售 苹果 得 到 的 钱 数 相同 ; (d) 每 
个 孩子 出 售 得 到 的 钱 数 都 是 整数 美元 (不 能 有 美 分 ); (e) 在 所 有 规定 的 条 件 下 , 每 个 孩子 出 
售 得 到 的 钱 数 尽 可 能 多 . 假定 每 个 孩子 都 能 够 卖 光 他 们 自己 携带 的 苹果 , 利用 整数 线性 规 
划 模 型 确定 这 3 个 孩子 是 如 何 满足 他 们 父母 要 求 的 . 

*6。 从 前 , 有 一 个 商船 的 船长 想 要 奖励 他 的 3 个 船员 , 因为 他 们 在 大 海上 暴风 两 中 奋不顾身 抢 
UR ED. 这 名 船长 从 会 计 办 公 室 拿 出 了 一 定数 目的 钱 , 并 且 让 第 一 主管 在 船 非 岸 之 后 
将 这 些 钱 平均 分 给 这 3 名 勇敢 的 船员 , 一 天 夜里 , 其 中 一 名 船员 悄悄 地 来 到 了 主管 的 办 公 
室 , 并 要 求 提前 得 到 这 些 钱 的 1. 当 他 将 钱 分 成 3 份 之 后 还 剩余 1 枚 金币 , 于 是 这 名 船员 
拿 走 其 中 的 一 份 和 这 剩余 的 1 枚 金币 . 第 二 天 晚上 , 另外 一 名 船员 也 悄悄 来 到 主管 的 办 公 
室 , 他 要 求 做 同样 的 事情 , 于 是 他 将 剩余 的 钱 等 分 为 3 份 , 最 后 又 剩余 1 枚 金币 , 这 名 船员 
同样 拿 走 了 其 中 的 一 份 和 这 枚 剩余 的 金币 . 第 三 天 晚上 , 最 后 一 名 船员 也 做 了 相同 的 事情 ， 
带 走 了 剩余 钱币 等 分 成 的 3 份 中 的 1 份 以 及 不 可 等 分 而 剩余 的 1 枚 金币 . MERZ, E 
管 将 剩余 的 金币 平均 分 成 3 f, 还 是 剩余 1 枚 金币 , 于 是 主管 决定 保留 这 枚 金币 , 将 其 他 
金币 分 给 这 3 名 船员 . 请 问 最 初 一 共有 多 少 枚 金币 ? 将 这 个 问题 转化 成 整数 线性 规划 模型 ， 
并 求解 ，( 提 示 : 这 个 问题 有 无 穷 多 个 整数 解 ， 为 简单 起 见 , 求 满足 条 件 的 钱 数 最 小 的 整数 
解 . 然后 在 这 个 最 小 整数 解 的 基础 上 加 1, 以 它 作为 钱 数 的 下 界 , 可 以 求解 得 到 问题 次 小 的 
整数 解 , 依 此 类 推 可 以 得 到 这 个 问题 一 般 解 的 形式 .) 

'. (Weber, 1990) 有 下 面 一 些 3 个 字母 的 单词 : AFT. FAR. TVA. ADV. JOE, FIN, OSF 
和 KEN. 假定 我 们 给 字母 表 中 的 26 个 字母 赋值 , 从 4 = 1 到 Z = 26. 上 面 的 每 个 单词 
的 得 数 就 是 组 成 它 的 3 个 字母 的 数值 的 和 , 例如 , AFT 的 得 数 是 1 + 6 十 20 = 27. 从 上 面 
的 8 个 单词 中 选择 5 个 单词 , 使 得 总 的 得 数 最 大 . 同时 所 选择 的 5 个 单词 要 满足 下 面 的 条 
件 : 


a 


e" 1 E) ( 2 ai) $ = 3 ua) 
的 得 数 和 的 得 数 和 的 得 数 和 
将 这 个 问题 转化 成 整数 线性 规划 模型 并 求解 - 

8. 对 于 第 7 题 , 除了 要 求 总 的 得 数 最 大 , 还 要 求 第 1 列 的 总 得 数 和 第 2 列 的 总 得 数 也 最 大 . 
求 出 此 时 的 最 优 解 . 

9. (Weber, 1990) 考虑 下 面 的 两 组 单词 
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*10. 


1. 


*12. 


第 1 组 第 2 组 
AREA ERST 
FORT FOOT 
HOPE HEAT 
SPAR PAST 
THAT PROF 
TREE STOP 


两 组 中 的 所 有 单词 都 是 从 下 面 9 个 字母 取出 的 : A, E, F, H, O, P, R, S, T. 建立 一 个 模 
型, 给 这 9 个 字母 从 1 到 9 赋值 , 使 得 这 两 组 总 得 数 的 差 值 最 小 . [ 注 : 一 个 单词 的 得 数 是 
组 成 它 的 几 个 字母 的 值 的 和 .] 

Record-a-Song 公司 与 一 位 新 的 歌星 签约 录制 8 首 歌 曲 , 这 8 首 歌曲 的 时 间 长 度 分 别 是 
8,3,5,5,9,6,7,12 分 钟 .Record-a-Song 公司 打算 使 用 一 种 双 面 的 录音 磁带 进行 录音 , 每 
一 面 的 容量 为 30 分 钟 ， 公 司 希望 将 所 有 的 歌曲 分 配 在 磁带 的 两 面 , 使 得 两 面 的 歌曲 时 间 
总 长 度 尽量 相同 . 根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 解 . 

在 第 10 Bib, 假定 由 于 特定 的 音质 要 求 第 3 首 和 第 4 首 歌曲 不 能 录制 在 磁带 的 同一 面 ， 
将 这 个 问题 转化 成 整数 线性 规划 模型 . 请 问 是 否 可 以 在 一 个 每 面 长 度 为 25 分 钟 的 磁带 上 
录制 这 8 首 歌曲 ? 如 果 不 能 , 应 用 整数 线性 规划 来 确定 录制 这 8 首 歌 曲 所 需 的 碰 带 容量 
最 小 . 

(Graves WA, 1993) 考虑 到 学 校 资源 和 教室 的 限制 , Ulern 大 学 采用 数学 模型 来 优化 学 生 
对 课程 的 满意 度 . 为 了 演示 这 个 模型 的 应 用 , 我 们 使 用 一 个 简化 的 例子 , 假定 由 10 个 学 生 
需要 从 学 校 设立 的 6 门 课程 中 选择 2 门 . 下 表 中 给 出 了 每 一 个 学 生 对 每 一 门 课程 的 满意 
度 评分 , 其 中 分 值 100 是 最 高 满意 度 . 为 简便 起 见 ,假定 对 于 所 选择 的 两 门 课程 的 总 满意 
度 评分 是 这 两 门 课程 满意 度 评分 的 和 . 课程 容量 代表 了 这 门 课程 最 多 能 接纳 的 学 生 数 目 . 


学 生 课程 满意 度 评分 
4 


B ef» 
-j5 83 288s s s Eol 


oj3s5ssssgs 


ajs 58388888 gje 
s 
e$8588829855|" 
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根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 解 . 


8.1.2 ”集合 覆盖 问题 


在 这 一 类 问题 中 , 会 有 许多 服务 装置 为 一 些 设备 提供 互相 重 辩 的 服务 , 目标 就 


81 应 用 实例 293 


是 要 确定 安装 数目 最 少 的 装置 来 履 盖 每 一 个 设备 (满足 服务 需求 ). 例如 , 几 个 污水 
处 理工 厂 可 以 选择 建造 在 几 个 不 同 的 位 置 , 在 不 同位 置 可 以 服务 不 同 的 几 个 城市 ， 
当 一 个 城市 可 以 得 到 几 个 不 同 的 工厂 服务 的 时 候 就 是 重生 服务 . 
例 8.1-2 安装 安全 专用 电话 

为 了 提高 校园 的 安全 性 , A 大 学 的 保安 部 门 决定 在 校园 内 部 的 几 个 位 置 安装 紧 
急 报警 电话 . 保安 部 希望 在 校园 的 每 条 主要 街道 上 都 至 少 有 一 部 电话 的 情况 下 , 使 
得 安装 的 总 电话 数目 最 少 . 图 8.1 给 出 了 校园 的 主要 街道 图 (A 到 K). 


3 


wma ®© 街道 B 
G duc o 
IURE, 
街道 D 
© 


© 


图 8.1 A 大 学 校园 的 街道 地 图 
将 电话 安装 在 街道 的 交叉 口 处 是 比较 合理 的 , 因为 这 样 就 可 以 至 少 为 两 条 街道 
提供 服务 . 按照 图 8.1 中 街道 的 设计 可 以 看 出 , 最 多 需要 安装 8 部 电话 . 
定义 
。_ 1， 加 果 位 置 ;安装 电话 
?7 lo, 如 果 位 置 ; 不 安装 电话 
问题 是 求 每 一 条 街道 都 至 少 安 装 一 部 电话 . 那么 , 模型 可 以 写成 : 


min z = z1 + T2 + T3 + T4 + T5 + Te + T7 + Ts 


St. mpm) > 1 (# A) 
T2 + T3 > 1 (fil B) 
T4 + zs > 1 (街道 C) 


zr + zs > 1 (街道 D) 
T6 rr 21 (fn E) 


T2 + Te > 1 (街道 F) 
m 十 ze > 1 (街道 G) 
zi + zr > 1 (Bi H) 


T2 *a 21 (街道 了) 
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zs 十 za>1 (街道 了 
T3 m > 1 (街道 K) 
-(01, j=1,2,.…,8 
这 个 问题 的 最 优 解 需要 安装 4 部 电话 , 分 别 在 交叉 口 1,2,5,7. 
评注 “严格 意义 上 , 集合 覆盖 问题 有 以 下 几 个 重要 性 质 : (1) 变量 nj, = 1,2,… n, 
都 是 二 元 的 ; (2) 约束 左 端 项 的 系数 是 0 或 者 1; (3) 每 一 个 约束 右 端 项 的 形式 都 是 
(> 1); (4) 目标 函数 是 最 小 化 coni + eara +-+ + CaTa, 其 中 cj > 0,j=1,2,… m. 
在 上 面 给 出 的 例题 中 , 对 所 有 的 j, c; = 1. 如 果 cj 表示 在 位 置 j 安装 电话 的 费用 ， 
那么 这 些 系数 就 是 这 些 费用 值 而 不 再 是 1. 集合 覆盖 问题 还 有 许多 其 他 变形 , 其 中 
一 些 会 在 习题 8.1B 中 介绍 . 


AMPL 程序 

图 8.2 给 出 了 求解 集合 覆盖 问题 的 一 般 AMPL 模型 (文件 amplEx8.2-2.txt). 
一 旦 理解 了 指标 集 的 用 法 (参看 附录 A.4), 就 可 以 很 容易 理解 这 个 问题 的 输入 形式 
T. 模型 定义 了 street 作 为 街道 的 集合 , AABK. 然后 , 指标 集 corner(street) 把 
街道 交叉 口 定义 为 街道 的 函数 ， 有 了 这 两 个 集合 , 很 容易 建立 起 模型 了 ， 图 中 程序 
的 数据 是 关于 例 8.2-1 的 . 对 于 其 他 的 模型 ed 


minimize z: sum {j in d.a) x03]; 
subject to limit {i in street): 
sum {j in corner[1]) xz[j]>=1; 


sot corner [I] :=2 4; 
sot corner [J]:=5 8; 
set corner [K] :=3 5; 
option solver cplex; 
solve; 


display z,x; 


图 8.2 ”关于 集合 覆盖 问题 的 一 般 AMPL 模型 (文件 amplEx82-Ltxt) 
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习题 8.1B 


*1. ABC 是 一 个 小 型 的 货物 配送 公司 , 需要 每 天 给 5 位 客户 发 送 货物 . 下 表 给 出 了 每 一 条 线路 
上 的 客户 : 


线路 线路 上 可 以 服务 的 客户 
1,234 
435 
125 
23,5 
142 
135 


aaau 


由 于 卡车 运送 能 力 的 约束 , 所 以 每 一 条 线路 都 是 事先 指定 的 . 例如 , 在 路 线 1 上 , 卡车 
的 运送 容量 可 以 且 只 能 满足 客户 1,2,3,4 的 需求 . 下 表 给 出 了 ABC 总 部 和 客户 之 间 的 距 
离 (单位 是 英里 ) 


M (96; 的 距离 


目标 就 是 找 一 个 路 程 最 短 的 日 沼 配送 方案 , 以 满足 5 位 客户 的 需求 . 得 出 的 解 中 可 能 
有 客户 会 在 多 条 选中 的 路 线 上 , 但 在 配送 执行 中 只 选择 其 中 的 一 条 路 线 , 根据 这 个 问题 , 建 
立 整 数 线性 规划 模型 ,并 求 出 最 优 解 . 
*2. A 大 学 计划 组 织 一 个 处 理 纠纷 的 委员 会 . 主管 希望 这 个 委员 会 至 少 包含 一 名 女性 、 一 名 男 
性 、 一 名 学 生 、 一 名 行政 人 员 和 一 名 大 学 教学 人 员 . 有 10 个 人 (简单 标记 为 从 字母 a 到 j) 
进入 候选 名 单 , 这 10 个 人 可 以 属于 上 面 多 个 类 别 , 如 下 表 : 


ET] FA 
去 性 a be de 
男性 fandi 
学 生 abej 
行政 人 员 ef 
教员 dohi 


A 大 学 希望 这 个 委员 会 在 满足 上 述 要 求 的 条 件 下 使 得 人 数 尽量 少 .根据 这 个 问题 , 建 
立 整 数 线性 规划 模型 ,并 求 出 最 优 解 . 
3. 华盛顿 县 包含 6 个 需要 紧急 救护 车 服务 的 城镇 . 由 于 某 些 城镇 之 间距 离 较 近 , 所 以 一 个 服 
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务 站 可 以 服务 几 个 城镇 . 但 是 需要 有 一 个 约束 , 那 就 是 从 服务 站 到 它 所 需要 服务 的 城镇 不 
能 超过 15 分 钟 的 车 程 . 下 表 给 出 了 这 6 个 城镇 之 间 的 车 程 . 


JC 5 的 车 程 CEP) 


1 0 23 14 18 10 32 
2 23 0 24 13 2 u 
3 m E o € 19 20 
4 18 13 60 0 55 17 
5 10 2 19 55 0 12 
6 32 “u 20 17 12 0 


建立 整数 线性 规划 模型 并 求解 之 . 给 出 服务 站 的 最 少数 目 以 及 它们 的 位 置 . 
4. King Tut 要 在 新 奥尔良 的 一 幢 博 物 馆 举行 珍宝 展览 , 图 8.3 给 出 了 博物 馆 的 地 图 , 不 同 的 
房间 有 门 相通 . 保安 在 门口 可 以 监视 两 个 相 邻 的 房间 . 博物 馆 希 望 每 个 房间 都 能 在 保安 的 
监视 中 , 并 且 使 用 尽量 少 的 保安 . 根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 ,并 求 出 最 优 解 . 


€ 
一 二 于 一 一 
PM 


图 8.3 习题 8.1C 第 4 题 中 的 博物 馆 地 图 


5. 为 了 庆祝 顺利 完成 期 末 考 试 , Bill 打算 到 所 在 的 城镇 以 及 相 邻 的 6 个 城镇 的 电影 院 看 完 所 
有 电影 . 如 果 他 到 了 某 个 城镇, 那么 他 将 看 完 所 有 他 想 看 的 电影 再 离开 . 下 表 给 出 了 每 个 城 
镇 放映 的 电影 以 及 到 其 他 城镇 的 往返 距离 - 


电影 院 所 在 城镇 。 放映 的 电影 ”往返 距离 (英里 ) 。 每 一 部 电影 的 门票 


本 镇 13 0 7.95 
城镇 A 168 25 5.50 
城镇 了 25,7 30 5.00 
城镇 C 189 28 700 
WRAD 24,7 如 4.95 
城镇 忆 13,510 35 525 
L 13 4569 32 675 
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开车 每 英里 的 费用 是 75 美 分 . Bill 要 确定 需要 去 的 城镇, 使 得 可 以 看 完 每 一 部 电影 并 且 整 
个 费用 最 小 . 

6. Walmark 商店 正在 筹划 向 美国 西部 扩展 业务 . 商店 打算 下 一 年 开设 一 些 新 的 分 店 , 来 满足 
10 个 地 理 位 置 相对 分 散 的 社区 ， 根 据 以 往 的 经 验 , 为 了 吸引 顾客 , 商店 到 社区 的 距离 不 
能 超过 25 英里 ， 另 外 社区 人 口 也 是 开设 分 店 时 需要 考虑 的 一 个 重要 因素 , 实际 上 , 社区 
ADRK, 能 够 吸引 到 的 顾客 也 就 越 多 . 下 表 给 出 了 所 有 社区 的 人 口 以 及 相互 之 间 的 距离 
(2E). 


从 社区 i 到 社区 j 的 距离 (英里 ) 


An 
i 51 isa e uta este Or vi 

1 20 40 35 17 24 00 33 12 1000 
2 20 23 68 40 30 20 19 70 40 1500 
3 40 23 36 TW 22 45 3) 20 80 28000 
4 35 63 36 TO 0 24 20 40 10 30000 
5 17 40 70 7 3 70 40 13 40 40000 
6 2 3 2 9 5 12 14 50 50 3000 
7 t0 20 45 24 70 12 40 30 20000 
s 58 19 30 20 40 14 26 20 50 1500 
9 3 70 20 40 13 50 40 20 22 60000 
10 12 40 80 10 40 50 30 50 22 12 000 


考虑 到 距离 的 限制 以 及 人 口 的 集中 两 大 因素 , 开设 尽 可 能 少 的 分 店 . 指出 分 店 应 该 开 
设 在 哪些 社区 . 
*7. (Guéret A, 2002, 12.6 节 )MobileCo 公司 拿 出 1 500 万 美元 , 最 多 建造 7 个 发 射 台 来 
Bk 15 个 相 邻 社区 中 尽 可 能 多 的 人 口 ， 下 表 中 给 出 了 每 个 发 射 台 可 以 害 盖 的 社区 以 及 建 
造 这 个 发 射 台 的 费用 . 


发 射 台 BC 建造 费用 (100 万 美元 ) 
1 1,2 3.00 
2 23,5 230 
3 1,7, 9, 10 410 
4 4,6,8,9 345 
5 6,7,911 280 
6 5, 7, 10, 12, 14 265 
7 12, 13, 14, 15 310 
下 表 给 出 了 各 个 社区 的 人 口 数目 . 


社区 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
AH (100) 4 3 10 14 6 7 9 i0 13 1l 6 12 7 5 16 


确定 出 哪儿 个 发 射 台 需要 建造 - 
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8. (Gavernini 等 人 , 2004) 在 现代 电网 中 , 使 用 自动 电子 读 表 仪器 代替 了 耗费 大 量 人 力 的 人 

工读 表 系 统 . 在 自动 化 系统 中 , 几 个 客户 的 仪表 通过 无 线 的 方式 连接 到 一 个 接收 器 , 仪表 每 

个 月 将 客户 消费 的 电量 度数 通过 信号 发 送 给 指定 的 接收 器 , 然后 接收 器 会 将 用 户 的 消费 信 

息 传送 给 中 心 的 计算 机 , 接着 产生 电费 账单 .问题 就 是 设置 最 少 的 接收 器 来 服务 一 定数 目 

的 客户 . 在 现实 生活 中 , 问题 会 包含 成 千 上 万 的 仪表 和 接收 器 . 然而 为 了 研究 的 简便 , 我 们 
考虑 有 10 个 仪表 和 8 个 接收 器 的 情形 , 下 表 给 出 了 相关 信息 : 

Bes 1 2 3 1 5 

RÆ 123 239 567 7910 368 14; 

求 满足 对 所 有 仪表 进行 服务 的 最 少数 目的 接收 器 . 
9. 在 第 8 Bib, 如 果 每 个 接收 器 最 多 只 能 服务 3 个 仪表 , 再 求解 此 问题 . 


8.1.3 ”固定 费用 问题 


定 费用 问题 是 处 理 一 类 同时 包含 两 种 费用 形式 的 经 济 活动 一 种 费用 称 作 
3t", 只 要 启动 这 种 活动 就 会 有 的 一 个 费用 值 ; 另 一 种 费用 是 可 变 费 用 , 正比 
于 使 用 这 种 活动 的 程度 . 举例 来 说 , 在 生产 某 种 产品 之 前 , 需要 购买 一 台 机 器 , 这 台 
机 器 的 费用 是 固定 费 , 它 与 生产 多 少 产 品 无 关 ; 一 旦 买 进 了 机 器 , 那么 劳动 力 和 原 
材料 的 消耗 费用 就 正比 于 生产 产品 的 数量 . 假定 已 是 固定 的 费用 , c 是 变量 的 单位 
费用 , z 是 产品 的 数量 , 那么 总 费用 函数 可 以 表示 为 
E: 下 +ecr， 如 果 z>0 
o 入 如 果 z<0 

由 于 费用 函数 C(z) 存在 一 个 不 连续 点 zx = 0, 所 以 用 解析 的 方法 难以 处 理 . 我 
们 将 通过 下 面 一 个 例子 说 明 如 何 引 入 二 元 变量 来 处 理 这 类 问题 . 
例 8.1-3 选择 电话 服务 公司 

在 美国 先后 有 3 家 电话 服务 公司 找 我 推销 其 长 途 电话 业务 . MaBell 公司 收取 
每 月 固定 费 16 美元 然后 每 分 钟 0.25 美元 ; PaBell 公司 每 月 收取 固定 费 25 美元 , 但 
每 分 钟 费用 降 为 0.21 美元 ; RabyBell 公司 的 每 月 固定 费用 是 18 美元 , 每 分 钟 0.22 
美元 . 一 般 情 况 下 , 我 平均 每 月 使 用 的 长 途 电话 时 间 是 200 分 钟 . 假定 只 有 在 我 拨 
打 电 话 之 后 公司 才 会 收取 固定 费 . 当然 也 可 以 同时 使 用 多 家 电话 公司 . 那么 我 应 该 
如 何 选择 这 3 家 电话 公司 , 使 得 每 月 的 电话 费用 最 少 ? 

这 个 问题 不 使 用 整数 线性 规划 也 能 求解 . 然而 , 可 以 用 它 作为 一 个 例子 来 研究 
整数 规划 . 

定义 


Ya WEE 
S 459 l48 


zl= 每 个 月 使 用 MaBell 公司 的 长 途 电话 时 间 (分 钟 ) 
z2 = 每 个 月 使 用 PaBell 公司 的 长 途 电话 时 间 (分 钟 ) 
za= 每 个 月 使 用 BabyBell 公司 的 长 途 电话 时 间 (分 钟 ) 
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rR S 
可 以 使 用 下 面 的 约 东 来 保证 当 zx; 取 正 数 时 y; 等 于 1. 
zj < My; j=1,2,3 


其 中 M 取 足 够 大 的 一 个 数 , 使 得 不 会 限制 变量 zi 的 取 值 . 由 于 我 每 月 使 用 的 长 途 
电话 时 间 大 约 为 200 分 钟 , 所 以 对 所 有 的 j, 有 z; < 200, 因此 取 M = 200 BIST. 
完整 的 模型 是 
min z = 0.25; + 0.2122 十 0.22rs 十 16y; + 25y2 + 18ys 
s.t. T1 +22 + T3 = 200 
z «2000 
z2 <200y 
23 € 200y; 
21,22,23 20 
Wi yas ys (0,1) 
从 上 面 的 式 子 可 以 看 出 , 只 有 当 y; = 1 的 时 候 , 也 就 是 当 zj > 0 的 时 候 , 第 j 个 电 
话 公司 的 固定 费 才 会 在 目标 函数 中 起 作用 (根据 模型 的 最 后 3 个 约束 )， 如 果 在 最 
优 解 中 zi = 0, 那么 由 于 目标 函数 > 是 最 小 化 , 又 因为 相应 y; 的 系数 是 严格 的 正 
数 , 以 及 yy > 0, 所 以 一 定 有 y; = 0 才能 达到 最 小 . 
最 优 解 是 zs = 200, ys = 1, 其 他 的 变量 都 取 值 为 零 , 可 以 看 出 选择 BabyBell 公 
司 承担 我 的 长 途 电 话费 用 最 为 合适 . 再 来 看 最 优 解 给 出 的 信息 , 由 于 zs > 0(= 200) 
暗示 了 ys = 1, 所 以 ys = 1 是 多 余 的 . 实际 上 , 引入 yi yo ys 的 目的 是 为 了 计算 每 
月 3t. 然而 就 是 这 3 个 二 元 变量 将 一 个 非 线性 的 模型 转化 成 了 一 个 易 处 理 
的 模型 . 这 种 使 用 整数 (二 元 ) 变量 来 对 模型 进行 转化 的 方法 还 可 以 广泛 地 应 用 到 
其 他 一 些 连 续 的 问题 中 . 
习题 8.1C 
1 皮革 制品 厂 按 合约 生产 一 批 裤子 、 汗 杉 和 夹克 . 每 种 产品 都 需要 购买 一 台 特定 的 机 器 来 进 
行 加 工 . 下 表 中 给 出 了 相关 的 数据 , 包括 所 带 要 的 原材料 (皮革 )、 生产 所 需 的 工时 、 生 产 费 
用 以 及 大 约 的 收益 . 当前 可 以 提供 的 皮革 大 约 是 3 000 平方 英尺 , 可 用 的 工时 限制 在 2 500 
小 时 . 


{ 1, WR zi >0 
n= 


Wr NË 夹克 
每 件 需 要 的 皮革 (平方 英尺 ) 5 3 8 
每 件 需要 的 工时 (小 时 ) 4 3 5 
每 件 需要 的 生产 费用 (美元 ) 30 20 80 
每 种 产品 需要 购买 设备 的 费用 (美元 ) 100 150 
每 件 的 价格 (美元 ) 60 40 120 
每 种 产品 的 最 少 需求 数目 100 — 150 — 200 
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2. 


*3. 


è 


求 这 个 皮革 制品 厂 最 优 的 生产 各 种 产品 的 数目 - 
Jobco 计划 在 3 台 机 器 上 生产 至 少 2 000 个 小 零件 . 任何 一 台 机 器 上 至 少 生产 500 个 . 下 
表 给 出 了 这 个 问题 的 相关 数据 


机 器 固定 费用 每 件 产品 的 生产 费用 生产 能 力 ( 件 ) 
30 


1 2 600 
2 100 10 800 
3 200 5 1200 


根据 这 个 问题, 建立 整数 线性 规划 模型, 并 求 出 最 优 解 . 
Oilco 公司 准备 对 2 个 位 置 进行 勘测 , 来 检查 4 个 目标 (可 能 是 油田 等 ) 下 表 提供 了 相关 
勘测 的 费用 , 首先 是 在 2 个 位 置 提前 做 准备 的 花费 , 然后 就 是 在 位 置 勘测 目标 了 的 费用 
(i= 1,2; j = 1,2,3,4). (单位 : 100 万 美元 ) 


每 个 目标 的 勘测 费用 预先 准备 的 
2 3 4 费用 

1 2 1 s 5 5 

2 4 6 3 1 6 


根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 ,并 求 出 最 优 解 . 


考虑 在 3 个 工业 区 建制 造 厂 , 制造 厂 需要 给 3 个 客户 提供 服务 . 下 表 给 出 了 制造 厂 的 供应 、 


客户 的 需求 , 以 及 从 制造 厂 到 客户 的 单位 运输 费用 . 


单位 运输 费用 (美元 ) 


除了 运输 的 费用 外 , 修建 制造 厂 1, 2, 3 还 需要 一 个 固定 费用 , 分 别 是 12 000 美元 、 
11 000 美元 和 12 000 美元 . 根据 这 个 问题, 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 解 . 


， 对 于 第 4 题 , 假定 客户 2 和 3 的 需求 分 别 改变 为 800, 再 求解 这 个 问题 : 
- (Liberatore and Miller, 1985) 在 随后 的 6 个 月 , 一 套 加 工 设备 使 用 两 条 生产 线 加 工 生产 


3 种 产品 . 要 求 不 可 以 违背 订单 , 但 是 为 了 满足 下 一 个 月 的 需求 , 可 以 增加 库存 量 . 下 表 给 
出 了 需求 量 、 生 产量 以 及 3 种 产品 库存 量 的 相关 数据 . 


产品 每 个 阶段 的 需求 量 每 月 的 单位 存 。 初始 的 
1 2 3 4 5 6 储 费 用 (美元 FER 
1 80 30 40 6 20 45 0:50 55 
2 4 60 50 30 3 55 035 75 
3 30 o 20 70 40 30 045 60 


81 应 用 实例 301 


从 生产 一 种 产品 的 生产 线 转 到 生产 另 一 种 产品 的 生产 线 需 要 一 个 固定 的 费用 . 下 表 给 出 了 
每 条 生产 线 的 转换 费用 、 生 产 效率 以 及 每 种 产品 的 单位 生产 成 本 : 


生产 线 转换 费用 (美元) 


TI TRI 产品 3 
PHI 200 180 300 
生产 线 2 250 200 174 
生产 效率 (每 月 件数 ) 单位 生产 费用 (美元) 
产品 1 产品 2 PES 产品 1 产品 2 产品 3 
"PHI 40 器 80 10 8 15 
生产 线 2 0 70 00 12 6 10 


根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 的 生产 计划 . 


T. (Jarvis WA, 1978)7 个 城市 被 候选 为 建设 4 个 污水 处 理 厂 的 城市 .下 表 给 出 了 相关 信息 ， 
表 中 没有 给 出 的 连接 说 明 这 条 线路 上 不 能 铺设 管道 . 


两 个 城市 之 间 建 造 流量 为 1 000 加 仑 /小 时 管道 的 费用 (美元 ) 


从 1 2 3 4 5 6 7 
T 109 200 50 
2 120 150 
3 400 120 9» 
4 120 120 
5 200 100 200 
6 no 180 70 
T 200 150 

RII WW 
用 (100 万 美元 ) | 100 12 200 100 180 099 140 
AH (100A) | 50 10 — 45 9) 75 60 - w 


管道 的 容量 (加 仑 /小 时 ) 是 产生 污水 数量 的 函数 , 也 就 是 人 口 数目 的 函数 ， 大约 每 小 时 每 
1 000 居民 向 下 水 道 排放 的 污水 是 500 加 仑 . 污水 处 理 厂 最 大 处 理 能 力 是 10 万 加 仓 / 小 时 . 
试 确定 建设 污水 处 理 厂 的 最 佳 位 置 及 其 处 理 能 力 . 

8. (Brown 等 人 , 1987) 某 公司 使 用 4 辆 特殊 的 油 负 卡车 为 客户 运送 4 种 不 同 的 汽油 . 每 辆 
MEER 5 WEW, 容量 分 别 是 500, 750, 1 200, 1 500, 1 750 MÈ. 4 种 汽油 每 天 的 需求 
量 大 约 分 别 是 10 000, 15 000, 12 000, 8 000 加 仑 . 4 辆 油缸 车 运送 的 不 能 满足 客户 需求 
的 部 分 必须 转 包 合同 , 那么 4 种 汽油 的 额外 转 包 费用 分 别 是 5, 12, 8, 10 美 分 /加 仑 . 求 最 
小 化 转 包 合同 产生 的 额外 费用 时 的 最 优 油 铀 车 日 常 运输 计划 - 

9. 某 家 庭 每 月 需要 的 长 途 电话 大 约 是 3 000 分 钟 , 现在 有 3 家 公司 可 以 提供 电话 服务 ; ALB, 
C. 公司 A 收取 每 月 的 固定 费 10 美元 , 然后 前 1 000 分 钟 5 美 分 /分 钟 , 以 后 超出 1 000 
分 钟 的 部 分 4 美 分 /分 钟 : 公司 B 每 月 收取 固定 费 20 美元 , 长 途 费用 统一 为 4 美 分 /分 
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钟 ; 公司 C 的 每 月 固定 费 为 25 美元 , 然后 前 1 000 分 钟 5 美 分 /分 钟 , 以 后 超出 1 000 分 
钟 的 部 分 3.5 美 分 /分 钟 . 那么 这 户 家 庭 应 该 选择 哪 家 公司 使 得 电话 费用 最 少 . 
*10. (Barnett, 1987)Yataha 教授 计划 有 6 次 波士顿 与 华盛顿 之 间 的 往返 旅行 可 以 选择 的 3 
条 定期 航线 是 Eastern, US Air 和 Continental, 并 且 购 买单 程 机 票 也 不 会 额外 收 钱 . 为 
了 吸引 旅客 , 每 条 航空 线路 都 对 经 常 乘坐 客机 的 乘客 有 奖励 里 程 ，Eastern 给 予 每 张 机 票 
(单程 )1 000 英里 奖励 ; 另外 如 果 每 月 的 机 票数 量 达到 2 张 , 又 会 额外 赠送 5 000 英里 ; 如 
, 果 数 量 超过 5 张 将 再 赠送 5 000 英里 . Air 给 予 每 次 旅行 奖励 1 500 英里 , 每 6 张 机 票 额 
外 赠送 10 000 JH. Continental 给 予 每 次 旅行 奖励 1 800 英里 , 每 5 张 机 票 额外 赠送 
7 000 英里 . 那么 Yataha 教授 应 该 如 何在 3 条 航线 上 分 配 这 12 张 单程 机 票 , 才能 使 得 自 
己 得 到 的 奖励 里 程 最 大 ? 
8.1.4 “或 者 -或 者 "和 “如 果 - 那 么 "约束 


在 固定 费用 问题 (8 1.3 节 ) P, 我 们 引入 二 元 变量 来 处 理 不 连续 的 目标 费用 
函数 . 在 本 节 中 , 我 们 将 仍然 利用 二 元 变量 来 处 理 模型 中 约束 不 满足 同时 性 (“或 
者 -或 者 ”) 或 者 依赖 性 (“如 果 - 那 么 ”) 的 情形 . 采用 的 变换 不 会 改变 约束 的 “或 
者 "或 “依赖 关系, 我 们 只 是 利用 数学 上 的 技巧 方法 将 这 样 的 约束 转化 成 “并 且 ” 
的 关系 . 

例 8.1-4 (工序 模型 ) 

Jobco 公司 需要 在 一 台 机 器 上 处 理 3 项 工作 . 下 表 给 出 了 每 项 工作 的 处 理 时 间 
以 及 应 交工 日 期 . 假定 第 一 项 工作 开始 处 理 时 的 日 期 定 为 0, 应 交工 日 期 从 0 算 起 . 
工作 “处理 时 间 (天 ) ”应 交工 日 期 (天 ) EMAN (美元 /天 ) 

1 5 25 19 
2 2 2 12 
3 15 35 34 


这 个 问题 的 目标 是 求 使 得 延期 处 器 最 少 的 工序 处 理 方案 . 

定义 mi = 工作 j 的 开始 加 工 日 期 ( 按 天 计算 , 从 0 开始 计算 ) 

这 个 问题 有 两 个 约 东 条 件 : 互 不 干扰 约束 (保证 两 项 工作 不 能 同时 处 理 ), 应 交 
工 日 期 约束 . 首先 考虑 互 不 干扰 约束 . 

假设 工作 i 和 工作 j 的 处 理 时 间 分 别 为 ps 和 pj, 为 了 保证 这 两 项 工作 不 同时 
AERE, 那么 必须 满足 ri > zi e p, 或 者 zi > zi + pu 取决 于 工作 j 是 在 工作 i 之 前 
处 理 还 是 在 其 后 处 理 . 因为 所 有 的 数学 规划 都 是 仅仅 处 理 并 的 约束 , 所 以 我 们 通过 
引入 下 面 的 二 元 变量 来 将 “或 者 -或 者 ”约束 转化 为 “并 的 ”约束 : 


/1， 若 工作 i 在 工作 j 之 前 加 工 
总 0， 着 工作 ;在 工作 i 之 前 加 工 


对 于 足够 大 的 数 M, 或 者 -或 者 约束 (either-or constraint) 可 以 用 下 面 两 个 并 的 约 
NAE My + (zi 一 五 ) 2 p; FIM — ya) + (z5 — zi) > pi 
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这 样 的 转化 可 以 保证 在 任何 时 候 这 两 个 约束 中 只 有 一 个 是 起 作用 的 ， 如 果 
yug = 0, 那么 第 1 个 约束 是 起 作用 的 , 而 第 2 个 约束 是 多 余 的 (因为 左 端 项 包含 
充分 大 的 数 M, 所 以 一 定 会 大 于 p): BUR yy = 1, 那么 第 1 个 约束 是 多 余 的 , 第 2 
个 约束 是 起 作用 的 . 

下 面 再 考虑 应 交工 日 期 约束 . 给 定 工件 j 的 应 交工 日 期 是 dj, 令 s; 是 一 个 无 
限制 的 变量 . 那么 相关 的 约束 是 


zj pj 5 — dj 
TUR s; > 0, 那么 应 交工 日 期 的 约束 可 以 满足 ; 如 果 si < 0 则 会 有 一 个 延期 的 
ATI. 引用 下 面 的 代 换 : 


J 本 ,时 >0 


那么 约束 变 为 
zj5j 5] = dj -pj 


延期 处 罚 的 费用 与 s+ 成 正比 . 


这 个 问题 的 模型 可 以 写成 
min z = 19st + 12s] + 34s$ 
$t omi-i +My 220 
一 zI+z2 -My2 25-M 
zip -rs Mus 215 
-zi +2 一 Ma 25-M 
23-275 *Mys 215 
一 za+za -Mys 220-M 
Ty *sp-5pb 225-5 
T2 十 5 一 时 = 22 一 20 
ta +s3-sł= 35 -15 


Tl Ta 23,87,51, 87,83,83, 83 20 
112,713, yos = (0,1) 

引入 整数 变量 yz, vis, yos 是 为 了 将 “或 者 -或 者 ”约束 转化 成 “并 的 ”约束 . 
最 后 构造 的 模型 是 一 个 混合 整数 线性 规划 模型 . 

为 了 求解 这 个 模型 , 我 们 取 M. = 100, 这 个 值 比 3 项 工作 处 理 时 间 的 总 和 还 
要 大 . 
最 优 解 是 rı = 20, ra = 0 和 zs = 25. 这 说 明 工作 2 在 时 刻 0 开始 处 理 , 工作 
1 在 第 20 天 开始 处 理 , 工作 3 在 第 25 天 开始 处 理 , 最 优 的 处 理 顺序 是 2 一 1 一 3. 
同时 这 个 解 还 告诉 我 们 工作 2 在 第 0+ 20 = 20 天 完成 , 工作 1 在 第 20+5 RER, 
工作 3 在 第 25 + 15 = 40 天 完成 , 所 以 工作 3 延误 了 40 - 35 = 5 X, 处 罚 费用 为 
5 x 34 = 170 美元 . 
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AMPL 程序 

文件 amplEx8.1-4.txt 为 例 8.1-4 提供 了 AMPL 模型 . 由 于 它 是 对 上 面 提出 的 
一 般 数学 规划 模型 的 直接 转化 , 所 以 这 个 模型 很 容易 理解 ， 通 过 改变 数据 的 输入 ， 
这 个 模型 可 以 处 理 任意 多 项 工作 的 问题. 注意 , 实际 上 这 个 模型 可 以 看 作 是 下 面 几 
个 原始 数据 量 的 函数 : 处 理 时 间 p、 截 止 时 间 d 和 延期 处 罚 perDaypenalty. 


—Exasple 8.1-4————-—-——— 


5I is the same as J 


param perbayPenalty(I); 
param Ne1000; 
var x(2)»-0; continuous 
var y(1,J) binary; 0-1 
var sMinus(J»-0; # sesMinus-sPlus 
var splus{J)>=0; 
minimize penalty: sum {J in J} 
perbayPenalty [5] salus [j]; 
subject to 
eitherüri(i in 1,j in 3:163}: 
Hoy [4,3] ex )-x Dp 1; 
sitherOr2(i in 1,j in 3103): 
ve Cty, 3x3) -x oup] 


dueDate(j in J):x[j]esMinus [3] sP1us [] «4 [3] -p(3] ; 
data 


param 
paras die 1 25 222 335; 

param perDayPenalty := 1 19 2 12 3 34; 
option solver cplex; solve; 

display penalty,x; 


图 8.4 工序 问题 的 AMPL 模型 (文件 amplEx8.1-4.txt) 


例 8.1-5 (再 次 考虑 工序 模型 ) 

在 例 8.1-4 中 , 假定 我 们 有 下 面 的 额外 约束 : 如 果 工作 i 在 工作 j 之 前 , 那么 
工作 人 必须 在 工作 m 之 前 . 从 数学 角度 看 , 这 个 如 果 - 那 么 约束 (ifthen condition) 
可 以 写成 


如 果 zi 十 pi < zj, 那么 zx pi < Em 
给 定 足 够 小 的 数 = > 0 和 足够 大 的 数 M, 上 面 这 个 约束 等 价 于 下 面 2 个 并 的 约束 : 
Zj = (z; + pi) < M(1 — w) -€ 
(Er + pr) -3m < Mw 
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w= (0,1) 
如 果 mi + pi < zj, 那么 zj — (zi + p) > 0, 这 要 求 w = 0, 因此 第 2 个 约束 就 变 成 
了 zk 十 pk < zm, 这 正 是 我 们 需要 的 . 否则 , w 取 值 为 1 或 者 0, 此 时 第 2 个 式 子 是 
否 满足 , 取决 于 模型 中 其 他 的 约束 . 


习题 8.1D 


*1， 一 个 游戏 板 上 由 9 个 大 小 相同 的 正方 形 组 成, 要 求 将 数 1 ~ 9 分 别 填 入 这 些 正方 形 , 每 个 
正方 形 填 一 个 数 而 且 互 不 相同 , 使 得 每 一 行 、 每 一 列 以 及 对 角 线 上 的 数 的 和 都 是 15. 利用 
整数 线性 规划 模型 来 确定 应 该 如 何 将 这 9 个 数 填写 到 所 有 的 正方 形 中 . 

一 台 机 器 可 以 用 来 生产 2 种 可 以 转换 的 产品 . 这 台 机 器 每 天 最 多 可 以 生产 20 个 单位 的 产 
唱 1 和 10 个 单位 的 产品 2, 或 者 可 以 调整 为 每 天 最 多 生产 12 个 单位 的 产品 1 和 25 个 单 
位 的 产品 2 市 场 的 分 析 数据 显示 每 天 对 两 种 产品 的 最 大 需求 量 一 共 是 35 个 单位 . 已 知 2 
种 产品 的 单位 利润 分 别 是 10 美元 和 12 美元 , 那么 应 该 选择 哪 种 生产 模式 呢 ? 根据 这 个 问 
Ml, 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 解 .( 注 ; 这 是 一 个 二 维 的 问题 , 可 以 通过 检查 图 上 
可 行 解 空间 的 方法 求解, 但 是 这 种 方法 不 适用 于 求解 n 维 的 情况 .) 

*3. Gapco 公司 生产 加 工 3 种 产品 , 下 表 给 出 了 它们 需要 的 加 工 工时 以 及 所 需要 的 原料 . 


产品 。 每 天 需要 的 工时 (小 时 /单位 ) 每 天 需要 的 原料 ( 磅 /单位 ) 
1 3 4 


y 


2 4 3 
3 5 6 


这 3 种 产品 每 单位 的 利润 分 别 是 25 美元 、30 美元 和 22 美元 有 2 个 位 置 可 以 提供 给 
Gapco 来 建造 工厂 , 这 2 个 位 置 可 以 提供 不 同 的 生产 工时 和 原材料 数量 , 见 下 表 : 


位 置 每 天 可 用 工时 (小 时 ) 每 天 可 用 原料 (W) 
1 100 100 
90 120 


根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 的 建 厂 位 置 . 
Jobco 车 间 需 要 在 一 台 机 器 上 处 理 10 项 主要 的 工作 . 下 表 给 出 了 每 项 工作 的 处 理 时 间 以 
及 应 交工 日 期 . 所 有 的 时 间 单 位 为 天 , 日 期 从 0 开始 . 


工作 处 理 时 间 应 交工 日 其 


^ 
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10. 


如 果 工作 4 在 工作 3 之 前 处 理 , 那么 工作 9 必须 在 工作 7 之 前 处 理 ， 目标 是 在 最 短 
的 时 间 内 将 这 10 项 工作 处 理 完毕 .根据 这 个 问题 , 建立 整数 线性 规划 模型 , 并 利用 文件 
amplEx8.1-4.txt 中 的 AMPL 模型 进行 求解. 

在 第 4 题 中 , 假定 只 有 在 工作 3 完成 以 后 才能 够 处 理工 作 4, 并 且 机 器 的 设置 要 求 工作 7 
和 工作 8 必须 相继 加 工 (也 就 是 , 要 么 工作 7 在 工作 8 之 后 马上 加 工 , 要 么 工作 8 在 工作 
7 之 后 马上 加 工 ). Jobco 公司 的 目标 是 使 得 处 理 所 有 的 10 项 工作 的 总 延误 时 间 最 少 . 根 
据 这 个 问题 建立 数学 模型 , 并 求 出 最 优 解 . 

Jaco 公司 拥有 一 家 工厂 , 生产 3 种 产品 . 下 表 给 出 了 这 3 种 产品 需要 的 工时 和 原材料 . 


产品 每 天 需要 的 工时 (小 时 /单位 ) 。 每 天 需要 的 原料 ( 磅 /单位 ) 
1 3 n 
2 4 3 
3 5 6 
每 天 可 用 量 100 100 


这 3 种 产品 的 单位 利润 分 别 是 25 美元 、30 美元 和 45 美元 . 如 果 生产 产品 3, 那么 每 天 至 
少 要 生产 5 件 . 根据 这 个 问题, 建立 一 个 混合 整数 线性 规划 模型 , 并 求 出 最 优 的 生产 方案 


… UPak 公司 是 LTL 运输 公司 的 一 家 子 公司 . 客户 将 货物 送 到 UPak, 然后 装 入 拖车 运送 到 


客户 需要 的 目的 地 , 拖车 可 以 出 租 的 空间 是 36 英尺 . 客户 根据 他 们 货物 所 占 英尺 数 付 给 
UPak 费用 . 客户 的 货物 不 能 分 开 装 车 , 也 就 是 说 每 一 个 客户 的 货物 必须 装 在 一 辆 拖车 上 . 
在 拖车 上 安装 了 可 移动 的 隔 板 用 来 分 开 不 同 客户 的 货物 . UPak 对 每 英尺 空间 收取 的 费用 
取决 于 货物 的 目的 地 ; 距离 越 远 ， 费 用 也 就 越 高 下 表 中 给 出 了 UPak 公司 需要 运输 的 货 
物 单据 . 


单据 DNE YU Du 5 $m 8 9 10 
货物 尺寸 (英尺 ) 5 nn 2 15 7T 9 i18 144 140 12 
单位 运费 (美元 ) 120 93 70 85 125 104 98 130 140 65 


现在 有 两 辆 拖车 等 待 装 货 , 确定 如 何 选择 货物 , 使 得 总 的 收入 最 大 . (提示 : 引入 二 元 变量 
ag 表示 第 i 个 货物 装 到 第 j 个 拖车 上 . 关键 是 定义 在 拖车 ; 上 装 货物 i 的 变量 zy, 需要 
有 一 个 如 果 - 那 么 的 约束 来 避免 费 物 的 分 装 .) 
分 别 对 图 8.5 中 的 3 个 图 形 的 阴影 可 行 解 空间 用 一 组 并 的 约束 表示 . 对 于 图 (a) 给 出 的 可 
行 解 空间 求 使 得 * = 27, +322 最 大 化 的 解 . 


， 假 定 要 求 下 面 m 个 约束 中 的 任何 上 个 一 定 起 作用 : 


(zhra 28) € b, i= 1,2, 


请 给 出 如 何 表示 这 样 的 约束 . 
在 下 面 的 约束 中 , 右 端 项 (b2, b2,---, B bm) 代表 取 bi, bz,- -- ,bm 中 的 一 个 . 


g(z1,2,-** 24) € (ob , ER bm) 
请 给 出 如 何 表 示 这 样 的 约束 . 
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(5) (e) 
图 8.5 习题 8.1D 中 第 9 题 的 可 行 解 空间 


8.2 ”整数 规划 算法 


求解 整数 线性 规划 的 算法 大 都 是 建立 在 求解 大 规模 线性 规划 问题 的 算法 基础 
之 上 的 . 这 种 算法 的 策略 包含 3 个 步骤 
第 1 步 ”首先 对 整数 线性 规划 的 可 行 解 空间 进行 松弛 : 取消 对 整数 变量 的 整数 限 
制 , 用 连续 的 区 间 0 < y < 1 来 代替 二 元 变量 y. 松弛 之 后 的 结果 是 一 个 规则 的 线 
性 规划 模型 . 
第 2 步 ”求解 这 个 线性 规划 模型 , 并 得 到 连续 最 优 解 . 
第 3 步 ”根据 得 到 的 连续 最 优 解 , 通过 增加 一 些 特殊 的 约束 来 逐步 改变 线性 规划 
的 可 行 解 空间 , 使 得 最 终 得 到 一 个 满足 整数 要 求 的 最 优 极点 . 

现在 有 两 种 常用 的 方法 来 产生 第 3 步 中 的 特殊 约束 : 

(1) 分 支 限界 法 ; — (2) 割 平面 法 . 

虽然 两 种 方法 都 不 能 够 保证 对 所 有 的 整数 规划 有 效 , 但 经 验 表明 分 支 限界 法 远 
远 好 于 制 平面 法 . 我 们 会 在 接 下 来 的 章节 中 进一步 加 以 讨论 . 
8.2.1 ”分支 限界 (B&B) 算法 


1960 年 A. Land 和 G. Doig 设计 了 第 一 个 用 于 求解 一 般 的 混合 整数 线性 规划 
和 纯 整 数 线性 规划 问题 的 分 支 限界 算法 ?. 接 下 来 , 在 1965 年 , E. Balas 又 得 到 解决 
纯 二 元 (0 或 者 1) AERE. 组 成 的 整数 线性 规划 问题 的 附加 算法 (additive algorithm). 
O TORA 的 整数 规划 模块 包含 一 个 交互 式 的 生成 BLB 树 的 工具 ， 使 用 这 个 工具 的 时 候 , 选择 整数 
规划 模块 答 出 屏 莫 上 的 国友 天 | 按钮 , 然后 屏 莓 显示 结果 提供 了 所 有 生成 BLB MIS 
m. 
D 一 般 的 整数 线性 规划 模型 的 变量 都 可 以 转化 成 二 元 (0— 1) 变量 , MERNE z, 有 有 限 的 上 
F (也 就 是 0 <z <u), 那么 
22942 y Ty Dy 
变量 oisi u 都 是 一 元 变量 , 下 标 RRR 0101 > u 的 最 小 整数 
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附加 算法 的 计算 非常 简单 (主要 是 加 法 和 减法 ), 以 至 于 人 们 都 以 为 它 将 是 求解 一 
般 整 数 线性 规划 模型 的 重大 突破 . 但 不 幸 的 是 , 它 没有 带 来 想象 中 那样 计算 上 的 优 
势 . 更 重要 的 是 , 这 个 算法 最 初 看 上 去 与 分 支 限界 法 的 技巧 没有 关系 , 但 是 实际 上 
它 是 A. Land 和 G. Doig 给 出 算法 的 一 种 特殊 情形 

本 节 将 只 介绍 一 般 的 Land-Doig B&B 算法 , 我 们 将 使 用 一 些 例题 来 仔细 讲解 


这 个 算法 . 
例 8.2-1 
max 2=5z1+4r2 
st. zit za 和 5 
10r, 622 « 45 
zlza 均 是 非 负 整数 


图 8.6 中 的 格 点 ( 黑 点 ) 就 是 这 个 整数 线性 规划 问题 的 可 行 解 空 间 ， 取 消 整 
数 线性 规划 问题 中 的 整数 约束 ， 就 得 到 了 相应 的 第 1 个 连续 线性 规划 LP1 问题 . 
可 行 解 空间 是 图 中 的 阴影 部 分 , 求解 这 个 LPI 问题 , 得 到 zk = 3.75, 22 = 125, 
z = 23.75. 


最 优 解 连续 ) 
27315,2125 
i78 


图 8.6 482-1 中 整数 线性 规划 (格子 点 ) 和 LP1( 阴 影 部 分 ) 的 可 行 解 空间 


由 于 得 到 的 LP1 问题 的 最 优 解 不 满足 整数 要 求 , 所 以 使 用 B&B 算法 来 改变 
可 行 解 空间 使 得 最 终 得 到 整数 线性 规划 的 最 优 解 .首先 , 我 们 选择 LP1 最 优 解 中 
任何 一 个 不 满足 整数 要 求 的 变量 , 例如 选择 z1(= 3.75), 由 于 在 LP1 的 可 行 解 空间 
中 , 区 间 3 < zl < 4 中 不 含有 zi 的 整数 值 , 所 以 可 以 不 考虑 变量 zi 的 这 一 段 区 
域 . 可 以 等 价 地 用 两 个 新 的 线性 规划 来 代替 原来 的 LP1: 
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LP2 可 行 解 空间 = LP1 可 行 解 空间 + (z, < 3) 
LP3 可 行 解 空间 = LP1 可 行 解 空间 + (z1 > 4) 
图 8.7 描述 的 LP2 和 LP3 的 可 行 解 空间 , 这 两 个 区 域 中 的 整数 点 刚好 与 原始 


的 整数 线性 规划 问题 的 解 区 域 相同 , 也 就 是 说 , 从 求 整数 解 的 角度 出 发 , 求解 LP2 
和 LP3 与 求解 LP1 可 以 得 到 相同 的 结果 , 不 会 丢失 任何 信息 . 


Jen R a w 


图 8.7 9 (82-1 中 问题 LP2 和 LP3 的 可 行 解 空间 


由 此 我 们 可 以 考虑 通过 增加 合适 的 约束 将 可 行 解 空间 内 不 包含 整数 点 的 区 域 
去 除 (就 像 人 LP1 的 可 行 解 空间 中 去 除 3 < z < 4 一 样 ), 最 终 通过 求解 一 个 线性 
规划 问题 , 使 得 得 到 的 解 怡 好 满足 整数 要 求 , 这 样 , 我 们 求解 整数 线性 规划 的 过 程 
就 变 成 了 求解 一 系列 连续 的 线性 规划 问题 . 

由 于 新 的 约 东 z, < 3 和 zi > 4 是 互 不 相交 的 , 所 以 图 8.8 给 出 的 第 2 个 节点 
和 第 3 个 节点 (LP2 和 LP3) 是 可 行 解 空间 不 相关 的 线性 规划 问题 , 因此 这 种 二 分 
的 性 质 给 我 们 提供 了 采用 B&B 算法 中 分 支 (branching) 的 思想 . 在 这 种 情况 下 , 变 
量 ri 称 为 分 支 变量 (branching variable). 

整数 线性 规划 的 最 优 解 或 者 落 在 LP2 上 , 或 者 落 在 LP3 上 , 因此 两 个 子 问题 
都 需要 考虑 . 首先 求解 LP2( 引 入 了 约束 zi <3): 

max z= 571+472 
st. zit T2< 5 
l0, +672 <45 
vir xd 
Tum > 0 
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LP 
2 7375.2 7 125, 


LP3 
3,24, n = 0.83, z = 23.33 


图 8.8 例 8.2-1 中 使 用 分 支 变量 m; 生成 LP2 和 LP3 
LP2 的 最 优 解 是 (可 以 直接 使 用 13.3 节 中 有 上 界限 制 的 算法 来 快速 求解) 


n= 24-2, 2223 


LP2 的 最 优 解 满足 了 对 ri, za 整数 的 要 求 , 那么 LP2 就 称 作 已 经 探 明 (fath- 
omed), 也 就 意味 着 不 需要 再 对 LP2 进行 分 支 ， 分 支 不 可 能 再 得 到 更 好 的 整 
数 解 . 

现在 还 不 能 说 LP2 得 到 的 整数 解 就 是 原 问题 的 最 优 解 , 因为 求解 LP3 可 能 会 
得 到 更 好 的 整数 解 . 我们 可 以 得 到 的 结论 就 是 2 = 23 是 原始 整数 线性 规划 问题 最 
优 (最 大 ) 值 的 一 个 下 界 . 只 要 是 不 能 够 得 到 更 好 的 目标 值 的 子 问题 就 可 以 不 用 再 
继续 考虑 . 如 果 另 外 一 个 子 问题 得 到 了 更 好 的 整数 解 , 那么 这 个 下 界 也 就 随 之 得 到 
提高 . 

已 知 下 界 > = 23, 下 面 考虑 LP3( 唯 一 剩 下 没有 考虑 的 子 问题 ). 因为 LP1 的 最 
优 值 是 z = 23.75, 并 且 目 标 函 数 中 所 有 的 系数 都 是 整数 , 所 以 求解 LP3( 比 LP1 的 
约束 更 多 ) 不 会 得 到 更 好 的 解 使 得 = > 23, 因此 可 以 不 用 再 考虑 子 问题 LP3, 它 也 
已 经 探 明 . 

由 于 子 问 题 LP2 和 LP3 都 已 经 探 明 (第 一 个 子 问题 得 到 了 最 优 整 数 解 ， 第 
二 个 不 能 够 得 到 更 好 的 整数 解 ), 那么 可 以 得 到 原始 整数 线性 规划 问题 的 最 优 解 是 
T1=3,72= 2,2= 23. 

在 整个 过 程 中 还 有 两 个 问题 没有 回答 . 

(1) 在 求解 LP1 时 , 是 否 可 以 选择 za 代替 zl 作为 分 支 变量 ? 

(2) 当选 择 下 一 个 需要 求解 的 子 问题 时 , 是 否 可 以 考虑 先 求解 LP3? 

这 两 个 问题 的 答案 都 是 “是 ”, 但 是 在 计算 量 上 会 有 很 大 的 差异 , 图 8.9 充分 说 
明了 这 一 点 . 假定 首先 考虑 LP3( 而 不 是 按照 图 8.8 中 首先 考虑 LP2), 可 以 得 到 最 
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优 解 为 zı = 4,22 = 0.83,z = 23.33( 已 检验 ! )， 因为 zz(= 0.83) 不 是 整数 , 所 以 可 
以 利用 z2 < 0 和 za > 1 将 LP3 进一步 分 成 两 个 子 问题 LP4 和 LPS, 也 就 是 
LP4 可 行 解 空间 = LP3 可 行 解 空间 + (z2 < 0) 
=LP1 可 行 解 空间 + (zi > 4) + (z2 < 0) 
LP5 可 行 解 空间 = LP3 可 行 解 空间 + (zz > 1) 
=LP3 可 行 解 空间 + (z1 > 4) + (zz > 1) 


现在 我 人 有 3 个 子 问题 需要 求解 : LP2, LP4, LP5. 假定 首先 任意 选取 其 中 一 
个 , 比如 LP5, 求解 发 现 它 没有 解 , 因此 它 已 经 探 明 ， 接 下 来 求解 LP4, 最 优 解 是 
21 = 4.5, z2 = 0,z = 22.5, 因为 zi 的 值 不 是 整数 , 所 以 又 得 到 两 个 分 支 rı < 4 和 
23 > 5, 从 LP4 可 以 得 到 下 面 的 两 个 子 问题 LPO 和 LPT. 


LP6 可 行 解 空间 = LP1 可 行 解 空间 + (z1 > 4) + (zz < 0) + (z1 < 4) 
LP7 可 行 解 空间 = LP3 可 行 解 空间 + (z1 > 4) + (22 < 0) + (zl > 5) 


现在 还 有 3 个 子 问题 没有 考虑 ，LP2, LP6, LP7， 任 意 选择 LP7 求解 , 这 个 
问题 没有 可 行 解 , 因此 它 已 经 探 明 .接着 考虑 LP6, 求解 这 个 问题 可 以 得 到 整数 解 
zı 74,22 = 0,2 = 20, 也 就 得 到 了 第 一 个 原始 整数 线性 规划 最 优 值 的 下 界 (= 20). 
下 面 只 剩 下 子 问题 LP2, 求解 得 到 一 个 更 好 的 整数 解 (zi = 3, za = 2,2 = 23). 到 现 
在 为 止 , 所 有 的 子 问题 都 是 已 经 探 明 , 并 且 根据 最 新 的 一 个 下 界 得 到 原 问题 的 最 优 
解 z1 = 3,za= 2z= 23. 

图 8.9 给 出 了 整个 求解 序列 (LP1 一 LP3 一 LP5 一 LP4 一 LP7 一 LP6 一 LP2), 显然 
这 样 一 个 序列 是 一 种 非常 糟粕 的 方案 , 但 是 实际 中 也 是 会 发 生 的 . 在 图 8.8 中 , 我 
们 幸运 地 选中 了 求解 LP2 得 到 了 一 个 好 的 下 界 , 从 而 使 得 我 们 不 再 需要 求解 LP3， 
实质 上 只 是 求解 了 两 个 线性 规划 问题 . 但 是 在 图 8.9 中 就 截然 不 同 了 , 在 B&B 算 
法 终止 之 前 我 们 求解 了 7 个 线性 规划 问题 . 
评注 ”从 上 面 的 例题 中 可 以 看 出 , B&B 算法 有 一 个 非常 大 的 缺点 ; 给 定 多 个 可 供 
选择 的 子 问题 时 , 如 何 确定 下 一 个 求解 的 子 问题 以 及 分 支 变量 ? 虽然 也 有 一 些 启发 
式 的 想法 使 得 B&B 算法 可 以 预见 哪 一 个 分 支 会 得 到 一 个 好 的 整数 解 (参看 Taha, 
1975, pp-154-171), 但 是 理论 上 仍然 没有 一 个 统一 的 结果 , 这 也 一 直 以 来 困扰 着 更 
好 地 求解 整数 线性 规划 .习题 8.2A 第 7 题 将 证 明 , 即使 问题 的 规模 比较 小 (16 个 
二 元 变量 和 1 个 约束 ), 利用 B&B 算法 在 找到 最 优 解 之 前 也 需要 求解 超过 25 000 
个 线性 规划 问题. 不 幸 的 是 , 经 过 了 40 余年 的 研究 , 并 且 在 计算 能 力 有 了 很 大 提高 
的 前 提 下 , 直到 今天 仍然 没有 一 套 完全 可 靠 的 整数 线性 规划 代码 (商业 的 和 学 术 上 
的 ), 也 就 是 无 论 人 们 在 计算 机 上 执行 多 长 时 间 都 不 能 找到 整数 线性 规划 的 最 优 解 . 
SE Ae, 这 些 算法 甚至 在 一 些 相当 小 的 问题 上 也 会 受到 限制 . 
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LPI 
=3.75, 1,7125, z =23.75 


图 8.9 例 8.2-1 中 的 分 支 限界 树 


AMPL 模型 

AMPL 模型 可 以 用 来 交互 式 地 生成 B&B 搜索 树 . 下 表 中 给 出 了 生成 例 8.2-1 
(图 8.9) 分 支 限界 树 所 需要 的 命令 顺序 , 从 连 组 的 LPO 模型 开始 . 这 个 模型 (文件 
amplEx8.2-1.txt) 包含 两 个 变量 x1 和 x2, 两 个 约 东 c0 和 c1. 可 以 看 出 这 些 命令 与 图 
8.9 给 出 的 分 支 是 相互 对 应 的 . 


AMPL 命令 
ampl: model amplExS.2-1.txt;solve;display x1,x2; 
ampl: c2:x1>=4;solve;display xi,x2; 


ampl: c3:x2>=1;solve;display xi,32; 
ampl: drop c3;c4:x2<=0;solve;display x1,x2; LP4(zl = 4.5, 22 = 0) 
ampl: c5:x1>=5;solve;display x1,x2; LP7( 无 解 ) 

ampl: drop c5;c6:x1<=4;solve;display x1,x2; LP6(z1 =4,72 =0) 


ampl: drop c2;drop chidrop c6;c7:x1<=3; 
solve;display x1 x2; LP2(ri = 3,23 =2) 
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Excel 规划 求解 程序 
在 Excel 规划 求解 中 可 以 利用 规划 求解 参数 对 话 框 上 的 add/change/delete 选 
项 得 到 想 要 的 子 问题 的 解 . 


B&B 算法 总 结 ”现在 总 结 一 下 B&B 算法 . 假定 一 个 求 目标 函数 最 大 的 问题 , 设 
置 初始 最 优 目标 值 的 下 界 是 = = -oo. $ i=0. 
第 1 步 ( 探 明 /限界 ) 选择 LPi 为 下 一 个 需要 考虑 的 子 问题 . 求解 LPi, 并 按照 下 
面 的 3 种 条 件 之 一 来 判断 这 个 问题 是 否 已 经 探 明 : 

(a) LPi 的 最 优 值 > 不 能 改进 目标 函数 当前 的 下 界 ; 

(b) LPi 得 到 了 一 个 比 当前 目标 函数 下 界 更 好 的 可 行 整数 解 ; 

(c) LPi 没有 可 行 解 . 

分 下 面 两 种 情况 处 理 . 

(a) 如 果 LPi 已 经 探 明 并 且 找到 了 一 个 更 好 的 解 , 那么 将 这 个 值 作为 新 的 下 界 . 
如 果 所 有 的 子 问题 都 已 经 探 明 , 停止 ; 整数 线性 规划 的 最 优 值 就 是 当前 这 个 有 限 的 
下 界 . 如 果 没 有 有 限 的 下 界 , 那么 这 个 问题 就 没有 可 行 解 .否则 , im i + 1, 重复 
第 1 步 . 

(b) 如 果 LPi 尚未 探 明 , 那么 转 入 第 2 步 进行 分 支 . 
第 2 步 (分 支 ) 在 LPi 的 最 优 解 中 任意 选择 一 个 变量 zi, 其 最 优 值 >; 不 是 整数 
删除 区 间 


lj] < z; < 5] 1 


(其 中 o] 表示 不 超过 v 的 最 大 整数 ) 分 别 利用 下 面 的 两 个 约束 生成 两 个 线性 规划 
子 问题 


zj < [rj] A zj 2 [05] 1 


令 i=i+1, 转 入 第 1 步 . 

士 面 给 出 的 步 又 是 求解 最 大 化 的 问题 . 对 于 最 小 化 的 情况 , 只 需要 将 下 界 用 上 
界 代替 (初始 值 令 > = +00). 

B&B 算法 可 以 很 容易 地 扩展 到 求解 混合 整数 规划 问题 (这 种 问题 中 只 有 一 部 
分 变量 是 整数 型 的 )， 如 果 一 个 变量 是 连续 型 的 , 在 整个 算法 中 将 永远 不 会 选择 它 
作为 分 支 变量 . 在 求解 一 个 子 问题 之 后 , 如 果 在 最 优 解 中 对 应 离散 变量 的 值 都 是 整 
数 并 且 目 标 函 数值 改进 了 当前 目标 函数 的 界 , 那么 就 用 这 个 子 问题 最 优 值 作为 目标 
函数 新 的 界 . 
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习题 8.2A” 


1. 应 用 B&B 算法 求解 例 82-1, 以 za 作为 分 支 变 量 。 从 求解 与 za < [75] 相关 的 子 问题 
开始 . 


2. 写 出 下 面 每 个 问题 的 B&B Bl. 为 简便 起 见 , 开始 总 是 选择 ci 作为 分 支 变量 . 


s(a) max z = 3zi +272 (b) max z= 224 - 32; 
st. 2r, 522 «9 s.t. 5zi 722 <35 
An +272<9 4r1 +922 < 36 

ziyz2 关 0 且 均 是 整数 21,72 2 0 且 均 是 整数 
(c) max z = zi za *(d) min z = 5zl +4z3 
st. 22:522 16 st. ni 2225 
Gr +522 € 27 232127 

z r> 0 且 均 是 整数 zlyz2 关 0 且 均 是 整数 


(e) max > = 5zl 722 
st. 2z, +zr3<13 
5r, c 972 <41 
1,22 2 0 且 均 是 整数 
*3. JOE c, 是 连续 的 , 重新 求解 第 2 题 . 
用 图 解法 说 明 下 面 的 整数 线性 规划 没有 可 行 解 , 并 利用 B&B 算法 加 以 证 明 . 


e 


max z= 2r; +22 
st. d0n + 10z2 <9 
10r, 57221 
21,22 2 03) EO 


5. 利用 B&B 算法 求解 下 面 的 问题 . 


max z= 1871 + 1472 + Bzs dra. 
st. 152, 1272 十 7zs 十 474 25 € 97. 
Z1, 22, 23,24, 25 = (0,1) 


将 下 面 的 问题 转化 成 一 个 混合 整数 线性 规划 问题 并 求 出 最 优 解 . 


max 2 = 71+272 +5r3 
s.t. |—z1+10r2—3rs|>15 
2z; + z2 + T3 <10 
zi za 33> 0 


T. TORA/Solver/AMPL 实验 .下面 的 问题 用 来 论证 即使 问题 的 规模 比较 小 , B&B 算法 也 
可 能 需要 计算 较 多 的 子 问题 . 特别 要 留意 在 找到 最 优 解 之 前 一 共计 算 了 多 少 个 子 问题 , 并 


(D 这 一 节 的 习题 都 可 以 使 用 AMPL、 Excel 规划 求解 或 者 TORA 的 MODIFY 选项 , 通过 交互 式 地 
求解 子 问题 来 得 到 上 界 或 者 下 界 - 
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且 有 多 少 个 子 问题 被 证 明 是 最 优 的 . 


min y 
st. 2(zi--z2- e zis) E y — 15 
i3, is y (0,1) 


(a) 用 TORA 的 自动 选项 说 明 虽 然 最 优 解 在 第 9 个 子 问题 时 就 找到 了 , 但 是 却 检查 了 
25000 多 个 子 问题 才 最 终 确认 

(b) 应 用 Excel 规划 求解 可 以 得 到 与 TORA 相同 的 结论 . [ 注 ; 利用 Excel 规划 求解 , 可 
以 从 电子 表格 底部 看 到 所 产生 分 支 ( 子 问题 ) 的 数目 的 变化 情况 

(c) 应 用 AMPL 求解 这 个 问题 , 可 以 立即 得 到 最 优 解 . 这 么 好 的 性 能 归功 于 AMPL 执 
行 了 许多 预备 的 步 又 , 并 且 CPLEX 具有 求解 这 种 问题 的 优势. 

TORA 实验 .考虑 下 面 的 整数 线性 规划 : 


max z = J8r1 + 1472 + 8zs 
st zik 1272 Tz3 <43 
为，za，zs 均 是 非 负 整数 


使 用 TORA 的 B&B 用 户 向 导 选 项 , 在 目标 函数 值 的 下 界 起 作用 和 不 起 作用 这 两 种 情 
况 下 生成 搜索 树 . 试 分 析 使 目标 函数 值 的 下 界 起 作用 对 于 产生 的 子 问题 数目 有 什么 影响 ? 
为 了 简便 起 见 , 每 次 选择 下 标 较 小 的 变量 作为 分 支 变量 , 并 且 首先 按 搜索 树 当前 行 从 左 到 
右 的 顺序 选择 子 问题, 然后 再 考虑 下 一 行 . 
*9. TORA 实验 .重新 考虑 上 面 的 第 8 题 , 将 这 个 问题 转化 成 等 价 的 0 — 1 整数 线性 规划 , 然后 
用 TORA 的 自动 选项 求解 . 试 比较 得 到 的 两 个 搜索 树 的 大 小 . 
10. AMPL 实验 .对 于 下 面 的 0 一 1 整数 线性 规划 , 用 交互 式 的 AMPL 生成 相应 的 搜索 树 . 在 
每 一 种 情况 下 观察 是 如 何 利用 z 的 界 来 探 明子 问题 的 - 
max z= 3z; 222 — 513 一 274 + 325 
st. mp mi zs+2r4+ zs<4 
Tzi  +3rs— 4r, +3rs 48 
ln-6r  +3r4 -325 >3 
Zi, z2, Za, z4, z5 = (0,1) 


8.2.2” 割 平 面 算法 


与 B&B 算法 类 似 , 割 平面 算法 也 是 从 连续 的 线性 规划 最 优 解 开始 .在 连续 模 
型 的 可 行 解 空间 内 增加 一 些 特殊 的 约束 (HORUM), 并 按照 一 定 的 方法 来 找到 一 个 
整数 的 最 优 极 值 点 . EDI 8.2-2 中 , 首先 从 图 解 的 角度 说 明 是 如 何 利用 割 来 得 到 整 
数 解 的 , 然后 给 出 代数 学 上 的 思想 方法 . 
例 8.2-2 

考虑 下 面 的 整数 线性 规划 模型 
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max z = 72; + 1022 
s.t. —Z1+3r2<6 
Tzy z2«35 
2:,22 20835) JE EC 


割 平面 算法 就 是 通过 增加 产生 了 最 优 整数 极 值 点 的 制 , 来 改变 可 行 解 空间 . 图 
8.10 给 出 了 这 样 两 个 割 的 例子 ， 初 始 的 时 候 , 得 到 了 连续 线性 规划 的 最 优 解 > = 
604,7; = 4j,za = 3#， 接 下 来 , 增加 割 !, 可 以 得 到 连续 线性 规划 的 最 优 解 > = 
62,2; = 43,22 = 33. 随后, 增加 割 II, 与 割 I 一 起 增加 到 原始 的 约束 中 , 可 以 得 到 线 
性 规划 的 最 优 解 z = 58,7; = 4,72 = 3, 这 就 是 我 们 需要 求 的 整数 解 . 


a, REM: ahah) s AUN hn) : AUCH: (4) 


NET 

3 b 
2 

1 


E 
B 


图 8.10 制 在 整数 线性 规划 中 的 应 用 


增加 的 割 保证 不 会 删除 任何 一 个 原始 问题 的 整数 可 行 解 , 同时 割 还 必须 穿 过 至 
少 一 个 可 行 或 者 不 可 行 的 整数 点 . 这 是 割 的 最 基本 要 求 . 

对 于 上 面 的 例题 , 两 个 变量 的 问题 用 了 两 个 割 就 求 得 了 最 优 解 , 这 也 是 一 个 巧 
合 . 一 般 而 言 , 需要 割 的 数目 , 虽然 是 有 限 的 , 但 是 它 与 问题 的 规模 没有 必然 的 联系 . 
也 即 是 说 , 一 个 变量 个 数 和 约束 个 数 较 少 的 问题 需要 荐 的 数目 ,可 能 会 大 于 一 个 较 
大 规模 问题 需要 的 割 的 数目 

接 下 来 , 我 们 还 是 通过 求解 上 面 这 个 例题 , 说 明 制 是 如 何 构造 和 使 用 的 . 

分 别 为 约束 1 和 2 增加 松弛 变量 zs 和 ra. 最 优 的 线性 规划 单纯 形 表 是 


a 

一 

i TEEN NON AR MO 
人 


最 优 解 是 z = 663,zl = 43,22 = 33,za = 0,2, = 0. 割 是 建立 在 所 有 的 变量 
(包括 松弛 变量 zs 和 cu) 都 是 整数 的 假定 之 上 的 . 注意 , 这 个 问题 目标 函数 中 所 有 
的 系数 都 是 整数 , 所 以 z 的 值 也 是 整数 . 
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最 优 单纯 形 表 给 出 的 信息 可 以 写成 下 面 的 约束 : 
z 十 器 zs + 器 zs = 66# (z 方程) 
Zz2 Wr gm = 3} (z2 方程 ) 
2 一 机 rs+ 音 zs 4) (zl 方程) 
只 要 右 端 项 是 分 数 的 约束 方程 都 可 以 用 作 产 生 割 的 原始 行 (source row). 在 这 
个 例题 中 , 目标 函数 > 恰好 也 是 整数 , 所 以 z 方程 也 可 以 作为 产生 割 的 原始 行 . 下 
面 我 们 将 讨论 从 每 一 个 原始 行 来 产生 割 , 首先 看 : 方程. 


首先 , 将 方程 中 的 每 一 个 非 整数 系数 分 解 成 整数 部 分 和 分 数 部 分 , 保证 分 解 出 
的 分 数 部 分 是 严格 大 于 零 的 . 例如 ， 


i= Q+) 
Lec 
按照 这 种 分 解 方法 , > 方程 变 为 
z+ (2+ B)zs e (1+ B) zi (063) 


将 方程 中 所 有 整数 部 分 移动 到 等 式 的 左边 , 所 有 的 分 数 部 分 移动 到 等 式 的 右边 , 我 
们 得 到 
z +2r3 + lz4 — 66 = 25 - bino) (1) 


因为 松弛 变量 zs 和 z。 都 是 非 负 的 , 并 且 所 有 原始 的 分 数 都 是 严格 正 的 , 因此 方程 
(1) 的 右 端 项 一 定 满足 下 面 的 不 等 式 : 


-Hn-hntisi Q) 


再 者 , 由 于 方程 (1) ZET z+2z3+z4-66 ER, PANI Bos rd 
也 一 定 是 整数 , 因此 (2) 式 可 以 用 下 面 的 不 等 式 代替 : 


-Bn-£ari«o 


满足 < 去 的 整数 值 一 定 满足 < 0, 所 以 一 定 有 上 面 的 结果 . 

最 后 一 个 不 等 式 就 是 所 求 的 割 , 它 是 得 到 整数 解 的 一 个 必 委 (但 不 是 充分 的 ) 条 
fF. 由 于 所 有 系数 都 是 分 数 , 所 以 也 称 为 分 数 审 (fractional cut). 

因为 上 面 给 出 的 连续 线性 规划 问题 的 最 优 单纯 形 表 中 zs = za = 0, 所 以 当前 
的 连续 解 与 割 矛 盾 (因为 代入 割 得 到 3 < 0). 这 样 , 如 果 将 割 的 约 东 增加 到 最 后 一 
张 单纯 形 表 中 , 那么 得 到 的 最 优 解 就 会 向 满足 整数 要 求 的 方向 移动 . 
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在 说 明 如 何在 最 优 单 纯 形 表 中 使 用 割 之 前 , 我 们 先 看 看 害 是 如 何 从 其 他 约束 方 
程 构造 的 . 首先 对 于 zi 行 : 


zı- hts + dz — 4] 
按照 上 面 的 方法 分 解 这 个 方程 , 得 到 


zı + (-1+ 8)zs (0+ $) z4 = (4 3) 


相应 的 割 是 

-Ẹrs- ġu +4 <0 
TIE, 对 于 zz 方程 : 

z+ dra dm — 31 
分 解 为 


22 (0+ 5) zs (0-5) 747343 
因此 , 相应 的 割 可 以 写成 
-hT - t+} <0 


上 面 的 3 个 割 中 的 任何 一 个 都 可 以 在 割 平面 算法 的 第 一 次 和 迭代 中 使 用 . 因此 
一 般 情况 下 没有 必要 把 3 个 割 的 表达 式 都 写 出 来 . 
可 以 任意 选择 一 个 行 来 生成 割 , 比如 zx 47, 把 割 写成 等 式 的 形式 ， 


-$r -r+ =- 820 (HD 
将 这 个 约 东 加 到 线性 规划 的 最 优 单纯 形 表 中 , 如 下 : 


这 个 单纯 形 表 是 最 优 不 可 行 的 , 所 以 使 用 对 偶 单纯 形 法 (4.4.1 节 ) 来 恢复 可 行 
性 , 得 到 
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EF - M 
EL UE EF OE O SENT 9 o 
a£ WUUCI p EDESSUS IPS 
a- £- ly e - Ne ten 
w- sido NE HE VALL 


最 优 解 中 ri 和 zs 仍然 不 是 整数 . 任意 选择 zl 作为 原始 行 , 那么 有 
zr (0-3)zer(71*$)n 2494 


ARIS 


-bu-$545--$ s20 (Bü 


* z 3 — S9 u ^ ^ 解 
FREE WF Ed pT; 3 DUM 
mm 00 1 9 9 1 Um 
m. 1 9:0 79. 1 AE, 
m; 050, a o E 1 1 
sz 074 yes 0. 1 6 -T 4 


这 样 就 得 到 了 所 求 的 整数 解 (zl = 4,22 = 3,2 = 58). 注意 , 最 后 一 张 单纯 形 表 
中 的 所 有 系数 都 是 整数 , 这 并 不 是 巧合 , 而 是 执行 分 数 割 过 程 中 的 一 个 固有 性 质 决 
定 的 . 
评注 “在 使 用 分 数 割 时 一 条 非常 重要 的 假设 就 是 , 所 有 的 变量 (包括 松弛 变量 和 和 
余 变 量 ) 都 是 整数 型 的 . 这 就 意味 着 割 只 能 处 理 纯 整 数 问题 . 可 以 通过 下 面 一 个 例 
子 来 说 明 这 条 假设 的 重要 性 . 

考虑 约束 


zpbincW 
1,72 > 0 且 均 是 整数 
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从 求解 相应 整数 线性 规划 的 观点 出 发 , 通过 增加 非 负 松弛 变量 s 可 以 将 这 个 
约束 化 为 下 面 等 式 : 


ztbnea-H 


应 用 分 数 割 时 假定 这 个 约束 有 一 个 满足 所 有 变量 zl, rz,si 都 是 整数 的 可 行 解 . 
然而 从 上 面 的 等 式 可 以 看 出 , 只 有 当 si 是 非 整数 的 时 候 , 才 可 能 有 满足 r 和 zz 
都 为 整数 的 可 行 解 . 这 也 就 说 明 , 如 果 应 用 割 平面 算法 将 得 不 到 可 行 的 整数 解 , 但 
事实 上 在 原始 问题 上 z， 和 ra 是 有 可 行 整数 解 的 . 

对 于 这 种 情况 , 有 下 面 两 种 弥补 方法 . 

(1) 在 原始 的 约 东 两 边 乘 以 一 个 适当 的 常数 , 使 得 所 有 的 相关 系数 都 变 为 整数 . 
例如 , 在 上 面 的 例子 中 两 边 同时 乘 以 6, 可 以 得 到 


62; +2r2 < 39 


这 样 任何 的 整数 解 zx 和 zs 都 会 自动 地 有 一 个 整数 的 松弛 . 然而 , 这 种 转化 方法 只 
适用 于 简单 的 约束 , 对 于 一 些 复杂 的 情形 , 为 了 整数 化 系数 可 能 会 乘 以 一 个 非常 大 
的 常数 . 

(2) 应 用 一 种 特殊 的 割 , 称 作 混合 割 (mixed cut), 它 允 许 只 有 一 部 分 变量 取 整 
数值 . 其 他 的 变量 (包括 松弛 变量 和 剩余 变量 ) 可 以 是 连续 的 变量 ， 本 章 将 不 再 详 
细 介绍 这 种 割 ( 见 Taha, 1975, pp.198-202). 
习题 8.2B 

1. 在 例 8.2-2 中 , 用 图 解法 说 明 下 面 的 约束 是 否 可 以 作为 可 行 的 割 : 
*(a) mt2r<10 — (b) 2i z2 < 10 
(c) 322 < 10 (d) 3i z2 < 15 
. VEDI 8.2-2 中 , 用 图 解法 说 明 应 用 下 面 的 两 个 (可 行 的 ) 割 是 如 何 得 到 最 优 整数 解 的 : 


zi+2r<10 (#1) 
3n rz2 < 15 (Min) 


四 


. EDI 8.2-2 中 , 分 别 按照 z: 和 ra 表示 出 割 LA IT 并 从 图 8.10 中 说 明 它们 是 相同 的 . 

4. 在 例 8.2-2 中 , 按照 ra ITEN I, 试 继续 求解 . 

。 试 说 明 对 于 下 面 的 问题 , 虽然 它 存在 可 行 的 整数 解 >; 和 za, 但 是 使 用 分 数 割 来 处 理 就 求 
不 出 可 行 解 , 除非 将 约束 中 的 分 数 系数 转化 为 整数 系数 . 


max z= z; + 2r2 


a 


st zin 


1,722 0H3]JE NEC 
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6. 应 用 分 数 割 求解 下 面 的 问题 , 并 且 对 得 出 的 最 优 解 与 将 连续 最 优 解 合 入 得 到 的 整数 解 进行 
比较 . 


*(a) max z= 4zi + 6r2 十 2rs (b) max z= 32i za 十 37s 
st 4n-4m <5 st. -z1 +2r3+ Ts3<4 
一 za+6za <5 4za 一 3rs<2 
-21+ ma 十 ras5 zi-82 2233 

z1,72,25 2 ORIEN 21,72,73 之 0 且 均 是 整数 


8.2.3 ”整数 线性 规划 的 计算 性 分 析 


尽管 已 经 研究 了 40 余年 , 但 到 目前 为 止 仍然 没有 一 个 统一 的 计算 机 软件 可 以 
求解 所 有 的 整数 线性 规划 问题 . 不 过 , 在 本 章 所 讲述 的 两 种 算法 中 , B&B 算法 更 可 
靠 一 些 , 实际 上 , 所 有 的 求解 整数 线性 规划 的 商用 软件 都 是 基于 B&B MAN. W 
平面 算法 一 般 比 较 复杂 而 且 不 可 靠 , 其 中 的 会 入 误差 也 会 带 来 很 大 的 麻烦 . 因为 计 
算 机 中 存储 分 数 的 精确 性 决定 了 割 的 精确 性 . 例如 , 在 例 8.2-2 中 , 计算 机 不 可 能 精 
确 地 用 浮 点 型 的 小 数 来 表示 分 数 1, 不 管 所 用 的 精度 有 多 高 . 虽然 已 经 做 了 许多 工 
作 来 改进 割 平面 算法 的 计算 效率 , 但 是 目前 仍然 没有 太 大 的 进展 . 在 更 多 的 情况 下 ， 
制 平面 算法 是 作为 B&B 算法 的 补充 , 对 B&B 算法 中 的 每 个 子 问题 使 用 割 平面 算 
法 来 减少 一 部 分 解 空间 . 

影响 整数 规划 计算 性 的 一 个 重要 因素 , 就 是 整数 变量 的 个 数 以 及 它们 相应 取 值 
的 可 行 区间 . 由 于 一 般 可 用 的 算法 所 能 求解 整数 线性 规划 的 数目 有 限 , 所 以 尽量 地 
减少 整数 线性 规划 中 的 整数 变量 的 个 数 , 这 对 我 们 求解 一 个 整数 线性 规划 问题 会 有 
很 大 帮助 . 下 面 的 3 条 技巧 会 经 常用 到 : 

(1) 如 果 可 能 的 话 , 尽量 用 一 个 连续 的 变量 来 近似 代替 一 个 整数 变量 ; 

(2) 对 于 一 个 整数 变量 , 尽量 缩小 它 的 可 行 区 间 ; 

(3) 在 模型 中 尽量 避免 使 用 非 线 性 的 约束 和 目标 函数 . 

整数 规划 在 现实 中 有 十 分 重要 的 应 用 , 然而 求解 整数 规划 的 可 靠 算法 却 很 难 满 
足 我 们 的 需要 . 由 于 离散 数学 问题 的 性 质 以 及 整数 可 行 解 区 域 不 是 凸 集 , 这 使 得 研 
究 人 员 不 大 可 能 在 整数 规划 的 理论 上 有 新 的 突破 ， 相反, 计算 机 (软件 和 硬件 ) 新 
技术 的 发 展 也 带 来 了 改进 整数 线性 规划 代码 的 希望. 


8.3 ”旅行 商 问题 (TSP) 


经 典 的 TSP 问题 是 在 n 个 城市 的 情形 下 寻找 一 条 经 过 每 个 城市 恰好 一 次 的 
最 短 的 ( 闭 ) 游程 . 实质 上 , 这 个 问题 是 一 个 避免 子 游程 的 指派 模型 .在 n 个 城市 
的 特定 情形 下 , 定义 
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im 如 果 从 城市 到 城市 
T6 lo, maja i 不 能 到 达 城 市 


已 知 从 城市 i 到 城市 j 的 距离 是 du, 那么 TSP 模型 可 以 写成 


min MEUM UR i = j, dij = 00 


izi jai 


s.t. Sii i212,-n (1) 
pi 
Ys-1 j-12-52 Q) 
[i 
Zy- = (0,1) (3) 
解构 成 了 一 个 n 个 城市 的 游程 (4) 


约束 (1), (2), (3) 定义 了 一 个 标准 的 指派 问题 (5.4 715). 图 8.11 给 出 了 一 个 5 个 城 
市 的 例子 , 每 一 条 边 都 是 双向 连通 的 . 图 中 还 给 出 了 可 以 相应 指派 问题 的 游程 解 和 
一 个 子 游程 解 . 不 考虑 约束 (4), 如 果 指派 问题 的 最 优 解 刚好 对 应 一 个 游程, 那么 这 
个 游程 就 是 TSP 的 最 优 解 . 约束 (4) 就 是 为 了 保证 得 到 的 解 是 一 个 游程 


O 
O O 
游程 解 子 游程 解 
Guo zm zum zm zm) (3i = Ta mo mom 1) 


图 8.11 5 个 城市 的 TSP 实例 , 相应 的 指派 问题 模型 可 以 给 出 游程 解 和 子 游程 解 


求解 TSP 问题 的 精确 算法 有 分 支 限界 算法 和 市 平面 算法 这 两 种 算法 都 是 基 
于 8.2 节 给 出 的 一 般 BEB 算法 和 市 平面 算法 的 思想 . 然而 这 个 问题 是 一 个 典型 的 
难 解 的 问题 , 也 即 是 求解 这 个 问题 所 需要 的 存储 空间 和 计算 时 间 都 非常 大 . 正 是 由 
于 这 个 原因 , 在 某 些 时 候 一 些 启发 式 的 算法 也 可 以 给 出 问题 比较 “好 ”的 解 

在 给 出 启发 式 算法 和 精确 算法 之 前 , 我 们 先 来 通过 一 个 例题 说 明 许多 实际 问题 
都 可 以 转化 为 TSP 模型 . (见习 题 8.3A) . 
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例 8.3-1 

彩虹 公司 每 天 都 需要 生产 一 批 颜料 , 包含 白色 (QW). ES (Y)、 红 色 (R) 和 黑 
Ë (B), 下 面 需要 安排 一 种 生产 加 工 4 种 颜料 的 顺序 . 由 于 彩虹 公司 使 用 同一 套 设 
备 生产 这 4 种 颜色 的 颜料 , 所 以 在 生产 另外 一 种 颜色 的 颜料 之 前 必须 对 设备 进行 
清洗 . 下 表 给 出 了 生产 下 一 种 颜色 之 前 需要 清洗 设备 的 时 间 . 由 于 一 种 颜色 的 颜料 
是 按 批量 生产 的 , 所 以 在 表格 中 对 角 线 上 的 时 间 定 义 为 无 穷 . 目标 就 是 要 寻找 一 个 
WMI 4 种 颜色 颜料 的 顺序 , 使 得 总 的 清洗 时 间 最 少 . 


生产 下 一 种 颜料 之 前 的 清洗 时 间 (分 钟 ) 
当前 颜料 A $*à&  N& ”红色 


ga E 10 17 15 
ne 20 oo 19 18 
黑色 5o “ æ 25 
n 45 40 20 E] 


每 一 种 颜料 看 作 一 个 “城市 ”, 从 加 工 一 种 颜料 到 另 一 种 颜料 需要 的 清洗 时 间 
表示 两 个 “城市 ”之 间 的 “距离 ”, 那么 这 个 问题 就 可 以 转化 成 求 一 条 最 短 的 回路 ， 
使 得 从 一 种 颜料 出 发 经 过 其 他 3 种 颜料 恰好 一 次 , 然后 回 到 初始 的 颜料 . 

对 于 这 个 问题 , 我 们 使 用 枚 举 的 方法 求解 ， 这 个 网 络 一 共有 6 种 (4-0! = 
3! — 6) 可 能 的 回路 . 从 下 表 中 可 以 看 出 最 优 的 回路 是 W — Y R^ BW. 


生产 的 游程 总 的 清洗 时 间 
W>Y>B>R>W  10-190425-45—99 
WoY-R-B-W 10418420450 = 98 
W-B-Y-R-W 17+44+18+45=124 


W=B=R=Y—=>W —17425440420-102 
W—R—B-Y-W  15420444420-99 
W-—R-AY-B-W 15+40+19+50=124 


但 是 一 般 情 况 下 对 游程 进行 枚 举 的 方法 是 不 切实 际 的 . 例如 对 于 一 个 11 个 城 
市 的 问题 , 如 果 用 枚 举 的 方法 , 那么 会 有 10! = 3 628 800 种 游程 , 检查 每 一 个 游程 
将 是 一 个 非常 庞大 的 计算 量 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 需要 改进 问题 的 模型 , 并 引进 新 
的 方法 求解 , 这 将 在 下 面 介绍 . 

为 该 颜料 问题 建立 基于 指派 的 模型 , 我 们 定义 


-[ 1 颜料 在 颜料 了 之 前 生产 


flo 颜 料 ; 在 颜料 了 之 后 生产 
取 M 是 一 个 足够 大 的 正 数 , 那么 彩虹 公司 的 问题 可 以 建立 以 下 模型 
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min z= Mzww + 10rwy + l7zwg + 157wa + 20zyw + Mryy 
+ I9zyp + 187yR  SÜzgw 十 447By + MzBB + 257BR 
十 45zRw + 40rRy 十 20zRB + MzRR 
Sit. Zww 十 ZWY -zwp-zwn-l 
Zyw + tyy + Tyg + ryR=1 
TBW+ TBY + TBB + TBR=1 
TRW + TRY + TRB+ TRR=1 
ZWW 十 ZYW 十 ZBW +TRWw =1 
zwy + tyy + zay zgy =1 
TwB- Zyp-- TBB+ TRB=1 
Twn* ZYR 十 TBR+ TRR=1 
Zij = (0,1) 对 所 有 的 i 和 j 
解 是 一 个 游程 (回路 ) 


在 目标 函数 中 使 用 M 是 为 了 避免 一 种 颜料 生产 之 后 经 过 清洗 设备 再 次 生产 
È, 同样 也 可 以 将 整个 模型 中 的 变量 rww, ryvy, zag, zar 删除 . 


习题 8.3A. 
“1， 一 位 经 理 雇用 了 10 个 雇员 来 做 6 个 项 目 . 下 表 给 出 了 雇员 所 做 的 项 目 情况 : 


Bessogecur 
- Li 


经 理 每 周 都 来 会 见 每 一 个 雇员 听取 进度 报告 . 会 见 1 个 雇员 需要 20 分 钟 , 10 个 雇员 
总 共 需 要 3 小 时 20 分 钟 . 为 了 节约 时 间 , 经 理 决定 按 项 目 来 召开 会 议 , 目标 是 将 需要 召开 
的 会 议 排 一 个 顺序 , 使 得 总 的 出 入 会 议 室 的 人 数 尽量 少 . 根据 这 个 问题 建立 数学 模型 . 
2. 居住 在 Basin 的 一 位 售 书 商 每 月 需要 到 4 个 分 别 位 于 Wald. Bon. Mena 和 Kiln 的 客户 
一 次 . 下 表 给 出 了 几 个 城市 之 间 的 相互 距离 , 单位 是 英里 - 
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城市 之 间 的 距离 (英里 ) 
Basin — Wald — Bon Mema Kiin 
Basin o 10 — 220 150 — 210 
Wald 120 o so 10 — 130 
Bon 200 30 o 160 — 185 
Mena 150 uo 160 o 1% 
Kiln 210 130 — 185 190 o 


目标 就 是 使 得 售 书 商 需 要 走 的 总 路 程 最 小 . 将 这 个 问题 建立 成 基于 指派 的 整数 线性 规 


划 模 型 . 


3。 电 路 板 (例如 个 人 电脑 上 的 电路 板 ) 上 需要 打 许 多 的 孔 用 来 安装 各 种 电子 元 件 . 这 些 孔 是 
用 一 个 可 移动 的 钻 孔 机 来 钻 孔 的 . 下 表 给 出 了 一 个 特殊 的 电路 板 上 6 个 需要 钻 的 孔 之 间 的 


ER. 

- 12 
12 一 
05 34 
26 46 
41 29 
32 52 


Idol = 


62 


26 
46 
35 
38 
0.9 


41 32 
29 52 
46 62 
38 09 
- 19 
19 


用 一 个 整数 线性 规划 模型 中 的 指派 部 分 来 表示 这 个 问题 . 


8.3.1 启发 式 算法 


本 节 介绍 两 种 启发 式 算法 KERMAA FEIA. W1 种 算法 执行 起 
来 很 容易 , 第 2 种 算法 相对 复杂 一 些 , 但 是 第 2 种 算法 得 到 的 解 比 第 1 种 算法 要 
好 . 最 后 , 我 们 将 这 两 个 算法 合并 得 到 一 个 启发 式 算法 , 也 就 是 , 最 近邻 域 算法 的 输 


出 用 作 颠 倒 子 游程 算法 的 输入 . 


最 近邻 域 启发 式 算法 ”从 这 个 算法 的 名 字 就 可 以 看 出 算法 的 原理 是 什么 , 为 了 
得 到 TSP 问题 的 一 个 较 “ 好 ”的 解 , 我 们 从 任意 的 一 个 城市 出 发 , 选择 最 近 的 城市 
连接 , 然后 新 加 进来 的 城市 在 没有 到 达 过 的 城市 中 选择 一 个 最 近 的 连接 起 来 ,这样 


一 直 连接 下 去 直到 形成 一 个 游程 
例 8.3-2 


下 面 的 表格 给 出 了 一 个 5 个 城市 TSP 问题 的 城市 之 间 的 距离 (英里 ). 


oo 120 
120 œ 
ldgl- | 220 80 
150 oc 
210 130 


220 
100 

o6 
160 
185 


150 
110 
160 

oo 


oo 


210 
130 
185 
190 

oo 
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启发 式 算法 可 以 从 任何 一 个 城市 出 发 , 但 是 从 不 同 的 城市 出 发 得 到 的 游程 可 能 
也 是 不 同 的 . 下 面 的 表格 给 出 了 从 城市 3 出 发 的 启发 式 算法 的 运行 过 程 . 


步 执行 的 动作 (部 分 的 ) 游程 

1 从 城市 3 开始 3 

2 “连接 城市 2, 因为 它 是 离 城市 3 最 近 的 3 一 2 
(daz = min(220, 80, oc, 160, 185)) 

3 连接 城市 4 因为 它 是 离 城市 2 最 近 的 3 一 2 一 4 


(das = min(120, oo,—, 110, 130)) 
A 连接 城市 1, 因为 它 是 离 城市 4 最 近 的 3-2-4-1 


(da = min{150,00,—,—, 190}) 
5 ”自动 连接 城市 5, EREINA S — 3 一 2 一 4 一 1 一 5 一 3 


注意 到 , 在 算法 执行 的 每 一 步 中 , 比较 距离 的 时 候 我 们 不 必要 考虑 已 经 连接 到 
游程 上 的 城市 . 在 表格 的 中 间 列 中 , 我 们 使 用 (一 ) 表示 不 需要 考虑 的 距离 . 

最 终 得 到 的 游程 3 一 2 一 4 一 1 一 5 一 3 的 长 度 是 80 十 110 十 150 十 210 十 185 = 735 
英里 , 应 该 注意 的 是 , 如 果 从 不 同 的 城市 出 发 , 则 可 能 得 到 不 同 的 游程 , 所 以 这 种 启 
发 式 算法 依赖 于 所 选取 的 出 发 城市 .例如 , 在 这 个 例题 中 如 果 选 择 城市 1 开始 , 那 
么 最 终 的 游程 是 1 -2 一 3 一 4 一 5 一 1, 长 度 是 780 英里 . 
颠倒 子 游程 启发 式 算法 HF n 个 城市 的 情形 , 颠倒 子 游程 算法 从 一 个 已 经 得 到 
的 可 行 的 游程 开始 , 首先 通过 颠倒 其 中 的 任意 2 个 城市 的 子 游程 来 改进 初始 的 游 
程 , 然后 再 考虑 3 个 城市 的 子 游程 , 直到 检查 所 有 的 长 度 为 (n 一 1) 的 子 游程 
例 8.3-3 

我 们 仍然 考虑 例 8.3-2 给 出 的 问题 , 从 长 度 为 745 英里 的 可 行 游程 1 一 4 一 3 一 
5 一 2 一 1 开始 , 下 表 给 出 了 执行 的 颠倒 步 


类 型 Lr] 游程 长 度 

开始 = (1-4-3-5-2-1) 745 
ERARI 4-3 
3-5 


5-2 

每 次 类 倒 3 个 城市 4-5-3 
5-3-2 

SEXÉR 4 个 城市 ”4 一 5 一 3 一 2 


以 1-4-3 一 5 一 2 一 1 为 初始 游程 , 每 次 颠倒 两 个 城市 得 到 4-3, 3-5 M 5-2, 对 
应 得 到 的 游程 的 长 度 分 别 为 820, 725 和 730, 因为 游程 1 一 4 一 5 一 3 一 2 一 1 的 长 度 较 
小 (= 725), 所 以 取 这 个 游程 作为 颠倒 3 个 城市 的 初始 游程 . 正 像 表 格 中 给 出 的 , 每 
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次 颠倒 3 个 城市 没有 能 够 产生 较 好 的 游程 , 所 以 仍然 使 用 它 作为 每 次 颠倒 4 个 城市 
的 初始 游程, 依 此 类 推 最 终 按 照 这 种 启发 式 算法 得 到 的 游程 是 1 -4 一 5 一 3 一 2 一 1, 
长 度 为 725 英里 . 

注意 到 , 在 每 次 颠倒 3 个 城市 的 步骤 中 没有 能 够 得 到 更 好 的 游程, 因此 在 每 次 
颠倒 4 个 城市 的 步骤 中 仍然 使 用 上 一 次 的 游程 .又 注意 到 我 们 在 进行 两 个 城市 颠 
倒 的 时 候 没有 考虑 颠倒 初始 城市 (在 这 个 例题 中 就 是 城市 1), 这 是 因为 如 果 颠 倒 的 
话 就 不 是 一 个 游程 了 . 例如 , 颠倒 1 - 4 得 到 的 4 一 1 -3 一 5 一 3 一 2 一 1 就 不 是 一 
个 游程. 

根据 颠倒 子 游程 启发 式 算法 得 到 的 解 与 初始 游程 有 很 大 关系 . 例如 , 如 果 从 长 
度 为 750 英里 的 游程 2—3—1—1-5-2 开始 , 那么 最 终 得 到 的 游程 是 2-1-4-3-5-2， 
长 度 是 745 英里 , 这 个 解 比 上 表 中 得 到 的 解 要 差 ， 正 是 由 于 这 个 原因 , 我 们 可 以 首 
先 使 用 最 近邻 域 算法 求 出 从 每 个 城市 出 发 的 所 有 游程 , 然后 取 一 个 最 好 的 游程 作为 
颠倒 子 游程 启发 式 算法 的 初始 游程 ， 显 然 如 果 把 这 两 种 启发 式 算法 结合 起 来 就 可 
以 得 到 比分 别 使 用 时 更 好 的 解 .下 表 中 给 出 了 结合 这 两 种 启发 式 算法 求解 当前 例 
子 的 过 程 . 


启发 式 算法 初始 城市 长 度 
780 


750 


masw 


Excel 程序 

图 8.12 给 出 了 启发 式 算法 的 一 般 Excel 模板 (文件 excelTSP.xls). 在 H3 中 有 
3 个 命令 选项 : 

(1) 如 果 在 其 中 输入 一 个 指定 城市 , 那么 就 会 运行 最 近邻 域 算法 来 从 指定 的 城 
市 开始 求解 . 

(2) 如 果 输 入 “tour”( 不 含 引号 ), 同时 在 指定 空间 里 输入 一 个 初始 可 行 游程 , 那 
么 就 会 以 这 个 游程 开始 应 用 颠倒 启发 式 算法 求解. 

(3) 如 果 输 入 “all”, 那么 执行 过 程 先 应 用 最 近邻 域 算法 , 然后 根据 得 到 的 最 好 
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的 游程 来 执行 颠倒 启发 式 算法 . 


图 8.12 利用 Excel 电子 表格 执行 TSP 启发 式 算法 (文件 excel TSP.xls) 
文件 excelTSP.xls 自动 按 第 3 种 操作 选项 执行 . 


习题 8.3B 
1. 应 用 启发 式 算法 求解 下 面 的 问题 : 
(a) 例 8.3-1 中 的 颜料 生产 顺序 问题 。 ”(b) 习题 8.3A 中 的 第 1 题 . 
(c) 习题 83A 中 的 第 2 题 (d) 习题 8.3A 中 的 第 3 题 


8.3.2 B&B 算法 


B&B 算法 的 思想 就 是 首先 从 相应 的 指派 问题 的 最 优 解 出 发 , 如 果 得 到 的 解 是 
-个 游程 , 那么 求解 过 程 结束 . 否则 , 通过 增加 限制 约束 来 处 理子 游程 , 可 以 通过 创 

建 与 子 游程 中 变量 zy 数目 相同 的 分 支 来 实现 . 对 应 每 一 个 分 支 的 约束 就 是 将 这 个 
子 游程 中 的 这 一 个 变量 设 为 9( 因 为 子 游程 中 相应 的 变量 值 都 是 1). TSP 问题 相应 
的 指派 问题 有 可 能 产生 一 个 游程 , 也 可 能 产生 不 了 游程 如 果 产生 了 游程 , 我 们 用 
这 个 游程 的 目标 值 作为 最 小 游程 的 一 个 上 界 . 如 果 产生 不 了 游程 , 则 需要 继续 进行 
分 支 , 对 于 一 个 子 游程 需要 产生 的 分 支 数目 是 子 游程 中 变量 的 数目 . 依次 进行 , 直 
到 所 有 的 分 支 都 已 经 探 明 , 即 要 么 这 个 分 支 得 到 了 一 个 更 好 的 (更 小 的 ) 上 界 , 要 么 
很 明显 这 个 分 支 不 能 够 得 到 一 个 更 好 的 游程 最 优 的 游程 就 是 对 应 于 最 好 的 上 界 
的 游程 . 

下 面 的 例题 仔细 讲解 了 关于 TSP 的 B&B 算法 . 
例 8.3-4 

考虑 下 面 的 5 个 城市 的 TSP 问题 : 
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s 


llasll = 


oa 
v.o 
aw aw 
abana 
8 aono 


从 求解 这 个 问题 相应 的 指派 问题 出 发 , 可 以 得 到 下 面 的 解 : 


2= 15,713 = T31 = 1,235 = Ts, = 742 = 1， 其 他 的 变量 = 0 


这 个 解 给 出 了 两 个 子 游程 : (1 -3 一 1) 和 (2-5-4-2). 图 8.13 的 节点 1 处 
表示 出 了 这 两 个 子 游程 .相应 的 总 长 度 为 > = 15, 这 个 值 是 上 述 TSP 问题 的 一 个 


下 界 . 


(25-3) 01-41) 


221 z= 19 
(1-4:5-2-3-1) (14-2-5-3-1) 


RORIS Ø 8.3-4 中 利用 B&B MERA TSP 问题 的 过 各 


当然 我 们 很 容易 确定 最 优 解 的 一 个 上 界 , 比如 任意 选取 一 个 游程 的 长 度 作为 
最 优 游程 的 一 个 上 界 估计 ， 例 如 任意 选取 游程 1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 1, 总 长 度 为 
10+5+7+4+3=29. 当然 也 可 以 使 用 8.3.1 节 中 给 出 的 启发 式 算法 得 到 比较 好 
的 一 个 上 界 . 在 这 里 我 们 就 选取 上 面 这 个 长 度 为 29 的 游程 作为 使 用 B&B 算法 的 
一 个 上 界 . 然后 , 我 们 使 用 启发 式 算法 给 出 的 较 好 的 上 界 , 来 看 看 它 对 搜索 树 有 什 


么 影响 . 


根据 上 面 提 到 的 上 界 和 下 界 , 可 以 知道 最 优 的 游程 的 长 度 一 定 介 于 (15,29). 如 
果 求 解 过 程 中 得 到 一 个 游程 的 长 度 大 于 或 者 等 于 29, 那么 这 个 解 就 可 以 舍弃 掉 . 
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为 了 处 理 节点 1 上 的 子 游程, 我 们 需要 将 相应 的 回路 破坏 掉 , 方法 就 是 令 组 成 
这 个 子 游程 的 变量 zi 等 于 0. 例如 , 对 于 子 游程 1 - 3 一 1, 可 以 通过 在 节点 1 的 指 
派 问题 中 增加 约束 zis = 0 或 者 ra = 0( 一 个 分 支 只 需要 选择 其 中 之 一 ) 来 破坏 这 
个 子 游程, 同样 地 对 于 子 游程 2 一 5 一 4 一 2, 也 可 以 增加 相应 的 约束 zxs = 0.24 = 0 
或 者 zt = 0 来 破坏 这 个 子 游程 . 对 于 BLB 树 而 言 , 每 增加 一 个 这 样 的 约束 就 相 
应 得 到 一 个 新 的 子 问题. 值得 注意 的 一 点 就 是 在 节点 1 上 没有 必要 对 两 个 子 游程 都 
进行 破坏 , 而 是 在 每 一 个 节点 只 需要 对 其 中 的 一 个 子 游程 产生 分 支 . 这 是 因为 ,对 
其 中 之 一 进行 破坏 就 会 自动 地 调整 其 他 子 游程 中 的 变量 , 也 就 可 以 提供 产生 游程 的 
条 件 了 . 在 这 种 假设 条 件 下 , 选择 城市 个 数 最 少 的 子 游程 会 对 求解 更 加 高 效 , 因为 
这 样 的 话 得 到 的 分 支 数 就 会 最 少 . 

对 于 这 个 问题, 选取 子 游程 (1 一 3 一 1), 那么 在 节点 1 就 产生 了 两 个 分 支 ms = 0 
和 za, = 0. 对 于 每 个 分 支 的 指派 问题 , 只 需要 将 对 应 取 0 的 变量 所 在 的 行 和 列 删 
PRBN, 显然 这 样 做 的 话 就 会 使 得 整个 问题 变 小 . 另外 一 种 可 以 保持 原来 指派 问题 规 
模 不 变 的 方法 是 , 通过 将 分 支 变量 对 应 的 城市 之 间 的 距离 设 为 无 穷 大 . 例如 , 增加 
约束 zis = 0 所 对 应 的 指派 问题 , 可 以 通过 在 节点 1 的 问题 中 令 dis = oo 得 到 ; 同 
样 对 于 zal = 0, 可 以 令 dal = oc. 

在 图 8.13 中 , 我 们 任意 地 选取 一 个 子 问题 求解 , 比如 对 应 于 ns = 0 的 分 支 ， 
令 dis = o0. 节点 2 给 出 了 相应 指派 问题 的 最 优 值 = 17, 但 是 仍然 产生 了 两 个 子 
游程 (2 一 5 一 2) 和 (1 一 4 一 3 一 1), 重复 在 节点 1 所 做 的 工作 , 得 到 两 个 分 支 z2s = 0 
和 zz = 0. 

现在 有 3 个 子 问题 没有 求解 , 一 个 来 自 于 节点 1, 另外 两 个 来 自 于 节点 2, 当然 
可 以 选择 它们 中 的 任何 一 个 进行 求解 . 随意 选择 节点 2 产生 的 分 支 ros = 0 对 应 的 
子 问题 , 在 原始 的 指派 问题 中 令 ds = oo 和 dos = oo, 求解 可 以 得 到 = 21 以 及 
节点 3 相应 的 游程 1 一 4 一 5 一 2 一 3 一 1. 根据 这 个 游程, 可 以 将 当前 游程 长 度 的 上 
界 从 z = 29 降低 到 > = 21. 这 也 就 意味 着 在 以 后 的 求解 过 程 中 , 如 果 得 到 了 一 个 
游程 对 应 的 长 度 大 于 21, 那么 相应 的 分 支 就 可 以 被 舍弃 . 

现在 还 有 两 个 问题 没有 考虑 . 随意 选择 子 问题 4, 在 原始 问题 中 令 ds = oo 和 
da = oo, 然后 求解 得 到 游程 1 -4 一 2 一 5 一 3 一 1, 相应 的 长 度 是 * = 19, 这 个 解 提供 
了 一 个 新 的 游程, 比 当前 游程 长 度 的 上 界 21 更 小 , 因此 可 以 将 上 界 改 进 到 z= 19, 
对 应 的 游程 是 1 一 4 一 2-5 一 3 一 1, 这 也 是 目前 为 止 最 好 的 解 . 

下 面 只 剩 下 子 问题 5 没有 考虑 了 . 在 原始 问题 中 令 da = oo, 求解 可 以 得 到 游 
Bi-3-4-2-5-1, KW z = 16. 同样 这 个 解 又 比 节点 4 给 出 的 游程 好 , 因此 
最 优 游程 长 度 的 上 界 更 改 为 2 = 16. 

现在 所 有 的 子 问题 都 已 经 考虑 过 了 , 也 就 完成 了 搜索 树 的 构造 , 最 终 得 到 的 最 
优 游程 就 是 当前 的 上 界 所 对 应 的 游程 1 -3 -4 一 2 一 5 -1 长 度 是 16 英里 . 
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评注 ”这 个 例题 的 解 可 以 揭示 出 下 面 的 两 点 : 

(1) 虽然 在 搜索 树 中 选择 的 节点 序列 1 一 2 一 3 一 4 — 5 是 为 了 故意 来 演示 
B&B 算法 的 求解 过 程 以 及 上 界 的 变更 情况 , 但 是 一 般 情况 下 , 我 们 没有 办 法 预言 到 
底 在 搜索 过 程 中 哪 一 个 序列 更 加 高 效 , 不 过 我 们 仍然 有 些 选取 的 规则 对 求解 有 一 定 
的 帮助 . 例如 , 在 一 个 给 定 的 节点 处 , 一 般 选 择 分 支 中 对 应 di; 最 大 的 那 一 支 , 这 样 
做 就 是 通过 将 形成 游程 的 最 长 的 边 去 掉 ,从 而 有 望 得 到 一 个 “好 ”的 游程 ， 在 上 面 
的 例题 中 , 按照 这 个 规则 , 我 们 在 节点 1 处 会 首先 选择 节点 5( 而 不 是 节点 2) 求解 ， 
因为 (ds1 = 4) > (dis = 3), 所 以 选取 zs = 0 对 应 的 一 支 , 求解 这 一 支 就 可 以 得 到 
新 的 上 界 > = 16, 那么 节点 2 就 不 需要 再 进行 分 支 了 , 因而 也 就 不 需要 求解 节点 3 
和 节点 4 另外 一 条 规则 就 是 , 在 考察 节点 序列 的 时 候 , 按照 首先 考虑 水 平方 向 (而 
不 是 紧 直 方向 ), 也 就 是 优先 考虑 距离 原始 节点 近 的 节点 , 因为 在 这 样 的 节点 上 增加 
的 约束 数目 少 , 更 容易 产生 好 的 上 界 . 按照 这 个 规则 , 节点 5 也 会 比 节点 3 和 节点 
A 被 更 快 地 考虑 到 . 

(2) 一 般 B&B 算法 应 该 与 8.3.1 节 中 的 启发 式 算法 结合 起 来 使 用 ,启发 式 算法 
可 以 给 出 一 个 “好 ”的 上 界 , 从 而 在 搜索 树 中 能 够 舍弃 掉 更 多 的 分 支 ， 在 上 面 的 例 
题 中 , 按照 启发 式 算法 就 可 以 得 到 游程 1 一 3 一 4 一 2 一 5 一 1, 长 度 为 16. 


AMPL 程序 
交互 式 的 AMPL 命令 非常 适合 于 应 用 了 一 般 指派 问题 模型 来 实现 TSP 问题 
的 B&B 算法 (文件 amplAssignment.tkt). 下 表 总 结 了 在 图 8.13 中 创建 B&B 树 所 
需要 的 AMPL 命令 ( 例 8.3-4): 
AMPL 全 人 "Ww x 


ampliacdel aspllesignsent.trtidispla Xj 节点 1 的 解 
amplfix xli, 节点 2 的 解 


ampktix x(2, 1 节点 3 的 解 
ampkunfix x[2,5];fix x[5,2]:=0;solve;display x; 节点 4 的 解 
ampl:unfix x[5,2] iunfixz x(1,3);fix x[3,1]:=0; 
solve;display x; 节点 5 的 角 
习题 8.3C 


在 例 8.3-3 中 节点 1 处 选择 子 游程 2 5 一 4 一 2 进行 分 支 , 并 利用 下 面 两 个 搜索 顺序 求解 . 
(a) 按照 优先 搜索 水 平方 向 的 子 问题 , 在 同一 层 中 , 按照 从 左 到 右 的 顺序 . 
(b) 按照 竖 直 方向 进行 深度 搜索 ,直到 某 个 分 支 已 经 探 明 . 

*2. 利用 B&B 算法 求解 习题 8.3A 中 的 第 1 题 . 

利用 B&B 算法 求解 习题 8.3A 中 的 第 2 题 - 

4. 利用 B&B 算法 求解 习题 3.3A 中 的 第 3 题 - 


» 
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8.5.8 ”市 平面 算法 


制 平 面 算法 的 思想 是 在 指派 问题 中 增加 一 些 约束 , 使得 求 出 的 解 不 包含 子 游程 
附加 的 约束 是 按照 下 面 的 方法 定义 的 : 对 于 n 个 城市 的 例子 , 对 应 于 城市 2,3,… ,n 
引入 连续 变量 uj(> 0), 然后 定义 下 面 的 附加 约束 集合 为 


w-ujtnrj&n-l i-23,;-,m j-23,-,m i£j 


在 指派 问题 中 增加 这 些 约束 , 就 可 以 自动 避 开 所 有 的 由 子 游程 组 成 的 解 . 
例 8.3-5 
考虑 下 面 的 4 个 城市 的 TSP 问题 , 距离 矩阵 是 


- 13 21 26 
10 - 39 20 
3020 — 5 
1230 7 - 


lasll = 


AER ER PERURI KES WRCRE th UR EST IBEHUR A A CRT Fe AMHR, 其 中 所 有 
的 zi; = (0,1), uj > 0. 


No. [rn Tra [rio [ea [2s [eo [oon [|a nn ] 
1 4 1|-1| [es 
2 a 1| [ues 
3 1 - | [es 
D a res 
5 D af [lss 
5 a ars 


最 优 解 是 
u =0,us = 2u = 3,713 = 2: = ru — zu — 1, 游程 长 度 = 59 


相应 的 游程 是 1—2—3—4— 1, 很 容易 证 明 这 个 解 满足 所 有 附加 的 约束 . 
下 面 我 们 来 看 一 个 子 游程 解 不 能 满足 附加 约束 的 例子 , 考虑 解 (1 一 2 一 1,3 一 
4-3), 对 应 的 变量 ziz = 25 = 1,z34 = ras = 1. 下 面 考虑 上 表 中 的 约束 6: 


Aragsdu,—us «3 


代入 za = lu = 2,4 = 3, 得 到 5 < 3, 显然 是 矛盾 的 , 所 以 ras = 1 不 成 立 , 那么 
也 就 不 能 含有 子 游程 3 一 4 一 3. 
割 平面 算法 的 缺点 就 是 随 着 城市 数目 的 增多 , 变量 的 数目 成 指数 增长 , 所 以 要 
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得 到 实际 问题 的 数值 解难 度 很 大 . 正 是 这 个 原因 , B&B 算法 (结合 启发 式 算法 ) 比 
其 他 算法 更 有 效 一 些 . 


AMPL 程序 

图 8.14 给 出 了 割 平面 算法 的 AMPL 模型 (文件 amplEx8.3-5.txt), 模型 的 数据 
来 自 于 例 8.3-5 中 4 个 城市 的 TSP 问题 . 程序 的 输入 非常 直接 : 前 两 个 约束 语句 表 
示 指派 问题 模型 , 第 3 个 语句 表示 需要 增加 的 割 , 用 以 更 换 子 游程 的 解 ， 注意 到 指 
派 模型 的 变量 都 是 二 元 的 , 并 且 在 语句 solve; 之 前 要 加 上 option solver cplex; 
以 保证 得 到 的 解 是 整数 . 


minimize towrlength:sum(i in 1..n,j im 1..m)c[1, jJ ex [1,3] ; 
subject to 
fromity (4 in 


Ü ia à 
{4 in 1.2) xfi = 1 
:1>1 and j>1 and iO). 
vD]-u[]enexi,j] <= n-1; 


option solver cplex; solve; 


-print formatted output 
ength = 47. 2\n",tourLengeh, 
printf "Optimal tour: 


let k:=t; #tour starts at city kel 
for {i in 1..n} 
{ 


printf "X34", k; 
for {j in 1..n} #search for next city following k 
c 


if xx, jje1 then 
{ 
let k:«j; snext city found, set kej 
break; 
H 


} 
printf "="; #insert last hyphen 
H 


printf * iw; 


图 8.14 求解 TSP 问题 的 AMPL 割 平面 模型 (文件 amplEx8.3-5.txt) 


334 第 8 章 整数 线性 规划 


程序 后 半 部 分 的 for 和 if-then 语 句 是 为 了 格式 化 最 后 的 输出 结果 : 
Optimal tour length = 59.00 r 
Optimal tour: 1- 2- 3- 4- 1 


习题 8.3D 


1. 一 家 工厂 使 用 一 种 自动 导航 车 给 5 个 部 门 送信 件 , 导航 车 从 信件 收发 室 出 发 经 过 每 一 个 部 
门 , 然后 回 到 收发 室 . 将 收发 室 的 坐标 定位 为 原点 (0,0), 5 个 部 门 的 坐标 分 别 是 (10,30)， 
(10, 50), (30, 10), (40, 40), (50,60). 所 有 坐标 点 之 间 的 距离 单位 是 米 . 自动 导航 车 只 能 沿 
着 水 平 或 者 竖 直 方向 的 走廊 移动 . 目标 就 是 要 最 小 化 导航 车 游程 的 长 度 . 

将 这 个 问题 建立 成 TSP 模型 , 并 求 出 需要 添加 的 割 . 

2. 写 出 下 面 TSP 问题 相应 的 制 : 


œ 43 21 20 10 
12 o 9 22 30 
dsl —- | 20 10 œ 5 13 
M 30 42 oo 20 


44 7 9 10 oo 


3. AMPL 实验 . 应 用 AMPL 的 制 平面 算法 求解 下 面 的 TSP 问题 
(2) 习题 8.3A 中 的 第 2 题 ，。(b) 习题 8.3A 中 的 第 3 题 . 
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本 章 导读 动态 规划 (Dynamic Programming, DP) 通过 把 一 个 多 变量 问题 分 
解 成 若干 个 阶段 , 每 个 阶段 组 成 为 一 个 单 变量 的 子 问题 , 来 求 出 这 个 多 变量 问题 的 
最 优 解 ， 这 种 分 解 的 好 处 是 , 每 个 阶段 的 优化 问题 仅 涉及 单一 变量 , 比 起 同时 处 理 
多 个 变量 , 计算 上 更 加 简单 . DP 模型 基本 上 是 一 种 递归 方程 , 把 问题 的 各 阶段 联系 
起 来, 保证 每 个 阶段 的 最 优 可 行 解 对 于 整个 问题 既是 最 优 的 也 是 可 行 的 . 递归 方程 
的 表示 和 概念 框架 我 们 前 面 没 有 接触 过 . 经 验 表明 , 对 于 初学 者 , 递归 方程 的 结构 
似乎 并 不 “合乎 逻辑 ”. 假如 你 有 类 似 的 体验 , 最 好 的 做 法 是 尽量 做 一 些 你 觉得 合 
乎 逻辑 的 东西 , 然后 做 些 适当 的 计算 . 你 会 很 快 发 现 , 本 书 的 定义 是 正确 的 , 在 这 个 
过 程 中 , 你 会 了 解 到 DP 的 原理 . 我 们 还 为 一 些 例题 准备 了 两 个 半自动 化 的 Excel 
电子 表格 , 使 用 者 需要 提供 关键 的 信息 来 启动 这 些 DP 计算 . 这 种 练习 应 该 能 帮助 
你 理解 DP 的 一 些 精 微 之 处 . 

虽然 递归 方程 是 构建 DP 模型 的 一 种 通用 框架 , 但 求解 的 细节 各 有 不 同 . 只 有 
通过 学 习 不 同 的 DP 模型 , 你 才能 够 获得 DP 建 模 和 求解 的 经 验 . 本 章 给 出 了 一 批 
确定 性 的 DP 应 用 实例 , 第 22 章 介绍 了 随机 性 的 DP 应 用 . 在 第 10 章 和 第 15 章 中 ， 
还 给 出 了 库存 模型 这 一 重要 领域 中 的 其 他 应 用 实例 . 

本 章 包括 1 个 实际 应 用 实例 的 概述 、7 个 解 题 的 例子 、2 个 Excel 电子 表格 
模型 、32 个 节 后 的 习题 , 以 及 1 个 案例 ， 该 案例 放 在 本 书 (FW) 的 附录 E P, 
AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 ch9Files 文件 夹 下 . 


实际 应 用 一 Weyerhaeuser 切割 及 原木 分 配 的 优化 问题 

成 材 的 树木 被 砍伐 下 来 , 横 切 成 原木, 用 来 加 工 成 不 同 的 最 终 产品 (如 建筑 木 
材 、 合板 、 注 板 、 纸张 等 ) 原木 的 规格 (例如 长 度 和 两 端的 直径 ) 根据 使 用 这 些 原 
木 的 木材 场地 的 要 求 各 有 不 同 . 砍伐 的 树木 高 度 最 高 有 100 英尺 , 满足 木材 场地 要 
求 的 原木 横 切 方案 的 组 合 数 可 能 非常 大 , 而 且 , 一 棵 树木 的 切割 方式 可 能 会 影响 到 
收益 . 目标 是 确定 各 种 横 切 的 组 合 方式 , 使 得 总 收益 最 大 . 这 项 研究 利用 动态 规划 
对 这 个 过 程 进行 优化 , 所 提出 的 系统 于 1978 年 首次 实施 , 每 年 增加 利润 收入 达到 
700 余 万 美元 . 第 24 章 中 的 案例 8 给 出 了 这 项 研究 的 细节 . 


9.1 DP 计算 的 递归 性 质 
动态 规划 的 计算 是 递归 进行 的 , 以 便 让 一 个 子 问题 的 最 优 解 作为 下 一 个 子 问题 
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的 输入 . 当 最 后 一 个 子 问题 求解 完成 , 也 就 得 到 了 整个 问题 的 最 优 解 . 递归 计算 的 
实现 方式 , 取决 于 对 原始 问题 的 分 解 . 尤其 是 , 这 些 子 问题 通常 是 由 共同 约束 条 件 
联系 在 一 起 的 . 因为 我 们 要 从 一 个 子 问题 算 到 下 一 个 子 问题 , 这 些 共同 约束 的 可 行 
性 必须 得 到 满足 . 
例 9.1-1 (最 短路 径 问题 ) 

假定 你 要 在 两 个 城市 之 间 选 择 一 条 最 短 的 公路 线 , 图 9.1 给 出 了 从 出 发 城市 节 
点 1 到 目的 地 城市 节点 7 的 所 有 可 能 的 路 径 . 节点 2 到 节点 6 表示 这 些 路 径 通过 
的 中 间 城 市 . 


图 9.1 例 9.1-1 的 路 径 网 络 


可 以 通过 穷 举 出 从 节点 1 到 节点 7 的 所 有 路 径 (一 共有 5 条 路 径 ) 的 办 法 来 
解决 这 个 问题 , 但 对 于 大 的 网 络 , 穷 举 法 的 计算 量 大 得 难以 处 理 . 
为 了 用 DP 来 求解 这 个 问题 , 首先 用 图 9.2 所 示 的 垂直 虚线 把 它 分 解 成 若干 阶 
段 , 然后 对 每 个 阶段 分 别 进 行 计算 . 
确定 最 短路 径 的 一 般 思路 是 , 对 一 个 阶段 的 所 有 终止 点 , 算出 最 短 的 (累计 ) 距 
离 , 然后 利用 这 些 距离 作为 输入 数据 , 输入 到 下 一 个 后 续 阶段 . 从 节点 1 开始 , 阶段 
1 包括 3 个 终点 (2, 3, 4), 它 的 计算 非常 简单 . 
阶段 1 小 结 
从 节点 1 到 节点 2 的 最 短 距离 =7 英里 (从 节点 1 出 发 ) 
从 节点 1 到 节点 3 的 最 短 距离 =8 英里 (从 节点 1 出 发 ) 
从 节点 1 到 节点 4 的 最 短 距离 =5 英里 (从 节点 1 出 发 ) 


接 下 来 , 阶段 2 有 两 个 终 节点 : 节点 5 和 节点 6. 先 考虑 节点 5, 从 图 9.2 我 们 
看 出 , 节点 5 可 以 从 3 个 节点 2, 3, 4 经 过 3 条 不 同 的 路 径 (2,5), (3,5), (4,5) 达到 ， 
这 些 信息 , 加 上 到 节点 2,3,4 的 最 短 距离 , 我 们 就 能 确定 出 到 达 节点 5 的 (累加 ) 最 
短 距 离 为 


338 第 9 章 确定 性 动态 规划 


4 


图 9.2 将 最 短路 径 问 题 分 解 成 多 个 阶段 


到 节点 5 的 最 短 距离 = min (BIA i 的 最 短 距离 
二 从 节点 i 到 节点 5 的 最 短 距离 } 


7+12=19 
=min4 8+8=16 /=12 (从 节点 4 出 发 ) 
E+7=12 
节点 6 只 能 从 节点 3 和 节点 4 到 达 , 因此 
到 节点 6 的 最 短 距离 = min {到 节点 i 的 最 短 距 离 
十 从 节点 到 节点 6 的 最 短 距离 } 


~ {3+9=17 |_ 
EE, (从 节点 3 出 发 ) 


阶段 2 小 结 
从 节点 1 到 节点 5 的 最 短 距 离 =12 英里 (从 节点 4 出 发 ) 
从 节点 1 到 节点 6 的 最 短 距离 =17 英里 (从 节点 3 出 发 ) 


最 后 一 步 来 考虑 阶段 3. 最 终 节点 7 可 从 节点 5 或 从 节点 6 到 达 , 利用 阶段 2 
计算 结果 和 从 节点 5 和 节点 6 到 达 节 点 7 的 距离 , 我 们 得 到 


到 节点 T 的 最 短 距离 = min {到 节点 ;的 最 短 距离 
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十 从 节点 宇 到 节点 7 的 最 短 距离 } 


{ 12+9=21 
=min 


SS } = (从 节点 5 出 发 ) 


阶段 3 小 结 
从 节点 1 到 节点 7 的 最 短 距离 =21 英里 (从 节点 5 出 发 ) 

阶段 3 小 结 表明 , 节点 1 与 节点 7 之 间 的 最 短 距离 为 21 英里 . 为 了 得 到 最 优 
的 路 径 , 阶段 3 小 结 把 节点 7 连 到 节点 5, 阶段 2 小 结 把 节点 4 连 到 节点 5, 而 阶 
段 1 小 结 把 节点 4 连 到 节点 1. 这 样 , 最 短 的 路 径 是 1 一 4 一 5 一 7. 

这 个 例子 展现 了 DP 中 计算 的 基本 特性 : 

(1) 每 个 阶段 所 做 的 计算 都 是 该 阶段 可 行路 径 的 函数 , 并 且 只 针对 该 阶段 ， 

(2) 当前 阶段 仅仅 连接 到 紧 接 着 的 上 一 阶段 , 与 再 前 面 的 阶段 无 关 . 这 种 连接 
是 以 最 短 距 离 小 结 的 形式 表示 出 上 一 阶段 的 输出 . 
递归 公式 “现在 说 明 如 何 用 数学 式 子 来 表示 例 9.1-1 中 的 递归 计算 . 令 fitzi) 表示 
阶段 i 到 达 节点 zi 的 最 短 距离 , 定义 d(zi-i, zi) 为 从 节点 za 到 节点 xi 的 距离 ， 
JU fi 是 利用 下 面 的 递归 关系 从 fi- 计算 出 来 的 : 


fin) = {d(x 21) fiin) i = 1,2,3 


MNN es n QR 

从 = 1 开始 , 递归 设置 fo(zo) = 0. 这 个 方程 说 明 , 阶段 i 的 最 短 距离 Aile) 必 

须 用 下 一 个 节点 x 来 表示 . 用 动态 规划 的 术语 来 说 ,ri 被 看 成 是 系统 在 阶段 i 的 

状态 . 实际 上 , 阶段 i 的 系统 状态 是 把 这 些 阶 段 联 系 在 一 起 的 信息 , 使 得 对 余下 阶 

段 做 出 最 优 决策 时 , 用 不 着 重新 考察 前 面 阶段 所 做 出 的 决策 . 对 状态 做 出 适当 的 定 

X, 能 让 我 们 分 别 地 考虑 每 一 个 阶段 , 并 能 保证 所 得 出 的 解 对 所 有 阶段 都 是 可 行 的 . 
状态 的 这 一 定义 为 动态 规划 产生 了 后 面 统一 的 框架 . 


最 优 性 原则 
对 以 后 阶段 所 做 出 的 未 来 决策 将 会 产生 一 个 最 优 策略 , 它 与 前 面 各 阶段 所 采用 
的 策略 无 关 . 


实现 这 一 原则 在 例 9.1-1 的 计算 中 是 显然 的 .例如 在 阶段 3, 我 们 只 对 节点 5 
和 节点 6 计算 最 短 距离 , 而 不 用 管 这 些 节点 是 怎么 从 节点 1 过 来 的 . 尽管 这 一 最 优 
性 原则 对 于 每 个 阶段 如 何 优化 的 细节 是 “含糊 的 ”, 但 运用 这 一 原则 将 为 许多 复杂 
问题 的 求解 提供 极 大 的 方便 - 
习题 9.1A 


*1. 利用 下 列 路 径 求解 例 9.1-1: 
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d(1,2)=5, d(1,3) 29, d(1,4) 8 
d(2,5)=10, d(2,6) = 17 
d(3,5)—4, d(3,6) = 10 
d(45)-9, d(4,6) - 9 

d(5,7)-8 

d(6,7)=9 


2. 我 是 一 名 户外 运动 爱好 者 , 去 年 夏天 , 我 和 朋友 G.Don dE 5 天 时 间 去 了 新 罕 布什 尔 州 风景 
秀丽 的 白山 (White Mountains) 山脉 登山 和 露营 . 我 们 当时 决定 , 到 3 座 著名 的 山峰 附近 
EI: 华盛顿 山 、 杰 弗 逊 山 和 亚当 山 . 华盛顿 山 从 山脚 到 山顶 有 6 英里 远 , 而 杰 弗 进 山 和 亚 
当 山 相 应 地 分 别 为 4 英里 和 5 ERU, 通 向 这 3 座 山脚 下 有 山路 相连 , 从 华盛顿 山 到 杰 弗 
逊 山 有 3 英里 , 从 杰 弗 逊 山 到 亚当 山 有 2 英里 , 而 亚当 山 到 华盛顿 山 之 间 有 5 英里 远 . 我 
们 第 1 天 从 华盛顿 山脚 下 出 发 , 第 5 天 晚上 返回 到 原 地 . 我 们 的 目标 是 尽量 走 得 最 远 . 我 
们 还 商量 好 了 每 天 只 疏 一 座 山 , 并 在 次 日 开始 息 的 山 的 山脚 下 宿营 . 此 外 , 我 们 决定 任何 连 
着 的 两 天 不 会 去 相同 一 座 山峰 . 那么 我 们 是 如 何 安排 这 次 息 山 路 线 的 呢 ? 


9.2 ”前 向 递归 与 后 向 递归 


例 9.1-1 采用 前 向 递归 的 方法 , 从 阶段 1 到 阶段 3 向 前 计算 . 这 个 例子 同样 可 
以 用 后 向 递归 的 方法 来 求解 , 从 阶段 3 开始 , 到 阶段 1 结束 . 

前 向 递归 和 后 向 递归 都 能 得 出 相同 的 解 . 虽然 前 向 递归 方法 似乎 更 符合 逻辑 ， 
但 在 DP 文献 中 普遍 采用 后 向 递归 ， 原 因 是 , 后 向 递归 一 般 来 说 在 计算 上 更 快 些 . 
我 们 下 面 会 用 后 向 递归 的 方法 来 演示 求解 例 9.1-1、 通 过 这 个 演示 , 你 还 可 以 了 解 
到 如 何 用 更 简洁 的 表格 形式 来 进行 DP 的 计算 . 

例 9.2-1 
例 9.1-1 的 后 向 递归 方程 为 


fir) = (dizi Zin) + firi(zir) hi= 1,2,3 


min 
所 有 可 行 的 (zo ei) 路 径 
其 中 当 zs = 7 时 falza) = 0. 相应 的 计算 顺序 为 fa — f2 fi 
阶段 3 ”由 于 节点 7(zs = 7) 分 别 只 有 一 条 路 径 连接 到 节点 5 和 节点 6(zs = 5 和 
6), 没有 其 他 选择 , 因此 阶段 3 的 结果 可 归结 为 
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阶段 2 路 径 (2,6) 由 于 不 存在 而 断 了 , 由 于 阶段 3 给 出 了 fs(zs), 我 们 可 以 按照 
下 表 对 各 可 行路 径 进行 比较 : 


en 23) + fas) RUM 
in z=5 z=6 flea) zi 
2 1249-21 二 21 5 
3 8+9=17 9+6=15 15 6 
4 749-16 1346-19 16 5 


阶段 2 的 最 优 解 可 解释 成 : 假如 你 在 城市 2 或 城市 4, 最 短路 径 将 经 过 城市 5; 
如 果 你 在 城市 3, 则 最 短路 径 经 过 城市 6. 
阶段 1 从 节点 1 我 们 有 3 条 可 选 路 径 : 路 径 (1,2), (1,3), (1, 4). 利用 阶段 2 的 
Salza), 我 们 可 以 计算 出 下 表 . 


rn, ro) fara) RUM 
3 az ass ac CA) bo 
1 TH 8415-20 5416-2] a 4 


阶段 1 的 最 优 解 表示 , 城市 1 连 到 城市 4 接 下 来 , 阶段 2 的 最 优 解 把 城市 4 
连 到 城市 5 最后, 阶段 3 的 最 优 解 把 城市 5 连 到 城市 7. 因此 最 优 的 整 条 路 径 为 
1 一 4 一 5 一 7, 相应 的 距离 为 21 英里 . 
习题 9.2A 
1. 对 习题 9.1A 的 第 1 题 , 构造 出 后 向 递归 方程 , 并 用 它 来 找到 最 优 解 . 
2. 对 习题 9.1A 的 第 2 题 , 构造 出 后 向 递归 方程 , 并 用 它 来 找到 最 优 解 . 
*3. XII 9.3 的 网 络 , 要 求 计算 出 城市 1 到 城市 7 的 最 短路 径 . 利用 后 向 递归 定义 出 各 个 阶段 
和 状态 , 并 求解 该 问题 . 


图 9.3 习题 9.2A 第 5 题 的 网 络 
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9.3 DP 应 用 选 讲 


本 节 介绍 4 个 应 用 , 每 项 应 用 都 体现 了 运用 动态 规划 的 一 种 新 思路 . 在 学 习 每 
项 应 用 时 , 特别 要 关注 DP 模型 的 3 个 基本 要 素 : 

(1) 定义 阶段; 

(2) 定义 每 个 阶段 的 可 选 方案 ; 

(3) 定义 每 个 阶段 的 状态 . 

这 3 个 要 素 中 , 状态 的 定义 往往 是 最 微妙 的 . 这 里 介绍 的 应 用 表明 , 状态 的 定 
义 根据 要 建 模 的 实际 情况 会 有 很 大 的 不 同 . 不 过 , 随 着 对 每 项 应 用 问题 的 深入 研究 ， 
你 会 发 现 考虑 如 下 问题 会 大 有 帮助 : 

(1) 是 什么 样 的 关系 把 各 个 阶段 联系 在 一 起 ? 

(2) 要 在 当前 的 阶段 做 出 可 行 的 决策 , 而 又 不 用 重新 考察 前 面 阶段 所 做 出 的 决 
策 , 这 需要 什么 样 的 信息 ? 

根据 我 的 教学 经 验 , 为 了 加 深 对 状态 这 一 概念 的 理解 , 可 以 通过 认真 思考 书 中 
的 定义 方式 是 否 合理 , 也 可 以 自己 给 出 可 能 “更 加 合乎 逻辑 的 ”不 同 定 义 , 然后 把 
它 用 在 递归 计算 中 . 最 后 你 会 发 现 , 这 里 所 给 出 的 定义 提供 了 解决 问题 的 一 种 正确 
的 方式 . 同时 , 所 提出 的 思考 过 程 应 该 能 加 强 你 对 状态 概念 的 理解 . 


93.1 背包 /飞行 箱 / 装 船 问题 的 模型 


经 典 的 背包 问题 是 , 一 个 士兵 (或 徒步 旅行 者 ) 必须 决定 在 背包 里 要 携带 哪些 
价值 最 大 的 物品 . 这 个 问题 引申 出 一 般 性 的 资源 分 配 模型 , 在 这 一 模型 里 , 某 一 种 
有 限 的 资源 分 配给 多 个 可 选 方案 (例如 有 限 的 资金 分 配给 多 个 项 目 )， 目 标 是 使 得 
总 收益 最 大 . 

在 提出 DP 模型 之 前 我 们 说 明 , 肖 包 问题 在 文献 中 也 被 认为 是 飞行 箱 问题 , 即 
一 个 喷气 机 飞行 员 必须 要 决定 把 哪些 最 有 价值 的 (应急 ) 物品 带 上 飞机 ; 或 者 是 装 
船 问题 , 即 要 在 有 限 容 积 或 有 限 载重 量 的 货船 中 装 入 最 有 价值 的 货品 . 这 3 个 名 字 
似乎 是 要 把 军队 的 3 个 兵种 (空军 、 陆 军 、 海军) 平等 地 表达 出 来 ! 

我 们 对 一 般 的 能 装 n 件 物品 、W 磅 重 的 背包 问题 , 建立 一 个 (后 向 ) 递归 方程. 
令 m 为 背包 中 物品 i 的 数量 , 定义 r; 和 ws 分 别 是 每 单位 物品 i 的 收益 和 重量 ， 
这 个 一 般 性 的 问题 可 以 用 下 面 的 ILP 来 描述 : 


max z = rım; + rama + +- + Taf. 
st. wimi + wam2 + +wnmn < W 
mi mi,-: ,mn 2 0 并 且 为 整数 


模型 的 3 个 要 素 是 


9.3 DP 应 用 选 讲 343 


(D 用 物品 i 表示 阶段 启 i=1,2,… ,n. 

(2) 阶段 i 的 可 能 方案 用 背包 所 装 入 的 物品 i 的 数量 mi KER, 相关 的 收益 
A rimi. 定义 [E] 为 小 于 等 于 E 的 最 大 整数 , 则 有 mi = 0, 1, 

(3) 阶段 i 的 状态 用 z: 表示 , 其 含义 为 放置 到 阶段 (物品 i,i+1,… n 的 总 重 
量 . 这 个 定义 反映 出 的 事实 是 , 重量 约束 是 把 所 有 n 个 阶段 联系 在 一 起 的 唯一 限制 
条 件 . 

定义 


Ji(zi) 给 定 状态 zi F, 阶段 i ie 1,…, n 的 最 大 收益 
确定 其 递归 方程 最 简单 的 方式 就 是 下 面 的 两 个 步骤 的 算法 : 
URGE fi) 表示 成 下 面 fiin) 的 函数 : 


An) m. {rimi + fea(zi)) i= 12, 
mew 


fnti(zn+1)=0 


步骤 2 ”将 zit 表示 成 zi 的 函数 , 以 保证 左边 项 f. (ns) DUE zi 的 函数 . 按照 定 
X, zi — ziyi = wm, 表示 阶段 i 所 用 的 重量 , 因此 zi+ = zi - wimi, 合理 的 递归 
方程 为 


f(s) = max y, {rom + fea(zi- wm), £212, 
mew 


例 9.3-1 

ARR a 吨 的 货船 可 装载 3 种 货物 . 下 表 给 出 每 种 货物 i 的 单位 重量 
wi( 单 位 是 吨 ) 以 及 单位 收益 ri( 单 位 是 1 000 美元 ). 该 货船 应 如 何 装载 这 些 货物 才 
能 使 得 收入 最 大 呢 ? 


-o vjs 
g 


因为 单位 重量 ws 和 最 大 重量 为 整数 , 状态 z 也 一 定 只 取 整 数值 . 
阶段 3 ”阶段 3( 货 物 3) 分 配 的 具体 重量 是 未 知 的 , 但 一 定 取 值 0, 1,…. ,4 之 一 ( 因 
为 W — A WD). 状态 zs = 0 和 zs = 4 分 别 表示 根本 没有 运送 货物 3 和 整 船 全 部 装 
载 货物 3 这 两 种 极端 情况 . 其 余 的 zs(= 1,2,3) 的 值 意味 着 货船 载 货 容量 有 一 部 分 
分 配给 了 货物 3. 实际 上 , zs 的 取 值 范围 覆盖 了 货船 装载 货物 3 的 所 有 可 能 情况 . 
BA ws = 1 吨 /单位 , 可 装载 货物 3 的 最 大 单位 数 为 4 = 4, 这 意味 着 ms 的 
可 能 取 值 为 0,1,2,3,4. ms 是 可 行 的 , 仅 当 wams < zs. 因此 , 所 有 不 可 行 的 装载 方 
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R (对 应 于 wsms > 25) 都 被 排除 了 . 以 下 方程 是 比较 阶段 3 各 种 方案 的 依据 . 


Jalas) = , max q (14ms) 


TERCER zs 每 个 不 同 取 值 的 可 行 方案 . 
Tams AUC 
T» O m0 č m=i m=? m3 m=i faz) — mj 
5 一 -= 一 = D o 
1 o m 一 v 一 m 1 
2 o m 28 一 一 28 2 
3 o 14 28 a - m 3 
4 o E 28 n 56 26 4 
阶段 2 max (mà) = [$] 9 1, 或 maz=01 
fa(za) = max. (47ma + fs(za — 3ma)} 
Ama + fala — ma) Er] 
ag ma «0 ma=1 Be) mj 
0 0+0=0 一 0 
1 0414 — 14 一 14 0 
2 0+28= 28 一 28 0 
3 0--42— 42 47+0=47 47 1 
4 0-56 56 47+14=61 6i 1 
阶段 1 max{mi}= [3] = 2, R m =0,1,2 
4 
Hii) = „max | (31mi + fa(zı — 2mi)) max (mi) = IB =2 
mitia 
: Mm + fs — 2m) HEW 
k m=0 CE mz? Ko mi 
D] Wro-o = 二 0 o 
1 04M-M - m o 
2 042828 FEDES » » 1 
a 0447 ear 314 M 245 二 ar o 


最 优 解 按照 如 下 方法 得 到 : HFW = 4 吨 , 根据 阶段 1, r = 4 给 出 mi = 

2 的 最 优 分 配方 案 , 表示 船上 将 要 装 入 2 个 单位 的 物品 1， 这 一 方案 使 得 za = 

一 2m3 = 4 一 2x 2 = 0 从 阶段 2 得 知 , 如 果 zz = 0, W m3 = 0, 这 又 使 得 

za = 22 一 3m2 = 0 一 3x0=0. 接 下 来 , 根据 阶段 3 给 出 ms = 0. 因此 , 整 
个 最 优 解 为 mi —2, mi = 0, mi = 0, 相应 收益 为 (4) = 
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从 阶段 1 的 表 中 , 我 们 实际 上 需要 得 出 z = 4 的 最 优 解 , 因为 这 是 最 后 一 个 
要 考虑 的 阶段 . 但 是 , 对 于 zı = 0,1,2,3 的 计算 也 包括 进来 了 , 以 便 进行 灵 教 度 分 
析 . 例如 , 假如 货船 载 货 量 是 3 吨 而 不 是 4 吨 时 会 怎么 样 ? 在 这 种 情况 下 会 得 出 下 
面 一 个 新 的 最 优 解 : 


(z1 =3) > (mi =0) — (z2 = 3) ^ (m3 = 1) — (z3 = 0) — (m3 = 0) 


这 种 情况 下 , RRA (mi, ma, m$) = (0, 1,0), 最 优 收益 /1(3) = $47 000. 
评注 ”这 个 装 船 问题 的 例子 代表 了 一 类 典型 的 资源 分 配 模型 , 这 类 模型 把 某 种 有 
限 的 资源 在 有 限 数目 的 (经济 ) 活动 之 间 进行 分 配 分 配 的 目标 是 使 得 某 个 相应 的 
收入 函数 达到 极 大 值 . 在 这 类 模型 中 , 每 个 阶段 状态 的 定义 都 类 似 于 我 们 装 船 模型 
给 出 的 定义 , 即 阶段 i 的 状态 就 是 分 配 到 阶段 ii + 1,… ,n 的 资源 总 量 . 


Excel 程序 

由 于 动态 规划 计算 的 特殊 性 质 , 不 可 能 有 一 个 通用 计算 机 程序 来 处 理 所 有 的 
DP 问题 . 大 概 正 是 因为 这 一 点 , 一 直 没有 开发 出 商业 化 的 动态 规划 软件 包 . 

本 节 介绍 一 种 利用 Excel 开发 的 算法 , 来 处 理 专门 一 类 DP 问题 : 单一 约束 的 
背包 问题 (文件 Knapsack.xls). 该 算法 可 针对 各 种 数据 , 能 处 理 最 多 有 10 种 装 包 
物品 的 问题 . 

图 9.4 是 这 一 背包 问题 的 (后 向 递归 ) 动态 规划 模型 的 开始 界面 , 它 分 成 两 部 
分 : 右边 部 分 (Q:V) 用 来 汇总 输出 的 解 , 左边 部 分 (A:P) 的 第 3, 4; 6 行为 当前 阶段 
提供 输入 数据 , 第 7 行 以 下 留 作 阶段 的 计算 . 这 些 输入 数据 的 符号 采用 了 DP 模型 
中 的 数学 符号 , 一 看 就 可 以 知道 其 含义 . 为 了 方便 在 一 屏 上 显示 这 个 电子 表格 , 阶 
段 i 的 物品 数 mi 的 最 大 可 行 值 设 定 为 10( 单 元 格 D6:N6). 


图 9.4 一 般 DP 背包 问题 模型 的 Excel 开始 界面 (文件 excelKnapsack xls) 


图 9.5 显示 了 该 算法 对 例 9.3-1 生成 的 阶段 计算 结果 . 这 些 计算 每 次 针对 一 个 
阶段 进行 , 由 用 户 提供 每 个 阶段 计算 的 基本 数据 . 不 妨 利用 这 种 方式 来 试 一 试 , 它 
可 以 增加 你 对 DP 计算 详细 过 程 的 理解 . 
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Stage 3: 


mi 
peri 
Ca 


p 


wl 3 | 


解 例 9.3-1 背包 问题 的 Excel 动态 规划 模型 (文件 excelKnapsack.xls) 


图 9.5 


从 阶段 3 开始 , 用 例 9.3-1 的 符号 和 数据 , 各 输入 单元 格 中 的 值 改 成 如 下 列表 


(0,1,2,3,4) 


m 
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注意 到 在 例 9.3-1 中 , ms 的 可 行 值 为 0,1,… , [E] = [3] = 4, 电子 表格 会 自动 告 
诉 你 需要 多 少 个 ms 的 值 , 并 检查 你 输入 的 数值 是 否 正确 , 在 第 5 行 显示 自 检查 结 
果 : “yes”, “no” 和 “delete”. 

在 输入 了 阶段 3 的 数据 并 通过 检查 以 后 , 电子 表格 就 会 “激活 ”并 (从 B 列 到 
P 列 ) 自动 产生 该 阶段 所 有 必要 的 计算 结果 , fi -1 111 111 用 来 指示 对 应 的 输入 不 
可 行 . O 列 和 P 列 给 出 这 个 阶段 的 最 优 解 (fs, ms). A 列 给 出 f 的 值 . 因为 计算 开 
始 于 阶段 3, 所 以 对 于 zs 的 所 有 取 值 , fs = 0, 因此 你 可 以 让 A9:A13 全 部 空白 或 全 
输入 零 值 . 

有 了 阶段 3 的 计算 结果 以 后 , 按照 下 列 步骤 对 当前 阶段 的 最 优 解 建立 一 个 永 
入 性 纪录 , 准备 用 电子 表格 进行 下 一 阶段 的 计算 : 

第 1 步 ”复制 C9:C13 中 zs 的 各 值 , 并 粘贴 到 最 优 解 计算 结果 部 分 的 Q5:Q9 各 
单元 格 , 接 下 来 , 复制 09:P3 的 (fs,ms) 各 值 , 粘贴 到 R5:S9， 记 住 , 你 只 需要 粘 
贴 这 些 数值 ,操作 方法 是 在 Edit 菜单 下 选 定 Paste Special， 并 在 对 话 框 中 选择 
Values. 

第 2 步 ”复制 R5:R9 中 fa BU, 粘贴 到 A9:A13 中 (不 必用 Paste Special). 

第 3 步 。 把 单元 C4 改 成 2 输入 wo ro, ma 的 新 值 , 记录 阶段 2 的 数据 . 

第 2 步 是 把 fr+i(zi — wim) 放 到 A 列 里 面 , 准备 计算 阶段 i 的 fi) ( 见 例 
9.3-1 背包 问题 的 递归 公式 )。 这 就 说 明了 为 什么 要 在 阶段 3 的 表 中 用 0 MRR fa 
的 原因 . 

有 了 阶段 2 的 计算 结果 后 , 可 以 按照 类 似 的 方法 准备 阶段 1 的 界面 ， 我们 在 
例 9.3-1 中 已 经 解释 过 , 当 阶段 1 算 完 以 后 , 就 可 以 从 最 优 解 汇总 中 知道 最 优 解 了 . 
需要 注意 的 是 , 对 输出 解 汇总 区 域 (屏幕 右边 的 Q:V 列 ) 的 组 织 是 可 以 自由 安排 的 ， 
可 以 根据 自己 习惯 的 任何 方式 来 组 织 这 些 内 容 . 


习题 9.3A” 


1. 在 例 9.3-1 中 , 假设 货船 的 最 大 载重 量 分 别 为 2 吨 和 5 吨 , 求 出 最 优 解 . 
2 用 下 列 两 组 数据 , 求 出 例 9.3-1 的 装 船 问题 的 最 优 解 ， 
*(a) wi — Ari = 70, w2 = 1,ra = 20, wa = 2, rs = 40,W =6 
(b) wi = 1, r1 = 30, w2 = 2,72 = 60, w3 = 3, rs = 80, W = 4 
3. 在 例 9.3-1 的 装 船 问题 中 , 假设 每 单 件 货物 的 收益 为 某 一 常数 , 而 且 仅 当选 中 该 货品 后 为 已 
知 , 如 下 表 : 


外 在 这 组 习题 中 , 建议 你 尽量 手 算出 一 个 结果 ,然后 利用 模板 excelKnapsack xls 对 你 的 结果 进行 检 
[3 
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*5. 


"T. 


Ro *& A 
i qs 如 果 mi >0 
如 果 ma «o 


i 一 15 二 47m2， 如 果 ma 0 
9, 如 果 m <0 


id 如 果 ms >0 
9, 如 果 ms «0 


用 动态 规划 求 出 最 优 解 、( 提 示 : 可 以 用 Excel 文件 excelSetupKnapsack ,xls 来 检查 你 的 
计算 过 程 .) 


一 位 野外 徒步 旅行 者 必须 往 包 里 装 3 样 东西 : 食品 、 急救 包 和 衣物 . 背包 容积 为 3 ft Gr. 


ARR), 每 单位 食品 占 空间 1.67, 一 个 急救 包 占 1/4 fta, 每 件 衣物 占 1/2 ft3， 该 旅行 者 
对 食品 、 急 救 包 和 衣物 给 出 了 优先 级 权重 , 分 别 是 3, 4, 5, 意味 着 衣物 在 这 3 种 东西 里 价 
值 最 高 根据 经 验 , 他 每 样 东西 至 少 要 拿 1 件 , 急救 包 最 多 需要 2 个 . 那么 这 个 徒步 旅行 者 
把 每 样 东西 到 底 应 该 拿 多 少 呢 ? 

某 学 生 必 须 在 4 个 不 同系 里 选修 10 门 课程 , 每 个 系 至 少 选 一 门 . 选择 分 布 在 4 个 系 里 的 
10 门 课程 , 要 争取 使 获得 的 “知识 量 ” 达 到 最 大 . 这 个 学 生 按照 100 分 制 来 衡量 能 学 到 的 
知识 , 得 出 了 下 表 : 


A 课 数 
x 1 2 3 4 5 6 27 
1 25 19 0 8 109 100 10 
u æ% w% sw w w 39 lo 
mo 40 æ sw 30 40 10 1 
Vi vv v v v o vw 
rH Rn RR 


我 的 后 院 有 一 个 10 x 20 英尺 的 小 花园 , 今年 春天 , 我 打算 种 上 3 种 蔬菜 : 西红柿 、 豆角 和 
玉米 . 花园 要 安排 成 10 HEB, GEE 10 英尺 长, 要 求 玉米 和 西红柿 付 宽 2 英尺 , IMER 
3 英尺 .我 最 爱 吃 西红柿, 最 不 爱 吃 豆角 , 按照 10 分 制 , 我 给 西红柿 打 10 分 , 玉米 7 分 ， 
豆角 3 分 . 不 管 我 爱 不 爱 吃 , 我 妻子 坚持 至 少 种 1 RTA, 最 多 种 2 欧西 红 柿 . 在 这 种 情 
况 下 , 每 种 蔬菜 该 种 多 少 排 呢 ? 

一 家 非常 好 的 慈善 机 构 通过 义工 为 需要 帮助 的 家 庭 盖 房 子 。 某 个 符合 条 件 的 家 庭 可 选择 
3 种 房屋 面积 标准 : 1 000，1 100, 1 200 f, 每 种 规格 大 小 的 房屋 需要 的 义工 数量 不 
FI. 该 组 织 在 Fayetteville 的 分 部 接收 到 未 来 半年 的 5 份 申请 , 委员 会 按照 若干 因素 对 每 
份 申 请 打 了 分 , 越 需 要 的 , 分 数 就 越 高 , 在 以 后 的 6 个 月 里 , Fayetteville 分 部 可 招募 到 共 
23 名 义工 ， 下 面 的 数据 是 对 申请 者 的 打分 和 所 和 需 义 工 数 的 情况 , 委员 会 应 该 批准 哪些 申 
aer 
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申请 房屋 规格 (R?) 分 数 AMELIE 
1 1200 TR 7 
2 1000 6 4 
3 1100 68 6 
4 1000 62 5 
5 1200 85 8 


8. DER. 巴萨 姆 想 参加 华盛顿 县 的 县 长 的 改选, 筹 到 了 $10 000 竞选 资金 虽然 改选 委员 
会 想 在 县 里 的 5 个 选区 开展 竞选 活动 , 但 竞选 资金 不 足 . 下 表 列 出 了 选民 数 和 在 每 个 选区 
开展 有 效 竞选 活动 所 需 的 资金 额 . 对 每 个 选区 的 选择 是 , 要 么 足 额 分 配 资金 , 要 么 放弃 . 这 
些 竞 选 资金 该 如 何 分 配 呢 ? 


选区 选民 人 数 Be ($) 
1 3100 3 500 
2 2600 2500 
3 3500 4000 
4 2800 3000 
5 2 400 2 000 


一 台电 器 由 3 个 部 件 组 成 . 这 3 个 部 件 串联 , 假如 有 一 个 部 件 发 生 故障 , 电器 就 不 能 工作 . 
我 们 可 以 通过 在 每 个 部 件 里 安装 1 到 2 个 备份 元 件 来 提高 该 电器 的 可 称 性 (不 发 生 故障 的 
概率 ). 下 表 列 出 了 可 靠 性 r 和 成 本 费用 c. 假设 制造 该 电器 的 可 有 资金 共 $10 000, 那么 怎 
么 来 制造 这 台电 器 呢 ?( 提 示 : 目标 是 使 整个 电器 的 可 靠 性 rirars 达到 最 大 , 这 意味 着 目标 
函数 的 分 解 是 乘法 的 , 而 不 是 加 法 的 .) 


em 部 件 1 部 件 2 部 件 3 
at rend crea 
1 —06 109 07 309 Q5 300 
2 08 200 08 500 07 400 
3 09 300 09 6000 09 5 000 


10. 用 动态 规划 求解 以 下 模型 : 


m. 


st Vith+. + = 
M20, 了 = 12 
(提示 : 本 题 除了 变量 y 是 连续 的 之 外 , 和 第 9 题 类 似 .) 
11. 用 DP 求解 以 下 问题: 


min z= tit 


st. 


$20, i212... 
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12. 用 DP 求解 以 下 问题 : 


max z= (yı +2)? + yays + (y — 5)? 
st n+tntn+us5 
了 >0 并 且 是 整数 ，i = 1,2,3,4 


13. 用 DP 解 以 下 问题: 


min z= max {f(y), f(v), +- ,f(yn)} 
St 加 十 加 十 … 十 加 =e 
w20, i212, 


对 于 n=3,c=10, 而 且 (yi) = y1 +5, f (ya) = 5ya +3, f(ys) = vs — 2 的 特殊 情况 ,给 
出 最 优 解 . 


9.3.2 ”劳动 力 规模 模型 


在 一 些 建 筑 工程 中 , 常用 招工 和 解聘 的 做 法 来 保证 工人 的 数量 满足 工程 的 需 
要 . 招聘 和 解聘 工人 肯定 部 需要 额外 的 费用 , 那么 如 何在 工程 期 间 保持 足够 的 劳动 
HR? 

假设 工程 工期 长 度 为 n 个 星期 , 并 且 第 i 周 最 少 需要 b 个 劳动 力 . 理论 上 讲 ， 
我 们 可 以 通过 招聘 和 解聘 让 第 i 周 的 劳动 力 总 数 恰好 等 于 bi. 但 是 , 一 个 可 能 更 经 
济 的 做 法 是 , 维持 某 个 劳动 力 规模 , 让 它 大 于 通过 招工 方式 达到 的 最 小 需求 数 . 这 
就 是 我 们 下 面 将 要 考虑 的 问题 . 

假定 r; 为 第 i 周 雇用 的 实际 工人 数 , 第 i 周 可 能 出 现 2 笔 费用 : C (z; 一 b) 是 
维持 多 余 劳动 力 (ri — bi) 的 费用 , Co (i - zi) 是 招聘 更 多 劳动 力 (zi 2) 的 
费用 . 我 们 还 假定 如 果 停 止 招工 的 话 , 则 不 需要 其 他 的 费用 ，“ 

下 面 定义 动态 规划 模型 的 要 素 : 

(1) HIE i, i = 1,2,… ,n 代表 阶段 i. 

(2) 阶段 i 的 备 选 方案 为 ri, 它 是 第 i 周 的 工人 数 . 

(3) 阶段 的 状态 用 第 (i 一 1) 阶段 ( 周 ) 已 有 的 劳动 力 数 zi. KER. 
这 个 DP 模型 的 递归 关系 如 下 : 


Silzi-1)= min {Ci (z; — bi) + Ce — 3) fe) i 91,277, 
foi (z5) =! 

从 阶段 n 开始 , 用 zw = bn 开始 计算 , 到 阶段 1 停止 . 

例 9.3-2 


一 建筑 工程 承包 商 估计 , 在 未 来 的 5 周 内 , 所 需 的 劳动 力 数量 分 别 为 5, 7, 8, 4 
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和 6 个 工人 . 对 多 出 的 工人 , 每 人 每 周 的 成 本 费用 是 $300. 不 论 在 哪 一 周 , 新 雇用 
一 名 工人 的 固定 费用 是 $400, 外 加 每 人 每 周 $200. 
这 个 问题 的 数据 汇总 如 下 : 


bi —5, b2 =7, by=8, b4 = 4, bs=6 
Ci(zi — i) =3(z; — bi), zi > bi, 2,… 5 
Calti — zi-1) 24 2(z:i 2631), zi zi, i=1,2,..,5 


费用 函数 C, 和 C 的 单位 为 100 美元 


阶段 5 (5-6) 
Ci(zs — 6)+ C2(xs — z4) 最 优 解 
m 8-6 Be) zi 
4 0) + 4+2(2) =8 8 6 
5 5 6 
6 9 6 


E Cura —4) * Cara — 23) + fo(a) AU. 
". Zi md za mE za m6 Ta(zs) zi 
8 3(0) +0+8=8 30)*046-9 32) 4040-6 6 6 
阶段 3 (5-8) 
Cils — 8) + Calza — 22) + fuas) AM 
E. z=8 Be) zi 
了 3(0) +4+2(1) +6=12 12 8 
8 3(0) +0 +6=6 6 8 
阶段 2 (bz=7) 
Cilea - 7) + Caza — 22) + alea) AM. 
z ner n=8 din) 本 
5 3(0) +4 + 2(2) + 12 = 20 3(1) +4 十 2(3) +6= 19 19 8 
6 3(0) - 44- 2(1) 十 12 = 18. 30) -442(2) «6 — 17 17 8 
7 3(0) +0 +12=12 30) +4+2(1) +6=12 12 7 
8 3(0) +0 +12=12 30) +0 +6=9 9 8 
阶段 1 (5-5) 
Cii —5) + Oe — 20) foi) AM 
z-5 zi -6 zi-T azi-8 fim) zi — 


0 3(00)+4+2(5) 3(1)+4+2(6) 324-27) 32)*442(8) 
+19=33 +17=36 +12=36 +9=35 33 5 
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得 到 的 最 优 解 为 
To =0> z] =5> z3 =8—> 1} =8—> r] =6> r} =6 
这 个 解 可 以 解释 为 下 列 计划 : 
mim O FRIE ux an 
T 5 5 — BIA 4*2x5- 
2 7 8 FRIZIA 4+2x3+1x3=13 
3 8 s 0 RE D 
4 4 6 解雇 2 名 工人 3x2=6 
5 6 6 不 变 0 
总 费用 为 i(0) = 83 300. 
习题 9.3B 
1. 针对 下 列 每 一 组 最 少 劳动 力 需求 , 求解 例 9.3-2: 


*(a) b by 3,60 6, 
(b) à =8, T, bs =8, 
2. 9l 9.3-2 中 , 如 果 对 每 位 解雇 的 工人 要 支付 补偿 费 $100, 请 求 出 最 优 解 . 

*3，Luxor 旅行 社 安排 埃及 南部 7 日 游 线路 . 按 协议 , 旅行 社 将 在 未 来 4 个 星期 里 为 旅行 团 提 
供 租车 , 数量 分 别 为 7 辆 、4 辆 、7 辆 和 8 辆 . Luxor 旅行 社 和 当地 一 家 车 行 签 了 合同 , 为 
游客 提供 这 些 车 辆 . 车 行 每 周 每 车 收 租金 $220, 外 加 收取 一 次 性 租车 交易 费 $500， 但 是 ， 
Luxor 旅行 社 可 以 决定 周末 不 还 车 , 这 样 只 要 付 每 周 的 租金 ($220). Luxor 旅行 社 怎么 才 
能 以 最 好 的 方式 处 理 这 个 租车 问题 呢 ? 

4. GECO 公司 按照 合同 在 未 来 4 年 内 每 年 生产 4 台 飞机 发 动机 , 每 年 的 生产 能 力 和 生产 成 
本 都 不 同 . GECO 在 第 1 年 能 生产 5 台 发 动机 , 第 2 年 生产 6 台 , 第 3 年 生产 3 台 , 第 
A 年 生产 5 台 ， 相 应 地 , 这 4 年 里 每 台 发 动机 的 生产 成 本 分 别 是 $300 000、$330 000、 
$350 000 和 $420 000. 在 每 一 年 里 , GECO 也 可 以 决定 多 生产 发 动机 , 在 这 种 情况 下 , 发 
动机 必须 先 存放 在 库房 里 , 直到 运 走 . 每 年 每 台 发 动机 的 库存 成 本 也 不 一 样 , 按照 估计 , 第 
1 年 为 $20 000, 第 2 年 为 $30 000, 第 3 年 $40 000, 第 4 年 是 $50 000. 现在 正 处 于 第 
一 年 开头 , GECO 有 1 台 发 动机 可 以 交 货 . 请 为 GECO 制定 一 个 最 优 的 生产 计划 . 


9.3.3 ”设备 更 新 模型 


一 台 机 器 用 得 越久 , 维修 成 本 就 越 高 , 生产 能 力 就 越 低 . 当 一 台 机 器 到 了 某 个 
年 限 后 , 对 其 及 时 更 新 可 能 会 更 加 经 济 . 因此 这 就 成 了 一 个 确定 最 经 济 的 机 器 更 新 
年 限 的 问题 . 

假设 我 们 正在 研究 一 个 n 年 期 间 的 设备 更 新 闻 题 . 在 每 年 的 年 初 , 我 们 来 决定 
这 台 机 器 是 要 再 使 用 一 年 , 还 是 要 用 一 台新 的 机 器 来 更 新 它 . 令 r(t). c(t) 和 s(t) 
分 别 表示 某 一 台 运 行 了 t 年 的 机 器 的 年 收入 、 运行 费用 和 折旧 现 值 , 购买 一 台新 机 
器 的 费用 每 年 都 是 I 
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这 个 DP 模型 的 要 素 是 
(1) 用 年 度 i= 1,2,… ,n 代表 阶段 让 
(2) 阶段 (年 度 )i 的 备 选 方案 为 在 年 度 让 年 初 是 继续 使 用 这 台 机 器 , 还 是 进行 
更 新 
(3) 阶段 i 的 状态 是 该 台 机 器 在 第 i 年 开始 时 已 经 使 用 的 年 数 . 
假定 这 台 机 器 在 i 年 初 的 设备 运行 年 数 为 t, 定义 
filt) = FR iit l,- ,n 的 最 大 净 收入 


得 出 的 递归 关系 为 
te — e(t) + firi(t+ 1), 如 果 继 续 使 用 
Ji) =max 
r(0) + s(t) 一 了 一 ce(0) + fir1(1)， 如 果 更 新 
fnn()=0 
例 9.3-3 


某 公司 需要 对 一 台 已 经 使 用 了 3 年 的 机 器 确定 今后 4 年 (n = 4) 的 最 优 更 新 
策略 , 公司 要 求 ,用 了 6 年 的 机 器 就 要 更 新 , 购买 一 台新 机 器 的 价格 是 $100 000. 以 
下 是 该 问题 的 数据 表 (单位 : 美元 ): 


使 用 年 数 (年 ) — 收入 r() ETRE c(t) AA E) 

o 20 000 200 人 

1 19 000 600. 80 000 
2 18 500 1200 60 000 
3 17 200 1500 50 000 
4 15 500. 1700 30 000 
5 14 000. 1800 10 000 
6 12200 2 200 5 000 


计算 每 个 阶段 上 的 机 器 使 用 年 数 的 可 行 值 有 一 点 难度 . 图 9.6 给 出 了 这 个 问题 
的 网 络 表 示 . 在 第 1 年 年 初 , 我 们 有 一 台 使 用 了 3 年 的 机 器 . 我 们 既 可 以 更 新 它 
(R), 也 可 以 继续 使 用 1 年 (K). 在 第 2 年 年 初 , 如 果 那 台 机 器 已 经 在 第 一 年 得 到 更 
新 , 那么 这 台新 机 器 就 已 经 使 用 1 年 了 ; 否则 , 旧 机 器 就 使 用 4 ET. 我们 对 第 2 
年 到 第 4 年 应 用 同样 的 逻辑 , 假如 运行 了 1 年 的 机 器 在 第 2, 3, 4 年 年 初 进行 更 新 
的 话 , 在 下 一 年 年 初 这 台 更 新 了 的 机 器 就 成 了 运行 了 1 年 的 旧 机 器 . 另外 , 在 第 4 
年 年 初 , 一 台 使 用 了 6 年 的 机 器 必须 更 新 , 在 第 4 年 年 末 (整个 计划 期 未 ) 的 时 候 ， 
我 们 将 所 有 这 些 机 器 折旧 (S) MERI. 

这 个 网 络 表明 , 在 第 2 年 年 初 , 可 能 的 机 器 运行 年 数 为 1 年 和 4 年 . 到 了 第 3 
年 年 初 , 可 能 的 机 器 运行 年 数 为 1 年 . 2 年 和 5 年 . 到 第 4 年 年 初 , 可 能 的 机 器 年 
龄 分 别 为 1 年 、2 年 、3 年 和 6 年 
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图 9.6 例 9.3-3 中 作为 决策 年 度 函 数 的 机 器 运行 年 数 表示 


求 图 9.6 中 网 络 的 解 , 等 价 于 找 出 从 第 1 年 年 初 开始 到 第 4 年 年 末 的 一 条 最 
长 的 路 径 (比如 最 大 收益 ). 我 们 会 利用 表 的 形式 来 求解 这 个 问题 . 所 有 的 货币 值 单 
位 为 1 000 美元 . 注意 到 , 如 果 在 第 4 年 ( 即 整个 计划 期 末 ) 更 新 某 台 设备 , 其 收益 
将 包括 被 更 新 机 器 的 折旧 现 值 s(t), 加 上 更 新 机 器 的 折旧 现 值 s(1). 


阶段 4 
K R AU. 
$ T(0) * s( 1) - «6 (0) +s() 801) —e(0) —7 LO ARAR 
1  190*60-06-784  20+80+30-02-10=7985 798 R 
2  1854+50-12=673 LE K 
3 172+30-15=457  204+50+80-02-100=498 498 R 
6 (必须 更 新 ) 20-5480—02—100— 48 48 R 
阶段 3 
K R AU. 
r(0 - et) € Jit i) T0)*20)-49)-I*/) hO ARAR 
1 19.0 — 0.6 + 67.3 = 85.7 20 + 80 — 0.2 — 100 + 79.8 = 79.6 85.7 K 
2 18.5 — 1.2 + 49.8 = 67.1 20 + 60 — 0.2 — 100 + 79.8 = 59.6 67.1 K 
5 140-18+48=170 — 20410-02-104798-196 — 196 R 
阶段 2 
K R EZI 
(t) — elt) + fs(t +1) (0) +s) — e(0) — 1 + fa(1) Wat) ORAR 
1 190-06+671=855  20480-02—101857-855 855  KER 
A — 155-174196-334 — 20430—02—104857—355 — 355 R 
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阶段 1 


K R ETT] 
T() «0 fat 1) (0) 3- »(t) — «(0) — 1 * f2(1) hO ARAR 
3 17221543852512 2050-02-10 4855-553 55.3 R 
图 9.7 总 结 了 最 优 解 的 求解 结果 . 在 第 1 年 年 初 , 由 于 t= 3, 最 优 决策 是 更 新 
这 台 机 器 . 这 样 , 在 第 2 年 年 初时 , 这 台新 机 器 的 年 龄 为 1, 并 且 在 第 2 年 年 初 += 1 
要 求 这 台 机 器 要 么 继续 使 用 , 要 么 更 新 . 如 果 更 新 了 , 新 机 器 在 第 3 年 年 初时 , 年 龄 
为 1; 否则 , 继续 使 用 的 机 器 年 龄 为 2 继续 这 一 过 程 , 直到 第 4 年 为 止 . 


上 一 第 1 年 一 = 一 一 第 2 年 一 一 一 第 3 年 一 一 一 第 4 年 一 “| 


| 六 := 5—[x ]- [n 
t= ifik He- 


图 9.7 例 9.3-3 的 解 


从 第 1 年 开始 的 可 能 方案 的 最 优 策略 是 (R,K,K,R) 和 (R,R,K,K), 总 费用 为 
$55 300. 


3H 9.3C 


1 针对 下 列 每 种 情况 , 做 出 网 络 图 , 求 出 例 9.3-3 模型 的 最 优 解 : 

(a) 第 1 年 年 初时 , 机 器 已 经 使 用 了 2 年 。 (b) 第 1 年 年 初时 , 机 器 刚 使 用 了 1 年. 
(e) 第 1 年 年 初时 , 是 刚 买 的 新 机 器 . 

*2. 我 有 个 13 岁 的 儿子 , 他 为 10 个 顾客 修 前 草坪， 一 年 里 为 每 个 顾客 剪 草 3 次 , AH 850. 

他 刚 花 $200 买 了 台新 的 草草 机 , 前 草 机 第 1 年 的 维修 和 运行 费用 为 $120, 以 后 每 年 增加 

2096. 运行 了 1 年 的 二 手 草草 机 价值 $150, 随后 每 年 降低 10%. 我 儿子 打算 在 他 16 岁 前 

一 直 要 做 这 项 工作 , 因此 他 想 每 > 年 就 买 台新 的 割 草 机 , 因为 他 认为 这 样 会 更 加 划算 , 他 的 

依据 是 ,新 草草 机 的 价格 每 年 只 涨 10%. 他 这 样 决定 正确 吗 ? 

Circle 农场 想 在 未 来 5 年 内 对 一 台 已 经 使 用 了 2 年 的 拖拉 机 制定 一 个 更 新 计划 . 一 台 拖拉 

机 必须 至 少 使 用 3 年 , 但 5 年 后 必须 淘汰 . 拖拉 机 的 现行 价格 为 $40 000, 以 后 每 年 上 涨 

1096. 拖拉 机 的 当前 年 度 运行 费 是 $1 300, 但 预计 每 年 增加 10%. 

(a) 将 该 问题 刻画 成 一 个 最 短路 径 问题 。 (b) 给 出 相应 的 递归 公式 . 

(c) 求 出 未 来 5 年 内 的 拖拉 机 最 优 更 新 策略 . 

考虑 n 年 期 间 的 设备 更 新 间 题 . 某 种 新 设备 价值 c 美元 , 使 用 + 年 后 的 二 手 设 备 价值 为 ; 

BH nt M s(t) — n — t, 理 则 为 办 .年 收益 是 设 各 年龄 的 函数 , 表示 为 : 如 果 n > t, 则 

ri) =n- P, BMAF. 

(a) 建立 该 问题 的 DP 模型 


G 


(sn 


Ld 


ad 
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(b) 已 知 c = $10 000,m — 5, 且 这 是 一 台 运 行 了 2 年 的 设备 , 求 出 最 优 更 新 策略 . 
5。 假定 设 备 使 用 了 1 年 , H n= 4,c = $6 000, (t) = 7h, 求解 第 4 题 . 


9.3.4 ”投资 模型 


假设 你 想 在 未 来 的 n 年 内 的 每 年 年 初 进行 投资 , 各 年 投资 额 为 Pi, Po, Pa 
元 . 你 在 两 家 银行 有 两 个 投资 机 会 : 银行 甲 的 利率 为 mn, 银行 乙 的 利率 是 rz, 均 为 
年 利率 . 为 了 鼓励 存款 , 这 两 家 银行 都 对 新 的 投资 按 投 资 额 支付 红利 . 银行 甲 和 银 
行 乙 第 i 年 的 红利 百分比 分 别 为 gs 和 qia. 到 投资 年 度 的 年 底 银行 支付 红利 , 你 可 
以 决定 在 任何 一 家 银行 进行 下 一 年 的 投资 . 这 就 意味 着 , 只 有 红利 和 新 的 资金 投入 
到 两 家 银行 之 一 一 旦 存 入 了 投资 , 必须 在 银行 存放 到 年 底 . 请 做 出 未 来 n 年 的 投 
资 安排 . 

这 个 DP 模型 的 要 素 有 : 

(1) 阶段 用 年 度 i 表示, i= 1,2, n. 

(2) 阶段 i 的 可 选 方案 为 五 和 T, 分 别 是 在 银行 甲 和 银行 乙 的 投资 额 . 

(3) 阶段 i 的 状态 z; 是 第 i 年 年 初 投入 的 资金 . 

注意 到 , 按 定义 五 = zi ,因此 


z=P 

gi Pi gl qiaa(zia — fea) 

=P; + (qiia ~ ga) + Qi-1,2i-1,i = 2,3, 
再 投资 额 c 只 包含 新 投入 的 钱 , 加 上 (i 1) 年 度 投资 所 得 的 红利 . 
定义 fili) = 给 定 mx 下 的 年 度 i,i+1,… ,n 的 最 优 投资 额 , 接 下 来 假定 1 和 
(ri — 1) 为 第 i 年 分 别 在 银行 甲 和 银行 乙 投入 的 资金 数 , 定义 si 为 第 n 年 年 底 时 
的 累计 投资 额 . $ ax = (1 + ra), k = 1,2, 这 个 问题 可 以 描述 成 
max 2-315245 HSn 

其 中 

si= hant Ti+ (z; — ast 


apt- ont hant in, (51,2, ,n—1 


5» — (01 + qni — 02 — gn2)In + (02 + gn2)zn 


sn 中 加 入 qui 项 和 qua 项 ,是 因为 年 度 的 红利 是 投资 金额 最 终 累计 的 一 部 分 . 
得 出 的 后 向 DP 递归 公式 为 
dizi) = mex (i fein)}, EL2 n-1 
frn(znn) =0 
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如 前 面 所 述 , ri+: 是 用 ri 定义 的 . 
例 9.3-4 x 
假设 你 想 要 今年 投入 $4 000, 在 第 2 年 到 第 4 年 年 初 分 别 投资 $2 000. 银行 甲 
的 年 利率 是 8%, 未 来 4 年 里 的 红利 分 别 是 1.8%、1.7%、2.1% 和 2.5%. 银行 乙 的 年 
利率 比 银行 甲 低 0.2%, 但 红利 高 0.5%. 我 们 的 目标 是 使 得 第 4 年 年 底 的 累计 资金 
额 达 到 最 大 . 
利用 前 面 使 用 的 符号 , 我 们 有 

P, =$4 000, P; = Ps = P, = $2 000 

1 — (1 +0.08) = 1.08 

02 (1 + 0.078) = 1.078 

4n —0.018, qa = 0.017, gs = 0.021, qi = 0.025 

12 0.023, qz = 0.022, qx; = 0.026, qa2 = 0.030 


阶段 4 


hilz) = gex, (sa) 


其 中 

54 = (1 十 gil — 02 — qa2)14 + (G2 + qa2)z4 = —0.00314 + 1.10874 
函数 s 对 于 [4 在 区 间 0 < I, < za 上 是 线性 的 , 由 于 1 的 系数 是 负 的 , 它 在 五 =0 
时 达到 最 大 值 . 因此 , 阶段 4 最 优 解 情况 为 


最 优 解 
se IE 
za 1.10824 0 
阶段 3 
dira) = apa. {93 + fiera) 
其 中 
53 = (1.08? — 1.078?) Is 十 1.07827s = 0.004 3213 + 1.162 123 
242 000 — 0.00515 + 0.02623 
因此 


Js(zs) =, Eas,, (0.004 3273 + 1.162 1zs + 1.108(2 000 一 0.00515 + 0.02673). 


= max (2216 + 0.001 2273 + 1.190 975). 
re 


有 (za) I 
ES 22160& 11909: 0 
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阶段 2 
falza) = max {32 + fs(23)) 
其 中 
52 — (1.08) — 1.078?) + 1.07877; = 0.006 98572 + 1.252 7325 
z3 =2 000 — 0.005, + 0.02223 
因此 
fis) mex. | (0.006 98512 十 1.252 7325 + 2 216 
十 1.190 9(2 000 — 0.00512 + 0.02212)} 
=g, {4 597.8 + 0.001 030 572 + 1.278 9372) 
区 
状态 
EZI 4 597.8 + 1.279 96z2 EA 
阶段 1 
fha) = max E, (s1 + fa(z2)} 
其 中 
s1 = (1.08* 一 1.0784) 有 十 1.0784zi = 0.010 0512 + 1.350 4z1 
232 000 — 0.005 + 0.0237; 
因此 
fixi) — max. (0.010 051, + 1.350 4rl + 4 597.8 
十 1.279 96(2 000 — 0.0057, + 0.0237,)) 
capax, (7 157.7 + 0.003 651 + 1.379 8421} 
had me Ui 
zi = $4 000 7 157.7 + 1.383 4921 $4 000 
向 后 递归 并 注意 到 , I1 = 4 000,13 = 25,15 = I; = 0, 我 们 得 到 
2,24 000 


25 =2 000 — 0.005 x 4 000 + 0.023 x 4 000 = $2 072 
3 —2 000 — 0.005 x 2 072 4- 0.022 x 2 072 = $2 035.22 
242 000 — 0.005 x 0 + 0.026 x 2 035.22 = $2 052.92 
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因此 最 优 解 可 总 结 为 


决策 方案 
在 息 根 行 投资 = 二 $4 000 
在 甲 根 行 投资 z2 = $2 072 
在 乙 银行 投资 z3 = $2 035.22 
在 乙 银行 投资 z4 = $2 052.92 
CEN JiGr1) = 7 157.7 4 1.383 49(4 000) = $12 691.66(= si F 92 + 93 F 24) 
习题 9.3D 
1. W rı = 0.085, ra = 0.08, 另外 假定 P, = $5 000, P, = $4 000, Ps = $3 000, P, = $2 000, 
求解 例 9.3-4. 
2. 某 投资 者 有 初始 本 金 $10 000, 每 年 年 底 , 他 必须 决定 花 掉 多 少 , 有 多 少 钱 要 投资 在 定期 账 
PE. 投资 每 1 美元 钱 到 年 底 能 得 到 a = $1.09, 而 在 任何 一 年 里 每 花 掉 y 美元 钱 能 得 到 
的 享受 相当 于 拥有 V5 美元 . 对 于 5 年 时 间 跨 度 , 用 动态 规划 方法 求解 该 问题 
3， 某 农场 主 拥有 k FUE. 在 每 年 年 底 , DARET SI FUR, 多 少 只 要 继续 养 . 年 度 i RW 
一 只 羊 的 利润 为 Pi, W i 年 留 下 来 的 羊 到 了 第 (i 十 1) 年 时 数目 就 会 翻 一 倍 .该 农场 主 计 
划 到 n 年 底 卖 掉 所 有 的 羊 . 
*(a) 给 出 该 问题 的 通用 递归 公式 . 
(b) XT. n —3 年 , = 2 RÆ, pı = $100, pa = $130, ps = $120, 求解 这 个 问题 
9.3.5 ”库存 模型 


动态 规划 在 库存 控制 方面 有 着 重要 的 应 用 , 第 10 章 和 第 15 章 介绍 了 一 些 这 
类 的 应 用 问题 , 第 10 章 的 模型 是 确定 性 的 , 而 第 15 章 的 模型 是 不 确定 性 的 . 


9.4 维度 问题 


在 所 有 我 们 介绍 过 的 DP 模型 中 , 任 一 阶段 下 的 状态 都 是 用 某 个 单一 因素 表达 
的 . 例如 在 背包 模型 中 (9.2.1 节 ), 唯一 的 限制 条 件 是 物品 的 重量 .实际 上 , 也 可 以 
把 背包 的 容积 作为 另 一 个 限制 条 件 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 一 个 阶段 下 的 状态 是 二 
维 的 , 因为 它 由 两 个 因素 组 成 : 重量 和 容积 . 

状态 变量 数 的 增加 也 增加 了 每 个 阶段 的 计算 量 , 特别 是 DP 表 的 计算 量 明显 增 
加 了 , 因为 每 个 表 的 行 数 对 应 于 状态 变量 的 所 有 可 能 的 组 合 . 文献 中 有 时 把 这 种 计 
算 的 难度 认为 是 由 维度 引起 的 . 

我 们 选择 了 下 面 的 例子 , 来 展现 这 一 维度 问题 , 也 为 了 说 明 线性 规划 与 动态 规 
划 之 间 的 关系 . 
例 9.4-1 

Acme 制造 公司 生产 两 种 产品 , 制造 过 程 的 日 生产 时 间 为 430 分 钟 . 每 生产 1 
件 产品 1 需要 2 分 钟 , 每 件 产品 2 需要 1 分钟 . 产品 1 的 产量 没有 限制 , 但 产品 2 
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的 最 大 日 需求 量 是 230 件 . 产品 1 的 单 件 利润 为 $2, 产品 2 为 $5. 请 用 动态 规划 


方法 求 出 最 优 解 . 
这 个 问题 可 表示 成 以 下 线性 规划 问题: 
max z = 2z; 十 5z2 
st 2r, za < 490 
Z2 < 230 
znz220 
DP 模型 的 要 素 是 


(1) 阶段 i 对 应 于 产品 ii = 1,2. 

(2) 可 选 方案 zi 就 是 产品 i 的 数量 , i = 1,2. 

(3) Ad (va, wa) 代表 阶段 2 所 用 的 资源 1 和 资源 2 的 量 (生产 时 间 和 需求 上 
Ro. 

(4) 3 (vi, wi) 代表 阶段 1! 和 阶段 2 所 用 的 资源 1 和 资源 2 的 量 (生产 时 间 
AUR ERO. 
阶段 2 ”定义 fa(va wa) 为 阶段 2( 产 品 2) 在 状态 (va, wa) 下 的 最 大 利润 , W 

Jalawa) = „max {522} 


rl 
Ct 


因此 , 当 za = min (va, wa) 时 取得 max {5z2}, 并 且 阶段 2 的 解 为 
AU. 


A FACT) En 
(vau) Smin{w wa) min {va wa} 


阶段 1 
fin wi) 7 max. {2r + fa(vı — 27,1)) 


capax, (ri + 5min (vı — 27,01) 


对 阶段 1 的 优化 需要 解 一 个 极 小 化 极 大 问题 . 对 当前 问题 , 我 们 设 w = 430, wi = 
230, 得 到 0 < 2z, < 430. 由 于 min (430 — 2zi,230) 是 两 条 交叉 线 的 下 包 络 (请 验 
证 !), 因此 得 到 


230, 0< z1 < 100 
min (430 — 2x1, 230) = 
430-27, 100 <z; «215 
并 且 
fi(430,230) = mass,, {271 + 5 min (430 — 221, 230)} 


2zı +1150, 02i < 100 
max 
^ | -8zi +2150, 100< z; < 215 
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可 以 用 图 形 证 实 : 当 zı = 100 时 , f; (430,230) 达到 最 优 值 . 因此 有 


100 
为 求 出 z2 的 最 优 值 , 注意 到 


w= — 21; = 430 — 200 = 230 
ww; — 0 = 230 


结果 
z2 = min (v2, wa) = 230 
整个 最 优 解 为 
zl = 100 fF, 22 = 230 fF, z — $1350 
习题 9.4A 
1. 用 动态 规划 求解 下 列 各 题 . 
(a) max 2 = 4ri + 14ra (b) max > = 8zi +722 
st. Dai Tra «2l sto 2nor2«8 
Tai 2r «21 52i 224 15 
21,2220 iz220 且 为 整数 


(c) max z = 7z c 6i +523 
st. z, +2r<10 
zı —3r2<9 
z220 
2. 在 例 9.3-1 的 n 件 物品 背包 问题 中 , 假设 重量 和 容积 上 限 分 别 为 W 和 V. 给 定 w viri 
为 每 单位 物品 i 的 重量 、 容积 和 收入 , 写 出 该 问题 的 DP 后 向 递归 公式 . 
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第 10 章 ”确定 性 库存 模型 


本 章 导读 库存 模型 用 来 确定 企业 为 保证 正常 生产 所 必需 持 有 的 某 种 商品 库 
存 水 平 . 这 种 决策 的 基础 是 利用 这 样 一 种 模型, 它 能 够 在 库存 过 剩 造成 的 资金 占用 
与 库存 不 足 造成 的 惩罚 损失 之 间 达 到 平衡 . 影响 解 的 主要 因素 是 需求 的 性 质 : 是 确 
定性 的 , 还 是 随机 性 的 . 在 实际 中 , 需求 往往 是 随机 性 的 , 但 在 某 些 情况 下 , 确定 性 
的 近似 也 是 可 以 接受 的 .本 章 介绍 确定 性 的 库存 模型 ， 随 机 库存 模型 在 第 15 章 中 
介绍 . 

由 于 库存 问题 的 复杂 性 , 不 可 能 建立 一 种 一 般 性 的 模型 来 解决 所 有 的 问题 . 本 
章 介绍 不 同情 形 下 的 一 些 代表 性 模型 . 在 学 习 不 同 的 模型 时 , 应 该 注意 到 , 问题 的 
求解 使 用 了 不 同 的 算法 , 包括 微 积分 、 线 性 、 非 线性 和 动态 规划 方法 .不 管用 什么 
方法 求解 模型 ,你 应 该 牢记 的 是 , 任何 库存 模型 无 非得 出 两 个 基本 结果 ， 订货 多 少 
和 什么 时 候 订货 . 

对 某 些 模型 的 计算 可 能 会 很 麻烦 . 为 了 方便 读者 , 我 们 在 本 章 给 出 了 一 些 Excel 
电子 表格 、 规划 求解 和 AMPL MUS, 可 用 来 做 实验 (如 改变 模型 参数 进行 灵敏 度 分 
Vi), 或 用 来 检查 你 的 解 题 计 算 结果 . 

本 章 包 含 了 8 个 例题 、1 个 规划 求解 模型 、1 个 AMPL 模型 、4 个 Excel 
电子 表格 、33 个 节 末 习题 以 及 3 个 案例 ， 这 些 案例 都 在 本 书 (下 册 ) 附录 E h, 
AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 下 载 资料 的 chl0Files 文件 夹 下 . 


10.1 “一 般 库存 模型 


库存 问题 涉及 定期 发 出 和 接收 规定 数量 的 订货 . 从 这 一 点 来 看 , 库存 策略 (in- 
ventory policy) 需要 回答 两 个 问题 : 
(D 订 多 少 货 ? (2) 什么 时 候 订货 ? 
回答 这 些 问题 的 依据 , 是 使 得 以 下 库存 费用 函数 达到 最 小 . 
库存 总 费用 = 采购 费 + 订货 费 + 存货 费用 + 缺 货 损失 
(1) 采购 偶 指 库存 货物 的 单价 . 有 时 候 , 如 果 订 货 量 超过 某 个 数目 , 可 能 得 到 折 
dn, 这 也 成 为 决定 订 多 少 货 的 一 个 因素 . 


(2) 订货 费 表示 每 进 一 次 货 所 要 支付 的 固定 费用 , 与 每 次 的 订货 量 无 关 . 根据 
己 知 需求 增加 每 次 的 订货 量 会 减少 总 的 订货 费 , 但 会 增加 平均 库存 水 平 , 造成 库存 
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费用 增加 另 一 方面, 减少 订货 量 会 增加 订货 次 数 , 从 而 增加 相应 的 订货 费 ， 库存 
费用 模型 要 在 这 两 种 费用 之 间 进行 平衡 . 

(3) 存货 费用 表示 维持 库存 的 费用 , 包括 占用 资金 的 利息 、 储 存 成 本 、 维 护 和 
管理 费用 . 

(4) 缺 货 视 失 指 发 生 缺 货 情况 下 所 导致 的 惩罚 费用 , 包括 可 能 的 收入 损失 , 以 
及 对 客户 丧失 信誉 的 主观 费用 . 

一 个 库存 系统 可 能 要 根据 周期 盘点 (periodic review)( 如 每 周 或 每 月 订 一 次 货 )， 
每 个 周期 开始 时 发 出 新 订单 ; 也 可 能 根据 连续 盘点 (continuous review), 当 库 存量 
下 降 到 某 个 水 平 [ 称 为 订货 点 (reorder point)] 时 , 再 发 出 新 订单 .周期 盘点 的 例子 
如 加 油 站 , 每 周 开始 新 的 供 货 ; 而 连续 盘点 出 现 零 售 店 , 只 有 当 它 们 的 货架 商品 (如 
化 妆 品 ) 数量 低 于 某 个 水 平时 , 才 进 行 补 货 、 
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一 般 来 说 , 库存 模型 的 解析 复杂 性 取决 于 对 某 种 货物 的 需求 是 确定 性 的 还 是 随 
机 性 的 . 不 论 在 哪 一 种 情况 下 , 需求 都 有 可 能 随 着 时 间 发 生 改 变 . 例如 , 家 庭 取暖 所 
用 天 然 气 的 消耗 量 , 是 一 年 内 不 同时 间 的 函数 , 隆冬 季节 达到 最 大 , 春季 和 夏季 月 
份 里 逐渐 减少 . 虽然 这 种 季节 性 的 变化 每 年 都 会 重演 , 但 各 个 年 份 同一 月 份 的 消耗 
量 还 是 有 所 变化 , 例如 根据 天 气 的 情况 而 不 同 . 

在 实际 情况 中 , 库存 模型 中 的 需求 模式 可 分 为 4 类 : 

(1) 确定 性 的 , 与 时 间 无 关 的 常数 (静态 ). 

(2) 确定 性 的 , 但 随时 间 变化 (动态 ). 

(3) 随机 性 的 , 时 间 平 稳 的 . 

(4) 随机 性 的 , 时 间 非 平稳 的 . 

这 种 分 类 假定 我 们 关于 未 来 需求 的 数据 是 可 用 的 . 

从 建立 库存 模型 的 角度 , 第 1 类 最 简单 , 第 4 类 最 复杂 、 然 而 在 实际 情况 下 ， 
第 1 类 最 少 发 生 , 而 第 4 类 最 普遍 . 实际 上 , 我 们 需要 在 模型 简化 和 模型 精确 性 方 
面 做 出 某 种 平衡 , 即 我 们 既 不 想 用 最 简单 但 不 反映 现实 的 模型 , 也 不 想 用 虽 能 反映 
现实 但 却 分 析 不 出 来 的 复杂 模型 . 

那么 怎么 决定 对 需求 的 某 种 近似 是 可 接受 的 呢 ? 可 以 从 计算 某 个 周期 比如 每 
个 月 的 消费 量 的 平均 值 和 标准 差 入 手 , 用 变异 系数 V = x 100 并 根据 下 面 
的 原则 来 确定 需求 的 性 质 :” 


QD 变异 系数 V 度量 数据 在 平均 值 附近 的 相对 变化 或 分 散 情况 . 一 般 地 , V 的 值 越 大 , 表示 使 用 平均 值 
作为 月 需求 量 近 似 值 时 的 不 确定 性 越 高 。 对 于 确定 性 的 需求 ,V = 0, 因为 相应 的 标准 差 为 零 . 
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(1) 假如 平均 月 需求 量 对 于 所 有 月 份 都 “近似 于 ” 某 个 常数 , 而 且 V 比较 小 
(< 20%), 则 可 以 认为 这 个 需求 是 确定 性 的 , 并 且 是 一 个 常数 , 它 的 值 等 于 所 有 月 份 
需求 量 的 平均 值 . 

(2) 如 果 平均 月 需求 量 对 于 不 同月 份 变化 较 大 , 但 V 比较 小 , 则 可 以 认为 这 个 
需求 是 确定 性 的 , 但 却 是 随时 间 变化 的 . 

(3) 如 果 在 第 一 种 情况 下 , V 很 大 (> 20%) 但 是 接近 于 常数 , 则 这 种 需求 是 随 
机 性 的 和 平稳 的 . 

(4) 剩 下 的 最 后 一 种 情况 是 随机 性 的 非 平稳 需求, 其 平均 值 和 变异 系数 随时 间 
的 变化 都 非常 大 . 

在 第 3 种 和 第 4 种 情况 下 , 常常 需要 其 他 数据 来 确定 相应 的 概率 分 布 . 
例 10.2-1 

表 10.1 给 出 了 10 年 内 (1990~1999) 农村 居民 (1 月 到 12 月 ) 液化 天 然 气 的 
月 消费 量 数据 . 无 论 什 么 时 候 只 要 居民 提出 要 求 , 天 然 气 供应 公司 就 会 开 卡 车 上 门 ， 
为 住户 灌 气 , 由 住户 决定 灌 气 的 时 间 和 多 少 . 

从 库存 建 模 的 角度 看 , 我 们 完全 可 以 假定 , 每 个 月 代表 一 个 决策 周期 , 其 间 住 
户 发 出 一 个 订货 单 . 然而 我 们 主要 关心 的 是 , 如 何 分 析 需 求 的 特性 . 


* 101 

年 天 然 气 消费 量 (立方 英尺 ) 
1) ?月 3 月 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 WA nA 12 月 
190 10 110 90 70 06 Wm 40 42 56 68 88 95 
1001. 10 125 98 80 (0 13 4 45 60 7 9$ % 
1992 — 90 100 88 79 156 57 38 39 c 70 8 9% 
1993 — 121 130 9% 90 70 58 4l 44 70 s 95 10 
1994 — 100 119 99 75 68 55 43 4 45 79 8 9» 
1995 — 130 120 10 85 79 58 42 43 € 75 8 11 
1900 — 115 100 103 90 76 55 45 40 67 7 99 9 
1997 — 130 115 100 95 — 80 60 46 48 64 85 96 105 
1998 — 125 100 9 8 — 79 59 46 39 69 9) 10 10 
1999 — S7 80 78 75 60 48 39 4 50 70 8 9 
XH 1117 10 95 525 696 553 427 422 628 772 907 98 


标准 着 1554 152 T5 799 782 395 34 286 609 690 667 6 
V(%) 1391 138 79 968 1L24 713 796 678 969 895 735 61 


观察 表 101 中 的 平均 值 和 变异 系数 V, 我 们 可 得 出 两 个 结果 : 

(1) 平均 消费 量 是 动态 (非常 数 ) 的 , 因为 它 显示 出 , 冬季 月 份 的 平均 消费 量 比 
夏季 月 份 相对 要 高 些 . 

(2) 变异 系数 V. 较 小 (< 15%), 因此 可 以 认为 月 需求 量 是 近似 于 确定 性 的 . 
因此 这 两 个 结果 决定 了 我 们 可 以 建立 一 种 月 消费 量 (近似 ) 确定 性 但 随时 间 变 化 的 
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库存 模型 . 
10.3 ”静态 经 济 订货 量 (EOQ) 模型 
本 节 给 出 对 于 静态 (常数 ) 需求 的 3 种 不 同 的 经 济 订货 量 模型 . 这 些 模型 的 特 
点 是 简单 并 且 易 于 分 析 . 
10.3.1 经 典 EOQ 模型 
最 简单 的 库存 模型 中 , 需求 增长 率 为 常数 , 即时 补 货 , 而 且 没有 缺 货 . 定义 
y= 订货 量 (件数 ) 


D = 需求 率 (单位 时 间 货 物件 数 ) 

to= 订货 周期 长 度 (时 间 单 位 数 ) 
库存 水 平 服从 图 10.1 显示 的 模式 . 当 库存 下 降 到 0 水 平时 , 即时 发 出 并 得 到 一 个 
y 单位 货物 的 订货 . 库存 以 常数 需求 率 D 减少 直至 完全 肚 尽 ， 这 种 模式 的 订货 周 
期 为 


如 = 着 个 时 间 单位 
r7 订货 时 刻 订货 时 刻 


图 10.1 经 典 EOQ 模型 中 的 库存 模式 

该 费用 模型 带 有 两 个 费用 参数 . 

KK = 发 出 一 份 订单 相应 的 订货 费 (美元 /订单 ) 

h= 存货 费 [美元 /( 单 位 库存 货物 . 单位 时 间 )] 

已 知 平均 库存 水 平 为 ,每 单位 时 间 总 费用 (TCU) 可 按 如 下 公式 计算 : 

TCU (y) = 每 单位 时 间 的 订货 费 + 每 单位 时 间 的 存货 费 
__ 订货 费 + 每 周期 to 的 存货 费 
to 


-Kth(#)to 
LUE 


-9+0 
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订货 量 y 的 最 优 值 由 TCU(y) 关于 y 的 最 小 值得 出 . 假设 y 是 连续 的 , RE y 
的 最 优 值 的 必要 条 件 为 
dTCU() — KD h_ 
~ 
由 于 TCU(y) 是 凸 的 , 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 
该 方程 的 解 给 出 了 EOQ y: 
y= y 入 
因此 , 上 述 模型 的 最 优 库存 策略 就 是 
每 区 = 委 时 间 单位 订 y* = V/2EP 单位 货物 
实际 上 ， 一 个 新 的 订单 并 不 一 定 是 在 订货 时 立即 接收 到 货 ， 而 是 在 发 出 订单 与 


收 到 货物 之 间 存在 一 个 正 的 提前 时 间 (lead time) L, 如 图 10.2 所 示 .在 这 种 情况 
F, 当 库 存 水 平 降 到 LD 单位 时 , 就 会 有 一 个 再 订货 点 (reorder point). 


图 10.2 £X EOQ 模型 中 的 订货 点 


图 10.2 中 假设 , 提前 时 间 小 于 订货 周期 长 度 ta, 但 通常 并 不 都 是 这 样 . 为 了 

处 理 这 一 情况 , 定义 有 效 提前 时 间 (effective lead time): 
L,-— L-nt$ 
其 中 n 为 不 超过 de 的 最 大 整数 . 这 个 结果 是 成 立 的 , 因为 在 每 个 15 的 n 个 周期 
以 后 , 这 种 库存 情况 就 好 像 是 , 从 发 出 订单 到 收 到 下 一 批 货物 之 间 的 间隔 为 Le, 因 
此 再 订货 点 发 生 在 LoD 单位 , 并 且 库存 策略 可 以 重新 叙述 为 
每 当 库存 水 平 下 降 到 LD 单位 时 , 则 发 出 订货 量 y* 的 订单 

例 10.3-1 

某 大 学 校园 要 更 换 沉 虹 灯 , 每 天 更 换 100 个 灯 管 , 后 勤 工 厂 定期 发 出 订货 . B 
定 发 出 一 份 采购 订单 的 订货 费 为 $100, 在 仓库 里 存放 一 个 霓虹灯 管 的 费用 大 约 为 


103 静态 经 济 订货 量 (EOQ) 模型 ”367 


每 天 $0.02. 订货 与 接 到 货 之 间 的 提前 时 间 为 12 天 , 请 给 出 这 批 壳 虹 灯 管 订货 的 最 
优 库存 策略 . 
根据 问题 的 数据 , 我 人 有 
D= 每 天 100 个 
天 = 每 份 订单 $100 
= 每 天 每 个 灯 管 $0.02 
工 =12 天 


.. KD /2x9oxio _ 
s= z “Voa — "7100441 


相应 的 周期 长 度 为 


因此 有 


(2352199 = 10 天 
由 于 提前 时 间 L= 12 天 超过 了 周期 长 度 to(=10 X), 必须 计算 Le. L 中 的 整 
数 周期 数 为 
n= (最 大 整数 « &) 
= (最 大 整数 <j) 
=1 
因此 
L,-L-nt$-12-1x10-2X 


当 库存 水 平 下 降 到 
L,D = 2 x 100 = 200 个 霓虹灯 管 


时 就 需要 再 订货 . 霓虹灯 管 订货 的 最 优 库存 策略 为 
一 旦 库存 水 平 下 降 到 200 个 灯 管 时 就 订 1 000 个 . 
这 一 库存 策略 相应 的 日 库存 费用 为 
K 
TCU(y)- q^ (3) 


$100 


= (ge + $0.02 H9) = $20 /天 


Excel 程序 
我 们 设计 了 一 个 计算 EOQ 的 程序 exelEOQ.xls. 这 个 模型 用 来 求解 习题 10.3A 
第 10 题 中 给 出 的 带 有 缺 货 和 同时 进行 生产 -消费 活动 的 一 般 性 EOQ 问题 , 上 面 介 
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绍 的 模型 是 这 类 问题 的 一 个 特殊 情况 . 这 个 模型 还 可 以 解 10.3.2 节 给 出 的 分 段 价 
格 情形 . 在 对 例 10.3-1 使 用 本 程序 时 , 请 在 单元 C3:C5、C8 和 C10 中 输入 -1, 表 
示 对 应 的 数据 不 存在 , 如 图 10.3 所 示 . 


E 10.3 例 10.3-1 的 Excel M (文件 excelEOQ.xls) 


习题 10.3A 


1. 针对 下 列 每 种 情形 , 不 允许 缺 货 , 从 订货 到 接 到 货 的 提前 时 间 为 30 天 , 给 出 最 优 库存 策略 
以 及 相应 的 日 库存 费用 . 
(a) K = $100, h = $0.05, D = 30 个 /天 
(b) K = $50,h = $0.05, D = 30 个 /天 
(e) K = $100, h = $0.01, D = 40 个 /天 
(d) K = $100, h = $0.04, D = 20 个 /天 
McBurger 汉堡 包 店 每 周一 开始 都 要 订 瘦 肉 , 每 星期 需求 量 是 300 磅 . ETA 
用 为 $20, 每 磅 肉 每 天 的 冷冻 和 储存 费用 是 $0.03. 
(a) 算出 现行 订货 方式 的 每 周 库 存 费 用 . 
(b) 给 出 McBurger 应 该 采用 的 最 优 库存 策略 , 假定 从 订货 到 接收 到 货 的 提前 时 间 为 零 - 
某 公司 库存 有 某 种 货物 , 每 天 消费 50 件 . 公司 为 每 次 订货 支付 订货 费 $20, 库存 每 件 货物 
每 周 的 费用 为 $0.35. 
(a) 给 出 最 优 库存 策略 , 假定 提前 时 间 为 一 周 
(b) 求 出 每 年 最 优 订货 次 数 (一 年 按 365 RM). 
4. 某 公司 的 采购 部 门 提出 了 下 面 两 个 库存 策略 : 
策略 1 订货 量 150 fF, 再 订货 点 为 50 PF, 从 订货 到 接收 到 货 的 提前 时 间 为 10 K. 


» 
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s 


10. 


策略 2 ”订货 量 200 fF, 再 订货 点 为 75 件 , 从 订货 到 接收 到 货 的 提前 时 间 为 15 天 . 每 次 

订货 的 订货 费 为 $20, 每 件 库存 的 存货 费用 为 每 天 $0.02. 

(a) 该 公司 应 采用 哪 种 优 库存 策略 ? 

(b) 如 果 是 你 负责 制定 该 公司 的 库存 策略 , 假定 供应 商 要 求 22 天 的 提前 时 间 , 你 的 建议 
会 是 什么 ? 


，Walmark 商场 把 空 的 纸 盒 压缩 , 打 成 箱 准备 回收 . 商场 每 天 能 产生 5 箱 , 在 商场 后 院 存放 每 


箱 的 费用 是 每 天 $0.10. 有 一 家 公司 负责 把 这 些 纸 僵 箱 运送 到 回收 站 , 收取 固定 费用 $100 
AREARE, 外 加 运输 费 每 箱 S3. 请 用 图 表示 纸 僵 箱 数 随时 间 的 变化 , 并 给 出 运送 这 些 
箱子 到 回收 站 的 最 优 策略 - 


。 某 旅馆 把 毛巾 送 到 外 面 的 清洗 店 去 洗 . 旅馆 每 天 有 600 条 脏 毛巾 要 洗 , 清洗 店 定期 上 门 来 


取 这 些 脏 毛 巾 , 并 换 成 洗 好 的 干净 毛巾 . 洗衣 店 每 次 取 送 服务 收取 上 门 费 $81, 外 加 每 条 毛 
由 清洗 费 $0.60. 旅店 每 天 存放 一 条 及 毛巾 的 费用 为 $0.02, 存放 每 条 干净 毛巾 每 天 的 费用 
是 $0.01. 旅店 该 如 何 使 用 清洗 店 的 送 货 上 门 服务 呢 ? (提示 : 本 题 有 两 种 库存 物品 . 随 着 
脏 毛巾 的 增多 , 干净 毛巾 以 同样 的 速率 减少 , ) 

(Lewis, 1996) 一 家 跨国 公司 的 某 鹿 员 在 美国 贷 了 款 , 要 去 在 欧洲 的 子 公司 工作 . 在 这 一 年 
里 , 该 雇员 在 美国 总 共 要 还 款 $12 000( 包 括 房贷 和 保险 费 ), 均匀 分 挫 在 当年 的 各 个 月 份 
该 雇员 为 了 还 款 , 可 以 在 出 发 去 欧洲 之 前 把 这 笔 总 计 还 款 存 在 美国 银行 里 . 但 是 , 现在 美国 
银行 的 利率 相当 低 (年 息 约 1.5%), 而 欧洲 银行 的 利率 很 高 (年 息 6.5%). 海外 汇款 的 费用 
为 每 笔 $50. 请 你 确定 从 欧洲 汇款 到 美国 的 最 优 策略 , 并 讨论 如 何 实行 这 一 方案 . 阐述 所 有 
的 假设 条 件 . 

考虑 某 库存 情形 , 其 中 库存 以 速率 a 均匀 地 (而 不 是 即时 地 ) 补充 , 消耗 速率 为 常数 D. 由 
于 在 补充 库存 期 间 也 进行 消耗 , 必须 使 。> D. 每 次 订货 的 订货 费 为 K, 每 单位 时 间 每 件 
货物 的 储存 费 为 h. 如 果 y 为 订货 量 , 不 允许 缺 货 , 请 说 明 

(a) 最 大 库存 水 平 是 (1 一 2). 

(b) 给 定 y 的 每 单位 时 间 的 总 费用 为 


TOU(y) - &P + $ (1- 2)y 


(0) 经 济 订货 量 为 


(d) 说 明 从 (c) 中 的 公式 能 导出 即时 补 货 情况 下 的 EOQ. 

某 公司 可 自己 生产 某 种 产品 , 也 可 向 某 个 合同 商 购买 ， 假 如 自 产 , 每 次 启动 机 器 的 成 本 是 
$20, 生产 速度 是 每 天 100 个 . 如 果 是 向 合同 商 购买 , 每 次 订货 费 为 $15. 不 论 自 产 还 是 购 
买 , 每 件 产品 的 库存 费用 是 每 天 $0.02. 公司 对 该 产品 的 年 使 用 量 为 26 000 个 . 假定 不 允 
许 出 现 缺 货 , 公司 是 该 购买 还 是 该 自 产 昵 ? 

在 第 8 题 中 , 假设 允许 缺 货 , 每 件 缺 货 每 单位 时 间 的 惩罚 费用 为 了 元 

(a) 假如 w 为 库存 周期 内 的 最 大 缺 货 量 , 证 明 
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TOU) £P p hU) e epe 


^2 KDQxM 
"T mci 
ur J2KDh( - 2 
p(p- h) 
(b) 说 明 10.3.1 节 中 的 EOQ 结果 可 以 从 (a) 的 一 般 性 公式 中 推出 . 
10.3.2 分 段 价格 的 EOQ 模型 


这 种 模型 和 10.3.1 节 中 的 模型 唯一 不 同 的 是 , 假如 订货 数量 y 超过 某 个 给 定 
的 上 限 9 时 , 库存 货物 能 够 按 折扣 价 购买 . 从 数学 上 , 单位 采购 价格 c 可 表示 为 
[oË ysa 
e-{ 52e y ea 
因此 ， 


SE LAM -Da, y«q 
每 单位 时 间 的 采购 费用 = { 2 p 

qum Br Do, y>q 
采用 1031 BNN, 针 音 位 时 间 的 费用 为 


KD 
TCU(y) = De + Cy t3" v€« 


TOUsly) = Dey + ÉP + hy, v>q 
图 10.4 给 出 了 函数 TCU, 和 TCU: 的 图 像 . 因为 这 两 个 函数 只 相差 一 个 常数 


量 ,它们 的 最 小 值 刚好 帮 取 在 
_ [IKD 
Sr VER 


TCU(y) = { 


库存 费用 


图 10.4 具有 分 段 价格 的 库存 费用 函数 
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费用 函数 TCU (y) 从 左边 开始 取 TCU, (y), 并 在 价格 断 点 4 处 开始 取 TCU: (y). 
最 优 订货 量 y* 取决 于 价格 断 点 4 落 在 区 域 I、II 还 是 TI, 图 10.4 中 分 别 用 (0, ym), 
(ym. Q), (Q, oc) 给 予 了 表示 . QC ym) 的 值 可 从 以 下 公式 得 出 ; 


TCUz(@) =TCUi(yn) 


或 
cD+ E m = TCU (ym) 


简化 为 
g- E Mod 
图 10.5 显示 出 所 需要 的 最 优 订货 量 y* 为 
位 35 4 位 于 区 间 工 或 II[ 
le 。 若 9 位 于 区 间 工 


/ 
/ 


库存 费用 


w Qg 
MES 4 FEMM, yy. 


图 10.5 分 段 价 格 库存 问题 的 最 优 解 


计算 y* 的 步骤 是 
第 1 步 ” 求 出 ym = V 下 2. inq 位 于 区 间 工 则 y = ymi 否则 , 转 到 第 2 步 . 
第 2 步 RE Q 方程 求 出 Q(> ym) 
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e» (fon rete) o, aD... 


定义 区 间 TERI IIL 车 9 在 区 间 R, y* = g; 否则 , 9 位 于 区 间 TTL, B y* = ym. 
例 10.3-2 

LubeCar 公司 专门 给 汽车 快速 换 机 油 、 汽 修 间 按 桶 购买 机 油 ， 每 加 仑 $3， 如 
果 LubeCar 采购 1 000 加 仑 以 上 的 话 , 则 每 加 仑 的 优惠 价 为 $2.5. 汽 修 间 每 天 可 为 
150 辆 车 提供 服务 , 每 次 换 机 油 要 用 掉 1.25 加 仓 . LubeCar 储存 成 批 油 的 费用 是 每 
MEER $0.02. 此 外 , 每 次 订货 费 为 $20, 供 货 的 提前 时 间 有 2 天 . 求 出 最 优 的 库 


存 策略 . 
每 天 机 油 的 消耗 量 为 
D= :50 辆 车 /天 x 1.25 加 仑 /车 = 187.5 加 仑 /天 
我 们 还 知道 
h = $0.02/( 天 -加 仓 ) 
= $20/ 订 货 
L=2 天 
a = 83/ 加 仓 
c2 — 8$2.5/ 加 仓 
4= 1 000 加 仓 
第 1 步 计算 


612.37 加 仑 


_ [IKD 
ENE 


由 于 4 = 1 000 KF ym = 612.37, 我 们 转向 第 2 步 . 
325 计算 Q: 


/2x20xi875 _ 
0.02 "a 


TCU (ys) c D + D. 4 Pm 
1m)-e« = 


20 x 187.5 x 0.02 x 612.37 


=3x 187.5+ 612.37 2 


=574.75 


因此 , Q 方程 可 计算 成 


2x (2.5 x 187.5 — 574.75) 2x20 x 187.5 
2 
qx ( 0.02 ) e 0.02 - 


Q? — 10 599.74Q + 375 000 = 0 
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由 此 得 到 Q = 10 564.25(> ym), 因此 
Efi] IT = (612.37, 10 564.25) 
区 间 III = (10 564.25, o0) 
因为 q(— 1 000) 落 在 区 间 TI, 最 优 订货 量 为 y* = q = 1000 WME. 
已 知 提前 时 间 为 2 天 , 再 订货 点 为 2D = 2 x 187.5 = 375 WMO. 因此 , 最 优 库存 
策略 就 是 
当 库存 水 平 下 降 到 375 加 仑 时 ,订货 1 000 加 仓 . 


Excel 程序 

Excel 程序 excelBOQ xls 可 用 来 求解 上 述 带 有 折扣 价 的 情形 . 只 要 在 电子 表格 
输入 数据 区 域 (C3:C11) 输入 模型 数据 , 就 可 以 直接 计算 这 个 模型 ,如果 输入 数据 
有 冲突 , 就 会 显示 适当 的 错误 消息 . 模型 的 输出 给 出 最 优 库存 策略 , 以 及 问题 的 所 
有 中 间 计 算 . 


习题 10.3B 

1. 考虑 习题 10.3A 第 6 题 中 的 旅馆 清洗 服务 问题 . 清洗 一 条 肚 毛巾 的 标准 收费 是 $0.60, 但 
如 果 旅 馆 给 清洗 店 至 少 2 500 条 毛巾 的 话 , 清洗 店 清洗 每 条 毛巾 只 收取 $0.50， 旅 馆 应 该 
利用 这 项 打折 服务 吗 ? 

“2， 某 类 货物 的 日 消耗 量 是 30 件 , 每 天 每 件 库存 的 费用 为 $0.05, 订货 费 $100. BEC C VEA 
fit, 如 果 一 次 购买 量 不 超过 500 件 时 , 采购 单价 为 $10, 否则 按 $8 计 . 订货 提前 时 间 为 21 
天 , 请 求 出 最 优 库存 策略 . 

， 某 产品 销售 单价 为 $25, 但 采购 量 超过 50 件 的 , 享受 10% 的 优惠 ， 某 公司 每 天 使 用 该 产 
品 20 fF, 订货 费 每 次 $50, 每 天 每 件 存货 费 $0.30, 订货 提前 时 间 为 12 天 . 该 公司 该 利用 
这 一 优惠 价 吗 ? 

A. 在 第 3 题 中 , 请 确定 出 价格 优惠 百分比 的 某 个 范围, 使 得 当 批量 订货 超过 150 件 时 ,不 会 

对 公司 产生 经 济 上 的 好 处 . 
5. 在 本 节 讨论 的 库存 模型 中 , 假设 每 件 货物 单位 时 间 的 存货 费用 当 数量 少 于 q 时 为 ha, 否则 
为 ha, hi > ha. 说 明 如 何 确定 经 济 订货 批量 . 


10.3.3 ” 带 有 储存 上 限 的 多 货品 EOQ 模型 
这 类 模型 针对 n(> 1) 种 货品 , 其 中 每 种 货品 的 库存 波动 符合 图 10.1 的 模式 
(不 允许 缺 货 ). 不 同 的 是 , 这 些 货品 相互 竞争 有 限 的 储存 空间 . 
对 于 货品 让 = 1,2,… n 定义 
D, = 需求 率 
Ki= 订货 费 
hi = 单位 时 间 每 件 存货 费 
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yif 
a. = 每 单 件 货品 储存 面积 需求 
4 = 所 有 种 货品 的 最 大 可 用 储存 面积 
在 没有 缺 货 的 假设 下 , 该 库存 问题 的 数学 模型 可 表示 为 
min TOUn m) =Y Eh) 
st Pansa 
[i 
y 0, i=1,2,...,n 
要 求解 这 个 问题, 首先 求 出 一 个 无 约束 问题 的 解 : 
w= 
如 果 该 解 满足 约 东 条件 , 则 我 们 得 到 了 最 优 解 . 否则 , 必须 使 其 满足 约束 . 
在 本 书 的 前 几 个 版 本 中 , 我 们 采用 了 拉 格 朗 日 算法 (Lagrangian algorithm) 和 
试 错 计算 方法 (trial-and-error calculation) 来 找 出 符合 约束 的 最 优 解 . 现在 我 人 有 
了 功能 强大 的 软件 包 (如 AMPL 和 Excel 规划 求解) 可 以 直接 用 非 线性 规划 来 求 
解 , 如 下 面 的 例题 所 示 ， 
例 10.3-3 
以 下 数据 描述 3 种 库存 货品 . 


货品 i K($) (每 天 库存 数 ) — MS) an 
1 10 2 0.30 1 
2 
3 


5 4 040 1 
15 4 020 1 
可 用 的 总 储存 面积 = 25 n? 


无 约束 最 优 值 y? = V /25:D. i = 1,2,3 分 别 为 11.55, 20.00, 24.49 fF. 这 些 值 不 
满足 库存 约束 
+wm+y s25 
因此 , 该 问题 可 以 按照 下 面 的 介绍 , 用 Excel 规划 求解 或 AMPL 作为 非 线性 规划 来 
求解 ，Excel 规划 求解 模型 必须 要 做 些 调整 , 以 适合 问题 的 规模 . AMPL 模型 可 以 
用 于 任意 多 的 货品 数量 , 只 需要 改 一 下 输入 数据 . 
最 优 解 为 y; = 6.34 fF, y; = 7.09 fF, y3 = 11.57 件 , 费用 = $13.62/ 天 


Excel 规划 求解 程序 
图 10.6 显示 了 如 何 用 Excel 规划 求解 作为 非 线性 规划 程序 求解 例 103-3 (X 
件 名 solverConstrEOQ xls), 图 中 给 出 了 程序 所 用 的 公式 和 规划 求解 参数 ， 如 大 多 
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数 非 线性 规划 程序 一 样 , 开始 必须 给 出 初始 解 值 (本 程序 第 9 行 , y, = yo = ys = 1). 
必须 给 出 非 零 初始 值 是 因为 , 目标 函数 包括 被 % 所 除 的 项 . 其 实 , 用 KiDi/(y; + A) 
代替 KiDi/ys 可 能 更 好 一 些 , 其 中 A > 0, 是 一 个 非常 小 量 , 用 来 在 迭代 中 防止 被 
FR. 一 般 来 说 , 找 出 一 个 (局 部 最 优 ) 解 之 前 需要 不 同 的 初始 值 . 图 下 方 的 这 个 最 
优 解 是 全 局 的 , 是 因为 目标 函数 和 约束 方程 具有 非常 好 的 表现 ( 凸 目标 函数 和 凸 解 
空间 ). 


图 10.6 求解 例 10.3-3 的 Excel 规划 求解 程序 (文件 solverConstrEOQ xls) 
AMPL 程序 


图 10.7 是 求解 带 有 缺 货 限制 的 一 般 性 多 货品 EOQ 问题 的 AMPL 非 线性 模型 
程序 (文件 名 amplConstrEOQ.txt). 该 模型 采用 与 求解 线性 规划 相同 的 准则 , 但 像 
Excel 规划 求解 一 样 , AMPL 非 线性 模型 显示 出 某 些 特性 , 有 可 能 得 不 到 最 优 解 . 特 
别 是 , 必须 对 变量 指定 “明智 的 ”初始 值 . 在 图 10.7 中 , 定义 语句 


var y{1..n}>=0, :=10; #initial trial value = 10; 


中 的 代码 :=10, 是 把 初始 值 赋 给 所 有 变量 ， 假 如 你 在 现在 的 例子 中 使 用 初始 值 1 
的 话 , 和 迭代 过 程 中 就 会 导致 被 零 除 . 因此 , 如 在 Excel 规划 求解 一 样 , 可 能 需要 用 
KiDi/(ys + A) 代替 KiDi/yi, 其 中 A > 0 是 一 个 非常 小 量 , 用 在 迭代 中 防止 零 除 . 
习题 10.3C 的 第 1 题 和 第 4 题 如 果 不 用 这 一 技巧 , AMPL 就 会 求 不 出 解 来 . 
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paras a; 
param K{1. n); 
paras D(1..n); 
param M(i..n); 
param a(1..n); 


paras 
var y{1..n}>=0, :«10; ginitial trial value = 10 


minimize z: sum(j in 1.9) (K[j] 9D L3] /y 3] 9h] y 31/2 ; 
subject to storage:sum(j in 1..n}a[j]ey[j]<=A; 


-110 25 315; 
"2 24 34 
param hie .32 .1 3 .2; 
12131; 


solve;display z,y; 


printf*SOLUTION: Vn*»a. out; 
printf" Total cost = X4.2f Wn", 22a. out; 
for {i in 1.2) 

printf* ykii = 34.2 Vo" i, y1]»a.out; 


图 10.7 求解 例 10.3-3 的 AMPL 模型 (文件 amplConstrEOQ xis) 


习题 10.3C? 
1. 下 列 数据 描述 5 个 库存 货品 . 
T i K($) DANRWIE) hi($) a(t?) 
1 20 z 035 10 
2 25 m 015 08 
3 30 14 0.28 11 
4 28 21 0.30 05 
5 a5 26 042 12 
采用 的 总 依存 而 机 — 25 A7 
请 求 出 最 优 订货 量 . 


2. 解 例 10.3-3 的 模型, 假定 所 有 货品 平均 库存 的 总 量 小 于 25 件 . 

3. 对 第 2 题 假定 , 唯一 限制 条 件 是 投入 库存 资金 的 总 量 不 超过 $1000. fth 1, 2, 3 的 单 件 
采购 费用 分 别 为 S100、$55 和 $100. 求 最 优 解 . 

4. 下面 是 4 种 货品 的 库存 数据 : 


(08 WRR, XPF solverConstrEOQ xis 和 amplConstrEOQ txt 对 求解 本 习题 中 的 问题 非常 有 用 
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货品 i KiS) — Di( 每 天 库存 数 ) — hi$) 
1 100 10 01 
2 50 20 02 
3 9 5 o2 
4 20 10 o1 


该 公司 想 要 确定 这 4 种 货品 每 种 的 经 济 订货 量 , 使 得 一 年 365 天 的 订货 总 量 不 超过 
150 fF. 请 将 该 问题 用 非 线性 规划 表示 , 并 求 出 最 优 解 . 


10.4 动态 EOQ 模型 


本 节 介绍 的 模型 与 10.3 节 相 比 有 两 点 不 同 ; (1) 在 有 限 多 个 等 长 的 周期 期 间 ， 
周期 性 盘点 库存 水 平 ; (2) 每 个 周期 内 的 需求 虽然 是 确定 性 的 , 但 从 不 同 周期 间 的 
变化 角度 来 看 , 它 是 动态 的 

出 现 动态 的 确定 性 需求 的 一 种 情况 就 是 原材料 需求 计划 (Material Requirement 
Planning, MRP). 我 们 举 一 个 例子 来 阐述 MRP 的 思想 . 假设 某 种 产品 由 两 个 模型 
Mi 和 Ms 给 出 的 下 一 年 每 季度 的 需求 分 别 为 100 件 和 150 件 , 每 个 季度 末 进 货 . 
Mn 的 生产 提前 时 间 为 2 个 月 , Ma 为 1 个 月 , Mi 和 Ms 的 每 件 产品 要 用 2 件 零 部 
件 S, 而 S 的 生产 提前 时 间 为 1 个 月 . 

图 10.8 显示 了 M 和 Ms 的 生产 计划 安排 , 这 个 计划 从 3, 6, 9, 12 月 底 两 个 模 
型 的 季度 需求 开始 ( 实 线 箭头 ). 设 M 和 Ma 的 提前 时 间 为 2 个 月 和 1 个 月 , 虚线 
箭头 表示 每 种 产品 批量 的 计划 起 点 . 

am 模型 2 
01223456782910D201722345 6 7 8 910112 


10 — 100 100 10 10 as io 0 


200300 200300 20030 200300 
模型 1 和 模型 2 对 S 
的 组 合 需求 012345678 9101112 


图 10.8 由 MRP 产生 的 动态 需求 的 例子 
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为 了 按时 启动 这 两 个 模型 的 生产 , 零 部 件 S 的 供 货 必须 与 虚线 M 和 Ma 箭头 
的 时 间 一 致 . 这 一 信息 用 S 图 的 实 线 箭头 表示 , 其 中 每 个 M 或 M2 单位 产品 对 S 
的 需求 量 为 2 件 . 利用 1 个 月 的 提前 时 间 , S 图 上 的 虚线 箭头 给 出 了 对 S 的 生产 计 
划 . 从 这 两 个 计划 可 以 看 出 , 根据 M 和 M 可 以 确定 对 S 的 组 合 需求 , 如 图 10.8 
最 底下 部 分 所 示 . 所 得 到 的 对 S 的 可 变 ( 但 已 知 的 ) 需求 是 常见 的 一 类 情况 , 此 时 需 
要 使 用 动态 的 BOQ. 实质 上 的 问题 是 , 给 定 对 S 的 这 种 变化 的 需求 , 为 了 减少 总 的 
库存 成 本 , 每 月 初 应 该 生产 多 少 ? 

本 节 介绍 两 个 模型 . 第 1 个 模型 不 带 订 货 费 , 第 2 个 模型 带 有 订货 费 . 这 个 看 
似 “ 小 小 的 ”细节 在 模型 复杂 性 方面 会 产生 很 大 的 不 同 . 


习题 10.4A 


1. 在 图 10.8 中 , 对 下 列 每 种 情况 , 求 出 对 于 零 部 件 S 的 组 合 需 求 : 
*(a) M; 的 提前 时 间 只 有 1 AAA. (b) Mn 的 提前 时 间 为 3 个 周期 . 


10.4.1 不 带 订货 费 的 模型 


这 一 模型 考虑 划分 成 n 段 等 长 周期 的 计划 . 每 段 周 期 的 生产 能 力 有 限 , 有 若干 
个 不 同 的 生产 水 平 (例如 , 正常 班 生产 和 加 班 生产 代表 两 种 生产 水 平 ). 当前 周期 可 
以 生产 出 多 于 现行 需求 的 产品 , 以 满足 后 面 周期 的 需求 , 在 这 种 情况 下 , 必然 需要 
存货 费 . 

该 模型 的 一 般 假设 条 件 有 : 

(1) 任何 周期 都 不 出 现 订货 费 . 

(2) 不 允许 缺 货 . 

(3) 任何 周期 内 的 单位 生产 费用 函数 为 常数 , 或 具有 递增 的 ( 凸 ) 边际 成 本 . 

(4) 任何 周期 内 的 单位 存货 费用 为 常数 . 

没有 缺 货 表示 不 能 用 后 面 周期 生产 来 满足 当前 周期 的 需求 , 这 一 假设 要 求 , 周 
期 1,2,… ,i 的 累计 生产 能 力 至 少 等 于 同样 这 些 轩 期 的 累计 需求 . 

图 10.9 显示 了 边际 成 本 提高 时 的 单位 生产 费用 函数 . 例如 , 正常 时 间 和 加 班 生 
产 对 应 于 两 种 生产 水 平 , 其 中 加 班期 间 的 单位 生产 费用 高 于 正常 生产 期 间 的 费用 . 

这 一 n 个 周期 的 间 题 可 表示 成 一 个 带 有 kn 个 起 点 和 n 个 终点 的 运输 模型 ( 见 
第 5 章 ), 其 中 上 是 每 个 周期 的 生产 水 平 数 (比如 , 如 果 每 个 周期 都 有 正常 生产 和 加 
班 生产 , W k= 2). 这 些 kn 个 生产 水 平 起 点 的 每 一 个 的 生产 能 力 都 提供 了 供应 量 . 
需求 量 由 每 个 周期 的 需求 来 确定 . 从 起 点 到 终点 的 “运输 ”费用 函数 为 每 件 产品 的 
生产 费用 和 存货 费用 的 总 和 . 该 问题 作为 一 个 运输 问题 , 它 的 解 确定 了 每 个 生产 水 
平 的 最 小 费用 生产 量 . 
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T 


图 10.9 凸 单位 生产 费用 函数 


不 用 第 5 章 中 我 们 熟悉 的 运输 问题 求解 方法 , 也 可 以 求解 这 个 运输 模型 , 新 的 
求解 算法 利用 了 没有 缺 货 和 凸 生产 费用 函数 的 假定 . 
例 10.4-1 

Metalco 公司 生产 通风 挡 板 , 可 在 12 月 到 3 月 期 间 用 在 家 庭 辟 炉 里 .产品 需求 
开始 很 低 , 到 冬季 中 期 达到 高 峰 , 到 冬季 未 逐渐 消失 . 由 于 产品 畅销 ,Metalco 公司 
可 能 会 加 班 生产 , 以 满足 需求 . 下 表 给 出 了 冬天 这 4 个 月 的 生产 能 力 和 需求 情况 


生产 能 力 


^ -EEC damamgy "0 
T 3 0 16 
2 100 60 190 
3 1m mo 
4 mo — 0m 160 


任何 生产 周期 的 单位 生产 成 本 为 ; 正常 生产 期 间 S6, 加 班期 间 $9. 每 
月 的 储存 费 为 $10. 

为 了 在 不 允许 缺 货 情况 下 保证 模型 有 可 行 解 , 任何 月 份 的 累计 供 : 
力 ) 必须 至 少 等 于 相应 的 累计 需求 量 , 如 下 表 所 示 . 


月 累计 供应 量 累计 需求 量 

1 90-50 — 140. 100 

2 — 14041004.60—300 — 100.190 290 

3 — 300--120--80—500 — 2904210 500 

A —— 500--110--70.— 680 — 500-160 = 660. 5 


表 102 总 结 了 模型 的 计算 结果 . 符号 R 和 O; 代表 周期 i,i = 1,2,3,4 期 间 的 
正常 生产 水 平和 加 班 生产 水 平 . 因为 第 4 周期 的 累计 供应 量 超过 了 累计 需求 , 我 们 
加 上 了 一 个 虚拟 剩余 终点 来 平衡 这 个 模型 , 如 表 10.2 中 所 示 . 因为 不 允许 缺 货 , 所 
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有 从 前 面 周期 到 当前 周期 的 “运输 ”路 径 都 被 中 断 了 . 


1 2 3 4 剩余 


"e 9 


所 单位 “运输 ”费用 为 已 知 的 生产 费用 和 储存 费用 . 例如 , 从 R 到 周期 1 的 单位 
”费用 等 于 仅 有 的 单位 生产 成 本 (= $6), 而 从 O, 到 周期 4 的 单位 费用 等 于 单 
.用 加 上 从 周期 1 到 4 的 单位 储存 费用 , 即 $9 -- ($0.1 4- $0.1-- $0.1) = $9.30. 
s 到 剩余 终点 的 单位 费用 等 于 零 . 
从 第 1 列 开始 , 每 次 向 着 币 余 列 移动 一 列 ， 从 头 到 尾 走 一 遍 就 得 到 了 最 优 解 . 
4 列 , 利用 该 列 最 低 费 用 路 径 , 就 能 满足 需求 > 
从 第 1 列 开始 , 路径 (Ri,1) 具有 最 低 费用 ,我 们 给 它 赋 予 最 大 可 能 值 ， 即 
100) = 90 fF, 第 1 列 还 有 10 件 没有 得 到 满足 ， 第 1 列 的 下 一 个 最 低 费 
是 (O1,1), 我 们 对 它 赋值 min (50,10) — 10. 现在 周期 1 的 需求 得 到 了 满足 . 
y 下 来 看 第 2). 这 列 的 赋值 按 以 下 顺序 : 100 件 到 (Ra, 2), 60 件 到 (02,2), 
30 件 到 (Oi, 2). 这 些 赋值 相应 的 单位 “运输 ”费用 为 86、$9 和 89.10. 我 们 并 没有 
用 到 (Ri,2), 它 的 单位 费用 为 $6.10, 因为 所 有 Ri 的 供 货 都 赋 给 了 周期 1. 
按照 同样 的 方法 继续 , 我 们 满足 第 3 列 的 需求 , 然后 满足 第 4 列 的 需求 ， 表 
10.2 黑体 所 示 的 最 优 解 如 下 : 
相应 的 总 费用 为 90 x $6 -- 10 x $9+30x $9.10-- 100 x $6--60 x $9+ 10 x $9.20 + 
120 x $6 + 80 x $9 + 110 x $6 + 50 x $9 = $4 685. 


(D 这 一 算法 的 最 优 性 证 明 请 见 S.M., Johnson, "Sequential Production Planning over Time at 
Minimum Cost,” Management Science, Vol. 3, pp. 435-437, 1957. 
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周期 生产 计划 安排 
正常 生产 1 — 周期 1 生产 90 fF 
加 班 生产 1 。 生产 50 件 : 周期 1 生产 10 件 , 周期 2 生产 30 f 
周期 3 生产 10 fF 

正常 生产 2 — 周期 2 生产 100 件 

加 班 生产 2 周期 2 生产 60 件 

正常 生产 3 。 周期 3 生产 120 件 

加 班 生产 3 ”周期 3 生产 80 th 

正常 生产 4 — 周期 4 生产 110 件 

加 班 生产 4 周期 4 生产 50 件 , 剩余 生产 能 力 20 件 


习题 10.4B 
1. 求解 例 10.4-1, 设 单位 生产 费用 和 储存 费用 (单位 : 美元 ) WFR. 


mm: ERE MEX WHEICIN 
单位 产品 的 成 本 单位 产品 的 成 本 。。 单位 入 存 费用 
1 500 750 010 
2 500 4.50 015 
3 400 500 012 
4 100 150 020 


2 根据 下 表 数 据 生产 某 产品 以 满足 4 个 周期 的 已 知 需求 


各 周期 的 单位 生产 费用 《8) 


产量 范围 ( 件 ) 1 71 3 d 
1-3 1 7 2 3 
p 1 4 5 4 
12245 2 4 7 5 
16425 5 6 a) 7 
下 一 周期 单位 储存 费用 (3) 0.30 0.35 0.20 0.25 
总 需求 ( 件 ) n 4 17 29 


(a) 找 出 最 优 解 , 给 出 每 个 周期 要 生产 的 件数 . 
(b) 假定 周期 4 另外 需要 10 件 产品 , 则 应 在 哪里 生产 ? 

*8. 某 产品 未 来 5 个 周期 的 需求 可 以 按照 正常 生产 、 加 班 生产 或 转 包 生产 来 实现 . 只 有 当 加 班 
生产 情况 下 才 采 用 转 包 生产 方式 . 下 表 给 出 了 该 情形 下 的 供应 、 需 求 和 费用 数据 . 


生产 能 力 ( 件 ) 

A" —RRER ma ë ware — "9 
T 10 9 39 — 3m 
2 P o E 
3 * 可 m am 
n oo E a» xw 
s n ES 10 ws 
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每 个 周期 内 这 3 种 不 同 生产 水 平 的 单位 生产 成 本 分 别 是 $4, $6 和 $7. 每 个 周期 的 单位 储 
存 费用 为 80.50. 请 求 出 最 优 解 . 


10.4.2 ” 带 有 订货 费 的 模型 


本 问题 不 允许 缺 货 , 且 每 次 开始 一 个 新 的 生产 批量 时 , 都 需要 一 笔 订货 费 . 本 
节 介 绍 两 种 求解 方法 : 一 种 是 纯粹 的 动态 规划 方法 , 另 一 种 是 启发 式 算法 . 
图 10.10 表示 了 这 种 库存 情形 . 对 周期 i,i = 1,2,… ,n, 图 上 的 符号 定义 如 下 ; 


a=W 
D;= 周 期 i 的 需求 
z,— NI i 初始 库存 
费用 项 定义 为 
Ki= 周 期 的 订货 费 
hh 三 从 周期 i 到 i+1 的 单位 库存 费用 
周期 i 相应 的 生产 费用 函数 是 
0, =0 
Kitc(z), a>0 
函数 ci() 为 的 边际 生产 费用 函数 . 


he 


an ar -è 
g IE 


图 10.10 带 有 订货 费 的 动态 库存 模型 要 素 


一 般 动态 规划 算法 “在 没有 缺 货 情况 下 , 该 库存 模型 求 所 有 n 个 周期 生产 费 
用 与 储存 费用 之 和 的 极 小 值 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 阶段 (周期 )i 的 储存 费用 是 
根据 周期 末 库 存 来 计算 的 , 定义 为 


Ziyi = Ti + z — Di 


对 于 前 向 递归 公式 , 定义 r 为 阶段 i 的 状态 , 即 周期 末 的 库存 水 平 ， 如 图 
10.10 所 示 ， 


om-{ 


ri=0 


O< ziii S Dii: Ds 


从 这 个 不 等 式 可 以 看 出 , 在 极端 情况 下, 剩余 库存 量 ri+l 能 够 满足 所 有 剩余 周期 
的 需求 . 
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令 filin) 为 已 知 周期 末 库 存量 ri+: 时 周期 1,2,… ,i 的 最 小 库存 费用 , 则 
前 向 递归 公式 为 


he)=,, {C1 (21) + hr2} 


LU ai (eG) + hire dfe t Di z))i7 2,3, 


E 


注意 对 于 周期 1, a 必须 严格 等 于 Di + za 一 zl. REF i 1, 最 小 可 以 为 0, 因为 
D, 可 以 从 前 面 的 周期 1,2,… ,i 一 1 的 生产 中 得 到 满足 


例 10.4-2 
下 表 给 出 了 某 3 个 周期 库存 情形 的 数据 . 
周期 需求 Di( 作 ) WARK) SREI I4) 
1 3 3 1 
2 2 7 3 
3 4 6 2 


需求 是 离散 的 , 初始 库存 为 ri = 1 件 . 头 3 件 产品 的 单位 生产 费用 为 $10, 其 后 每 
件 产品 为 $20, 翻译 为 数学 语言 即 是 


105, 0«z«3 
e(z) = 
306-20(5—3) z24 
确定 最 优 库存 策略 . 
周期 1 D,—-30«z2«2-4-6,2 52524 Di-z1 952242 


Cn) * hiza 
n 954 5 6 T 8 RM 
zı mza Gla)=2 33 53 73 93 113 133 fii) sf 


9 o 28 EI 
1x 3 »*» 3 
2 55 55 4 
s 76 % 5 
4 4 9r 9 6 
5 8 ns us 7 
6 6 139 139 8 


注意 , 因为 xz = 1, 所 以 zi 的 最 小 值 为 Di -r =3 一 1 =2. 
周期 2 D.-20«z;«40«z«Ditzs—232 
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Calza) + haza + fi(z3 + Da — 2a) 


ETT) ETAS A EAMETEE E 

zs hors Co(m)c 0 — 1T 37 WH ST 7 97 fairs) zi 

0 0 OF85 17434 27428 5 2 
=55  -5 =50 

NET 3476 20455 30434 40423 63 3 
=19 -75 =64 =63 

2/6 6497 28470 33455 44434 63423 "Tos 
=103 =9 =88 =77 =86 

3 9 9+118 26407 36+76 46455 66434 86423 100 4 
=127 =123 =112 =101 -100 -109 

4 12 — 124139 29+118 39+97 49476 09455 89+34 100422 123 5 
=151 =147 =136 =125 =124 =123 =132 


周期 3 Ds=4,z4=0,0<z3< Dst+rs=4 


Cala) + haz + fa(za + Da — 23) 


=0 1 2 3 了 AM. 
za hrs Cals) =0 16 26 36 6 fim) po 
0 o 04123 16H100 26477 36463 5650 99 3 
=123  =116  =103 — -99 — -106 
最 优 解 的 解读 方式 为 


(m=0 [2 23] (25 =0+4-3=1) ^ [2 78 


(2142-320) [n 22] 
因此 , 最 终 的 最 优 解 为 2? = 2,23 = 3,25 = 3, 总 费用 $99. 


Excel 程序 

Excel 程序 excelDPInv.xls 可 用 来 求解 多 达 10 个 周期 的 一 般 动态 规划 库存 问 
题 . 该 电子 表格 的 设计 和 9.3.1 节 中 给 出 的 excelKanpsack.xls 程序 非常 类 似 , 每 次 
计算 一 个 阶段 , 需要 用 户 输入 把 各 阶段 连接 在 一 起 . 

图 10.11 显示 了 excelDPInv.xls 用 来 求解 例 10.4-2 的 情形 . 输入 每 个 阶段 的 数 
据 , 从 阶段 1 开始 计算 , 并 注意 到 , 费用 函数 c (s) 在 第 3 行 输入 : (G3 = 10,H3 = 
20,13 = 3), 意思 是 头 3 件 产品 的 单位 费用 为 $10, 其 后 每 件 产品 的 单位 费用 为 $20. 
还 要 注意 到 对 D1 输入 的 量 必须 为 初始 库存 已 经 被 扣除 后 的 净 量 (— 3-2, =3 一 1=2). 
此 外 , 你 还 需要 建立 变量 2; 的 可 行 值 . 电子 表格 会 自动 检查 你 输入 的 值 是 否 正确 ， 
并 在 第 6 行 给 出 自 解释 性 的 消息 : yes. no 或 delete. 

输入 所 有 数据 以 后 , 在 'S 列 和 T 列 会 给 出 该 阶段 f, 和 = 的 最 优 解 值 . 接 下 
K, 在 电子 表格 最 优 解 结果 区 域 会 对 阶段 工 的 解 (zi, fis 2i) 做 一 个 永久 性 纪录 , 如 
图 10.11 所 示 . 这 要 求 复制 D9:D15 和 S9:T15 单元 格 , 并 用 paste special--values 3 
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单项 对 它们 进行 粘贴 (你 可 能 需要 回顾 9.3.1 节 的 excelKnapsack xls 程序 以 建立 永 
入 性 纪录 .) 


Period 1: 
i c3 alora 
ex: E E 3 
L— RENS) 
3 L3 L5 mm prp: 
[*1* 
e [ner s Jmm do menm 3 1S [er | 
Ep 2 eden: nmani ie ja [enr 
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图 10.11 94 10.4-2 的 Excel 动态 规划 解 (文件 excelDPInv.xls) 


下 一 步 , 为 了 准备 阶段 2 的 计算 , 从 永久 性 纪录 中 复制 i, 粘贴 到 B 列 , 如 图 
10.11 所 示 . 接 下 来 的 工作 就 是 更 新 阶段 2 的 输入 数据 . 对 阶段 3 重复 上 述 过 程 . 


习题 10.4C 


*1. 考虑 例 104-2. 
(a) 让 rs > 0 是 否 有 意义 ? 
(b) 对 下 列 两 种 情况 的 每 一 种 , 确定 2122 s zl, zz,zs 的 可 行 范围 (如 图 10.10 那样 来 
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表示 每 种 情况 可 能 非常 有 用 )- 
(i) zi = 4, 所 有 其 他 数据 不 变 . 
(i) zı =0, Dı =5, D2 =3,D3 =4 

. (a) 找 出 下 面 4 个 周期 库存 模型 的 最 优 解 


周期 i SOR Di( 件 ) WRR KS) WER AS) 
1 5 5 1 
2 2 了 1 
3 9 1 
3 了 1 


3 
4 


前 6 件 产品 的 单位 生产 费用 为 $1, 其 后 每 件 产品 为 $2. 

(b) 利用 excelDPInv,xls 检验 你 的 计算 结果 . 

,假设 库存 -储存 费用 按 各 阶段 的 平均 库存 计算 , 请 导出 相应 的 前 向 递归 公式 . 
给 出 该 模型 的 后 向 递归 公式 , 然后 用 它 来 解 例 10.4-2. 
建立 该 模型 的 后 向 递归 公式 , 假定 库存 -储存 费用 按 各 阶段 的 平均 库存 计算 . 

带 有 常数 或 递减 边际 成 本 的 动态 规划 算法 上 面 给 出 的 一 般 DP 模型 可 用 于 
任何 费用 函数 , 但 是 由 算法 的 性 质 可 知 , 阶段 i 的 状态 zt 和 决策 方案 = 每 次 增加 1. 
这 就 意味 着 对 于 需求 数量 较 大 的 问题 , 每 个 阶段 的 计算 表 会 非常 大 , 因此 计算 上 非 
Lil 

一 般 动态 规划 的 一 种 特殊 情况 有 望 减少 计算 量 . 在 这 种 情况 下 , 单位 生产 费用 
和 单位 储存 费用 都 分 别 是 生产 量 和 库存 水 平 的 非 增 (四 ) 函数 这 一 情况 往往 发 生 
在 当 单位 费用 函数 为 常数 , 或 者 允许 订货 量 折扣 的 情形 下 . 

在 给 定 的 条 件 下 , 可 以 证 明 ”: 

(1) 给 定 零 初始 库存 (z， = 0), 满足 任何 周期 i 的 需求 的 最 优 方案 可 以 通过 以 
下 两 者 之 一 , 要 么 通过 新 的 生产 , 要 么 通过 增加 库存 ， 但 不 能 同时 通过 这 两 者 , 即 
aon 0，( 对 于 正 的 初始 库存 情况 , zi > 0, 这 个 量 可 以 从 后 续 周期 的 需求 中 扣除 ， 
AAH.) 

(2) 周期 的 最 优生 产量 = 要 么 必须 是 零 , 要 么 必须 刚好 满足 一 个 或 几 个 后 续 


pap 


周期 的 需求 . 
例 10.4-3 
某 公 司 4 个 周期 的 库存 模型 的 数据 如 下 : 
LI ok DUE TRR KL) 

1 76 98 
2 26 114 
E 90 185 
4 er 70 


(D W H. Wagner and T. Whitin, “Dynamic Version of the Economic Lot Size Model", Manage- 
ment Science, Vol. 5. pp. 89-96, 1958， 这 一 最 优 性 证 明 要 求 限制 条 件 假设 , 即 对 所 有 周期 设 费 
用 函数 为 常数 或 一 致 ,后 来 A. Veinott Jr. 放松 了 这 一 候 设 , 允许 有 不 同 的 四 费用 函数 . 
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初始 库存 为 zi = 15 fF, 单位 生产 费用 为 $2, 每 个 周期 的 单位 储存 费用 对 所 有 
周期 而 言 都 是 $1( 为 简单 起 见 , 我 们 假设 单位 生产 和 储存 费用 对 所 有 周期 不 变 ). 

使 用 前 面 给 出 的 后 向 递归 算法 求 最 优 解 , 不 同 的 是 , RINE mia 和 zi 的 值 
“一 次 性 付 清 ”, 而 不 是 每 次 增加 1。 因 为 zi; = 15, 所 以 第 1 周期 的 需求 调整 为 
76 一 15= 61 件 . 


周期 1 Di = 61 
Cin) + hz 
PELI MERIT 244 Au" 
z2 hiza (1) = 220 272 452 586 filza) zi 
[] [] 220 220 Sr 
25 208 298 87 
116 116 568 568 am 
183 183 769 769 m 
EMMI if T 13 123 1234 
周期 2 ”Da = 26 
Calta) + haza + fi(zs + Da — 22) 
z-0 25 TIG 18) 5 RUM 
zs hary Gazo 166 346 480 fi) 4 
o o 0+298 166+ 220 298 [] 
=298 =386 
90 96 90 + 568 436 + 220 656 116 
= 658 = 656 
157 157 157 +769 6374+220 — 857 183 
= PL: 
EMM RA — 7 25 234 
周期 3 Ds = 90 
Cals) + hoza + falza + Da — 3) 
=0 90 157 AM 
za hu ~ Cl)=0 365 499 f) on 
0 0 0-656656 365+298=663 656 0 
67 67 67+857=924 566+298=864 864 157 
在 网 期 3 RH 二 3 34 
周期 4 Di= 67 
Calza) + hars + fal(zs + De — 24) 
=0 er Lr] 
zs hazs Ce) =0 204 diens) E 
o [] 04864-864 20446562860 860 er 
在 局 期 4 E 二 4 


上 表 得 出 的 最 优 策略 如 下 : 


(zs = 0) [2 — 67] (z4 = 0) = [25 — 0. 


— (zs = 90) — [z2 = 116]— (zs = 0) — [2 
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我 们 得 到 z? = 61,2 = 116,2; = 0,2; = 67, 总 费用 为 $860. 


Excel 程序 

程序 excelWagnerWhitin xls 类 似 于 一 般 模型 的 excelDPInv.xls, 唯一 不 同 的 是 
对 状态 > 和 决策 方案 > 采用 了 一 次 付 清 . 还 有 , 为 了 简单 起 见 , 这 一 新 的 电子 表格 
程序 不 允许 批量 折扣 . 图 10.12 对 例 10.4-3 给 出 了 周期 1 的 计算 结果 . 该 程序 最 多 
可 以 有 10 个 周期. 记 住 , 在 建立 输出 解 结果 (Q:V 列 ) 时 使 用 paste special+values 
菜单 命令 . 


LIILILILI 
: [maaa 
H 
[Are z1 values corect? | yes | 
I 


图 10.12 TM X 104-3 中 周期 1 的 Wagner-Whitin Excel 动态 规划 模型 
(文件 excelWagnerWhitin xls) 


习题 10.4D 


*1， 设 初始 库存 为 80 件 , 求解 例 10.4-3, 并 利用 excelWagnerWhitin.xls 检查 计算 结果 . 
2. 解 下 面 10 个 周期 的 确定 性 库存 模型 , 设 初始 库存 为 50 fF. 


需求 Di( 件 ) 单位 生产 成 本 ($) 单位 储存 费 (s) 订货 费 (9) 
100 
100 
100 


8888888 


3. 求 出 下 列 5 个 周期 模型 的 最 优 库存 策略 . 所 有 周期 的 单位 生产 费用 为 $10, 每 周期 的 单位 
储存 费用 为 $1. 
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Ami 需求 DP) 订货 费 Ks($) 
1 50 30 
2 7 7o 
3 100 60 
4 30 so 
5 eo 60 


4. 求 出 下 面 6 个 周期 模型 的 最 优 库存 策略 . 所 有 周期 的 单位 生产 费用 为 $2. 


AMi Dj) Ki($) hi($) 
1 10 20 1 
2 15 E 1 
3 7 10 1 
n 2 18 3 
5 13 5 1 
6 25 50 1 


Silver-Meal 启发 式 算法 ”这 一 启发 式 算法 只 适用 于 单位 生产 费用 为 常数 而 
且 对 所 有 周期 都 一 致 的 库存 问题 . 正 因为 如 此 , 算法 只 对 订货 费 和 储存 费 进行 平衡. 
这 一 启发 式 算法 把 用 当前 周期 的 需求 来 满足 后 续 未 来 需求 的 那些 周期 找 出 来 ， 


目标 是 使 得 每 个 周期 相应 的 订货 费 和 储存 费用 达到 最 小 . 


假设 在 周期 i 时 生产 产品 ,以 满足 周期 i,i 十 1,… ,t 的 需求 , i t 且 定 义 
TC(i,t) 为 同样 这 些 周期 的 订货 费 和 储存 费 . 我 们 用 动态 规划 模型 的 符号 , 可 将 其 


表示 为 下 面 的 数学 公式 
Ki, 
TC(it) = { 
m 

接 下 来 定义 TCU (i, t) 为 每 周期 相应 的 费用 , 即 
TC(i,t) 
t-i+1 
因此 对 当前 周期 i 该 启发 式 算 法 求 使 得 TCU(i,t) 达到 极 小 的 t. 

函数 TC(i,t) 可 按 以 下 公式 递归 计算 : 


TCU(i, t) = 


TC(i,i)— K; 
ta 
TC()erc6 -D+ (Tm) t=i+ li+2,.… 
e) 
第 0 步 ” 设 定 i=1 


第 1 步 。 求 出 满足 下 列 两 个 条 件 的 局 部 极 小 值 t: 
TCU(i,.t* — 1) > TCU(i,t*) 


i 
Ki + hiDoa (c hei)Disa 7 (Xi). t>i 
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TCU(i,t* +1) 2 TCU(i, t) 
如 果 满 足 上 述 条 件 , 则 启发 式 算法 要 求 在 周期 i 为 周期 ii 十 1 … ,t* 订货 (Di 十 
Dix De). 


S25 Wi-cen 如 果 i>n, 停止 ,整个 计划 期 间 已 经 算 完 ; 否则 , 转向 第 1 步 . 
例 10.4-4 


针对 下 面 6 个 周期 的 库存 情形 , 求 出 最 优 库存 策略 : 


周期 DAt) K($) hi($) 
1 10 20 
2 15 17 1 
3 7 10 1 
4 E 18 3 
5 13 5 1 
6 25 50 1 


所 有 周期 的 单位 生产 成 本 为 $2. 
BR 1(i = 1, Ka: = $20) 对 + 递归 计算 函数 TCU, t). 例如 , 给 定 TC(1,1) = $20, 
则 TC(1,2) = TC(1, 1) + hi Da = 20 + 1 x 15 = $35. 


Mmt D; TC(.f TCU(,t) 
1 w $20 R = $2000 
15 2041x 15 = $35 3 sino 


2 
3 7 — 3-ü«0)x7284.— 9 -[soss 
4 20 49*(1141)x20- 8100 — 19 = $2725 


fbr = 3 时 达到 局 部 极 小 值 , 因此 要 求 在 周期 1 里 为 周期 1 到 周期 3 订货 
10+15+7= 32 fF. 设置 1=t+1=3+1=4 
迭代 2(i = 4, K4 = $18) 


周期 : D; TOA, TOUG, 0) 
4 20 sis 3$ = [i00] 
5 13 18+3x13=$57 — S-s2850 
上 述 计算 得 到 c = 4, 要 求 在 周期 4 里 为 周期 4 订货 20 件 . 设置 i= 4+1= 5. 
Eft 3(i = 5, Ks = $5) 
HW: D; TC(.0) TCU(5,t) 
5 13 s t-[ss] 
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当 t* = 5 时 达到 最 小 值 , 要 求 在 周期 5 里 为 周期 5 订货 13 件 . 接 下 来 , 我 们 
设置 i=5+1= 6. 但 由 于 i=6 是 计划 期 的 最 后 一 个 周期 , 因此 我 们 必须 在 周期 
6 里 为 周期 6 订货 25 件 . 
评注 ”下 表 对 启发 式 算法 与 动态 规划 算法 的 解 作 了 比较 . 我 们 在 动态 规划 模型 中 
去 掉 了 单位 生产 费用 , 因为 在 启发 式 计算 里 没有 这 一 项 . 


启发 式 算法 动态 规划 算法 

周期 。 生产 件数 费用 ($) E 费用 ($) 

1 E 49 10 20 

2 o o 2 m 

3 o o 0 o 

4 20 18 2 18 

5 13 5 E 30 

L] 25 50 0 0 
fit 90 122 90 92 


由 启发 式 算法 给 出 的 生产 计划 安排 比 动态 规划 解 的 费用 要 高 32%($122 比 $92). 
启发 式 算法 的 表现 “不 够 好 ”, 可 能 是 由 于 问题 中 的 数据 引起 的 , 在 这 个 问题 中 , 周 
期 5 和 周期 6 的 订货 费 变化 非常 大 . 尽管 如 此 , 本 例 表明 , 启发 式 算法 并 没有 “向 
前 寻找 ”更 好 的 生产 计划 的 能 力 ， 例 如, 在 周期 5 里 为 周期 5 和 周期 6 订货 (而 
不 是 为 每 个 周期 分 别 订货 ) 能 节省 $25, 这 就 能 使 得 总 的 启发 式 算法 解 的 费用 降低 
到 $97. 


Excel 程序 

Excel 程序 excelSilverMeal.xls 用 来 执行 所 有 的 迭代 计算 , 并 给 出 最 终 解 . 该 程 
序 要 求 从 输入 计算 所 需要 的 数据 开始 , 包括 所 有 周期 的 N, K, h, D (这 些 要 输入 的 
数据 在 电子 表格 中 用 青绿 色 突 出 显示 ), 然后 用 户 需 要 人 工 启动 每 次 迭代 , 直到 完成 
所 有 周期 的 计算 . 

图 10.13 展示 了 Excel 启发 式 算法 程序 对 例 10.4-4 的 计算 . 在 单元 格 J11 中 输 
入 值 1 开始 初始 迭代 , 表示 在 周期 1 开始 第 1 次 迭代 , 这 时 电子 表格 程序 会 生成 对 
应 周期 数 N( 本 例 中 =6) 的 多 个 行 , 这 个 周期 数 会 按照 升序 列 在 单元 格 K11:K16 中 
现在 我 们 查看 第 P 列 (用 青绿 色 标 出 ), 并 找到 对 应 于 局 部 极 小 值 的 周期 , 其 + = 3, 
TCU = $16.33. 这 意味 着 下 一 次 迭代 将 从 周期 4 开始 . 跳 过 一 个 空 行 , 在 J18 中 输 
入 值 A, 开始 进行 迭代 2 的 计算 , 这 将 显示 局 部 极 小 值 取 在 周期 (TCU. = $18), 并 
会 指示 出 迭代 3 将 从 周期 5 开始 . 重复 这 个 过 程 , 从 J22 输入 5, 迭代 3 的 局 部 极 
小 值 将 取 在 节点 5. 接 下 来 , 在 J25 中 输入 值 6 将 会 终止 本 问题 的 迭代 . 随 着 每 次 
和 迭代 的 完成 , 电子 表格 程序 将 会 自动 显示 相应 的 最 优 策略 以 及 总 费用 , 如 图 10.13 
Bion. 
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W 10.13 Ø 10.4-4 运用 Silver-Meal 启发 式 算法 的 Excel 解 (文件 Excel3ilverMeal.xls) 


习题 10.4E 


*1. 对 鱼 杆 的 需求 量 在 12 月 份 最 小 , 4 月 份 达到 最 大 . Fishing Hole 公司 预测 , 12 月 份 的 需求 
最 为 50 支 随后 每 个 月 增加 10 支 , 到 4 月 份 达到 90 支 . 其 后 每 月 需求 量 减少 5 支 . 除 
了 从 2 月 到 4 月 的 高 峰 需 求 月 份 以 外 , 一 个 批量 的 订货 费 为 $250, 而 高 峰 月 份 的 订货 费 增 
加 到 $300. 每 支 鱼 杆 的 生产 费用 大 约 是 $15, 全 年 不 变 , 而 每 支 鱼 杆 每 月 的 储存 费用 为 $1. 
Fishing Hole 公司 正在 制定 下 一 年 度 (1 月 到 12 月 ) 的 生产 计划 , 该 公司 该 如 何 安排 它 的 
生产 能 力 呢 ? 

一 家 小 出 版 公司 再 版 一 本 小 说 , 以 满足 未 来 12 个 月 的 需求 . 对 以 后 各 月 份 的 需求 预测 分 别 
为 100, 120, 50, 70, 90, 105, 115, 95, 80, 100, 110 本 .再 版 该 书 的 开机 费用 为 $200.00, 
每 本 书 每 月 的 库存 费用 为 $1.20. 确定 最 优 的 再 版 计划 安排 . 
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第 11 章 决策 分 析 与 对 策 


本 章 导读 在 实际 中 常常 会 出 现 涉及 有 限 多 个 可 能 方案 的 决策 问题 , 用 来 解决 
这 些 问题 的 工具 和 已 有 数据 的 类 型 (如 确定 型 、 概 率 型 或 不 确定 型 ) 有 着 很 大 的 关 
系 . 层次 分 析 法 (Analytic Hierarchy Process, AHP) 是 处 理 确定 性 决策 问题 的 一 种 
最 常用 的 工具 , 它 将 主观 判断 按照 合理 的 方式 进行 量化 , 用 作 最 终 决策 的 依据 . 对 
概率 型 数据 , 用 来 比较 各 种 不 同 可 能 方案 期 望 费用 (或 利润 ) 的 决策 树 成 为 决策 的 
基础 , 而 不 确定 因素 下 的 决策 则 是 利用 多 个 指标 来 反映 决策 者 对 于 风险 从 乐观 到 翡 
观 的 态度 . 对 策 论 是 不 确定 因素 下 决策 的 另 一 种 工具 , 在 对 策 论 中 , 具有 冲突 目标 
的 两 个 对 手 都 试图 从 对 各 自 最 不 利 的 条 件 下 获得 最 好 的 结果 . 为 了 说 明 这 些 工具 对 
于 解决 实际 问题 的 重要 性 , 第 24 章 给 出 了 4 个 案例 , 分 别 是 用 AHP 方法 解决 CIM 
实验 室 的 布局 规划 问题 , 用 决策 树 分 析 确 定 旅店 订房 的 上 限 控制 , 用 贝 叶 斯 概率 评 
估 医 疗 化 验 结果 , 以 及 利用 对 策 论 对 参加 莱 德 杯 (Ryder Cup) 比赛 的 高 尔 夫 球 手 进 
行 打 分 . 为 了 帮助 大 家 详细 了 解 这 些 不 同 的 工具 , 本 章 提 供 了 4 个 电子 表格 程序 . 
你 还 会 发 现 , TORA 程序 对 于 对 策 模型 的 图 形 和 代数 求解 非常 有 用 . 本 章 的 学 习 需 
要 用 到 概率 统计 的 基本 知识 . 

本 章 共 包 括 4 个 实际 应 用 的 简介 、10 个 例题 、4 个 Excel 程序 、63 个 节 后 习 
题 以 及 5 个 案例 . 这 些 案例 收录 在 附录 已 中 . AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 都 
存在 下 载 资料 chllFiles 文件 夹 下 . 


实际 应 用 问题 一 计算 机 集成 制造 (CIM) 设 施 的 布局 规划 

某 学 术 机 构 的 工程 学 院 想 要 在 一 幢 有 腾空 的 大 楼 内 建 一 个 CIM 实验 室 . 这 个 新 
的 实验 室 将 作为 教学 和 科研 设施 , 并 作为 一 个 产业 技术 进步 中 心 , 学 院 征集 了 有 关 
新 建 实验 室 布 局 规划 的 建议 , 从 这 些 建议 方案 中 汇集 了 每 个 建设 单元 理想 情况 下 以 
及 最 低 要 求情 况 下 的 面积 数 , 运用 了 AHP 和 目标 规划 方法 , 得 到 了 能 够 满足 教学 、 
科研 和 产业 服务 需要 的 一 个 令 人 满意 的 折衷 解决 方案 . 这 项 研究 的 细节 请 见 第 24 
章 的 案例 9. 
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第 2 章 至 第 8 章 介绍 的 线性 规划 模型 都 是 确定 型 决策 的 例子 , 其 中 所 有 的 函 
数 都 有 确切 的 定义 . 在 运用 AHP 时 , 我 们 要 对 影响 决策 过 程 的 各 种 想法 、 感 觉 以 
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及 情绪 进行 量化 , 以 提供 一 种 数量 化 尺度 , 评判 各 种 行动 方案 的 重要 性 . 
例 11.1-1 (AHP 的 总 体 思路 ) 

Martin Hans 是 个 聪明 的 高 中 毕业 生 , 他 从 A, B, C 这 3 所 大 学 申请 到 了 全 额 
奖学金 . 为 了 最 终 选 择 一 所 大 学 , Martin 指定 了 两 个 主要 指标 准则 : 地 点 和 学 术 名 
气 . 作为 一 名 优秀 生 , 他 认为 大 学 的 学 术 名 气 要 比 地 点 重要 5 倍 , 所 以 对 地 点 的 权 
重 给 了 大 约 1796, 而 给 名 气 的 权重 为 83%. 然后 他 采用 了 一 种 系统 化 的 分 析 方 法 
(下 面 要 介绍 ) 对 这 3 所 大 学 从 地 点 和 学 术 名 气 的 角度 进行 排序 . 下 表 给 出 了 这 3 
所 大 学 的 两 个 指标 的 结果 : 


EE 
BAM — KIFO BIF OFF 
HA T29 T 59s 
P 545 aa 182 


图 11.1 给 出 了 这 个 决策 问题 的 结构 , 包括 了 1 个 层次 (办 学 水 平 )、2 个 准则 
(地 点 和 名 气 ) 和 3 个 可 能 的 决策 方案 (大 学 A, B, C). 


RI [m | 5 
[ I 1 j 5 


XH AKE B 大 学 。 CA Ak% C 大 学 
(029) (0277) (0.504) (0.545) (0273) (0.182) 
L L J 
i r 
i pe 
nm EEEE ET) 
A 大 学 BASE CX 


图 11.1 例 11.1-1 的 AHP 计算 结果 
根据 下 面 复合 权重 的 计算 结果 , 对 每 所 大 学 进行 评定 . 


A 大 学 =0.17 x 0.129 + 0.83 x 0.545 = 0.474 3 
B 大 学 = 0.17 x 0.277 + 0.83 x 0.273 = 0.273 7 
C 大 学 = 0.17 x 0.594 4- 0.83 x 0.182 — 0.252 0 


根据 上 述 计算 结果 , A 大 学 的 复合 权重 最 高 , 因此 代表 了 Martin 的 最 佳 选择 . 
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评注 ”AHP 的 一 般 结构 可 以 包括 多 个 层次 的 准则 . 假设 在 例 11.1-1 中 , Martin 的 
同胞 胎 妹妹 Jane 同样 收 到 了 这 3 所 大 学 的 奖学金 , 他 们 的 父母 规定 , 为 了 共用 
一 部 汽车 他 们 俩 必须 上 同一 所 大 学 . 图 11.2 显示 了 这 一 决策 问题 , 它 的 指标 有 两 
层 . 第 1 层 的 p 和 9 的 值 (假设 相等 ) 代表 Martin 和 Jane 的 行动 方案 关于 选 
择 过 程 的 相对 权重 , 第 2 层 用 权重 (pi p2) 和 (qr,q2) 来 反映 Martin 和 Jane 对 
每 所 大 学 地 点 和 名 气 的 偏好 . 可 以 类 似 地 来 解释 这 个 决策 图 上 的 其 他 部 分 .注意 
到 p+q= 1,p +p = 1, q +Q = 1, Pa 十 Pa 十 Ps = 1, pat+p2+p2s = 1, 
quida ps = 1 Qn +q 十 qos — 1. 图 11.2 中 显示 了 如 何 进行 A 大 学 复合 权重 
的 计算 . 


AR 
决策 层 : E-A 
准则 层 1 Martin(p) 
准则 层 2， [ 38. Sm) ] [3X&w-] [x9] 


| | 
EE "esf. "is 
| 


(p) 
|c 大 学 | 


i X pu*iX pa) «(m X X qi) 


图 11.2 9 111-1 决策 问题 的 修正 


习题 11.1A 


*1， 假 设 对 Martin 和 Jane 的 问题 给 出 下 列 权重 : 
p=0.5, q— 05 
pi 017, pa — 083 
Pri 50.129, piz = 0277, pis = 0.594 
pa =0.545, paa = 0.273, pas = 0.182 
4-03, p 207 
412-02, ga 203, qıs - 05 
42705, qn 02, qas =0.3 
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根据 这 些 信息 , 对 这 3 所 大 学 进行 排序 . 
确定 权重 AHP 的 关键 是 确定 相对 权重 (如 例 11.1-1 中 用 到 的 权 值 ), 才能 对 可 能 
的 决策 行动 方案 进行 排序 . 假定 我 们 正在 处 理 某 个 给 定 层次 的 n 个 评价 指标 , 我 们 
需要 建立 一 个 n x n 的 成 对 比较 矩阵 (comparison matrix) A, 对 决策 者 给 出 的 不 同 
指标 的 相对 重要 性 评价 加 以 量化 . 进行 成 对 比较 是 要 让 第 i fF (i= 1,2,… ,n) 的 
指标 相对 于 每 个 其 他 指标 进行 度量 . 令 aij 为 A 的 第 (i,j) TR, AHP 采用 一 种 从 
1~9 的 离散 尺度 进行 度量 , ou = 1 代表 i 和 j 是 同等 重要 的 , aij = 5 W i E j 
要 重要 得 多 , aij = 9 代表 i 和 j 相 比 绝对 重要 , 1~9 的 其 他 中 间 值 可 相应 解释 . VE 
价 中 的 一 致 性 要 求 是 , 如 果 aij = k 则 自动 意味 着 oj = $; 还 有 , 4 的 所 有 对 角 线 
元 素 ai 必须 等 于 1, 因为 它们 都 是 和 自己 相 比较 . 
例 11.1-2 

为 了 说 明 例 11.1-1 中 如 何 得 到 Martin 决策 问题 的 比较 矩阵 A, 我 们 从 第 一 层 
大 学 地 点 和 名 气 的 评价 指标 开始 . 在 Martin 的 评价 中 , 大 学 的 名 气 比 地 点 要 重要 
得 多 , 因此 ara = 5, 这 个 赋值 也 自动 意味 着 an = 1. 用 符号 RA L 代表 名 气 和 地 
点 , 相应 的 比较 矩阵 为 

LR 
P, e i 
RAS 1 

RAL 的 相对 权重 可 以 通过 把 矩阵 A 标准 化 为 一 个 新 的 矩阵 IN 来 得 到 . 标 
准 化 过 程 需要 把 每 列 元 素 用 该 列 元 素 之 和 相 除 . 因此 为 了 计算 IN, 我 们 把 第 1 列 元 
素 除 以 (5 + 1 = 6), 第 2 列 元 素 用 (1 + $ = 1.2) 除 , 再 计算 各 行 平 均 , 就 得 到 了 所 
需要 的 相对 权重 wr 和 wr: 


LOR 行 平均 
_ 工 (oa7 0o17) w,- 2 =017 
R \ 083 0.83 / wn = 984983 = 0.83 


上 述 计算 得 到 图 11.1 中 所 用 的 w = 0.17, wg = 0.83，N 的 两 个 列 是 相同 的 ， 
只 有 当 决策 者 的 比较 矩阵 4 达到 了 完全 一 致 的 时 候 才 有 这 个 性 质 . 本 节 的 后 面 还 要 
进一步 讨论 这 一 点 . 

对 选择 大 学 A, B, C 的 每 个 评价 指标 L 和 R 的 相对 权重 , 可 通过 下 面 两 个 比 
较 和 矩阵 计算 , 其 元 素 根据 Martin 对 这 3 所 大 学 的 相对 重要 性 判断 得 出 . 


BC A B C 
Afi i 
Av-B|2 1 
(e: 


lei 


pr 
[eomm 
m 
ove od 
quiis 
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对 各 列 求 和 可 以 得 到 
AL 列 求 和 = (8,3.5,1.7) 
AR 列 求 和 =(1.83,3.67,5.5) 
分 别 用 列 求 和 结果 除 所 有 元 素 得 到 以 下 标准 化 的 矩阵 : 


A B 
A (0125 0143 
Nı= B | 0250 0.286 
c \ 0.625 0.571 
A B 
A [ 0.545 0.545 0.545 | wra = 9545394310.45 一 0.545 
Nr= B | 0.273 0273 0273 | wan — 4n = 0273 
C V 0182 0.182 0.182 J wac = %182+0.182+0.182 = 0,182 


向 量 值 (wLa, wB, wic) = (0.129,0.277,0.594) 提供 了 大 学 A, B, C 分 别 的 地 
点 权重 . 类 似 地 , (wra, wre, wre) = (0.545,0.273,0.182) 给 出 了 关于 学 术 名 气 的 相 
对 权重 . . 
比较 矩阵 的 一 致 性 ”在 例 11.1-2 中 , 经 过 标准 化 的 矩阵 IN 和 No 的 所 有 列 都 一 样 
的 , 但 NL 的 各 列 不 一 样 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 原来 的 比较 矩阵 A 和 Ar 是 一 致 
的 , 但 AL 是 不 一 致 的 . 

一 致 性 意味 着 决策 者 关于 成 对 比较 的 判断 是 一 致 的 . 数学 上 , 我 们 说 比较 矩阵 
A 是 一 致 的 , 如 果 

adjaik = aa, 对 所 有 的 i, j,k 

例如 在 例 11.1-2 中 , ais = 3 并 且 azazs = 2 x $ = 3. 这 一 性 质 要 求 , A 的 所 有 列 
(和 行 ) 都 是 线性 相关 的 . 特别 地 , 任何 2 x 2 比较 矩阵 的 各 列 根据 定义 是 相关 的 
此 2 x 2 矩阵 的 列 总 是 一 致 的 . 

然而 , 通常 情况 下 比较 矩阵 并 不 都 是 一 致 的 , 因为 构造 这 些 矩 阵 是 根据 人 为 的 
判断 , 我 们 接受 和 容许 某 种 “适当 ”程度 的 不 一 致 性 存在 . 

为 了 确定 某 一 水 平 的 不 一 致 性 是 否 “ 适 当 ”, 需要 建立 比较 矩阵 A 的 一 个 定量 
性 的 度量 . 我 们 在 例 11.1-2 中 已 经 看 到 , 一 个 完全 一 致 的 A 会 产生 一 个 标准 化 的 
矩阵 N, 其 中 所 有 的 列 是 完全 相同 的 , 即 


wi wi c w 


w w c5 w 
N-| |o. Á 


Wn Wn Wn 
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由 此 可 知 , 原来 的 比较 矩阵 A 可 以 从 N 通过 用 v, 除 以 第 i 列 的 各 个 元 素 得 到 . 
因此 有 


1 m - 
z E 
x 1 n 
A=| * z 
Tx 3 
由 上 述 A 的 定义 得 
168 * un nui w 
$*. 1 a |j» nus E 
- T w EA a i 
a D nwn wn 


F 
Hd 


简洁 地 表示 为 , 设 w 表示 相对 权重 wi,i = 1,2,… n 的 列 向 量 , 4 是 一 致 的 , 如 果 
有 
Aw=nw 
对 于 A 不 一 致 的 情况 , 相对 权重 wi 用 标准 化 矩阵 N 第 i 行 n 个 元 素 的 平均 
值 近似 ( 见 例 11.1-2). 令 ws 为 算出 来 的 平均 向 量 , 可 以 证 明 


AT = nm, NaN 


在 这 种 情况 下 , nmax 越 接近 于 n, 比较 矩阵 A 就 越 一 致 根据 这 一 现象 , AHP 计算 
下 面 的 一 致 性 比 (consistency ratio): 
cr 


CR= Și 


其 中 
CT= 4 的 一 致 性 指数 = Poe 


n-1 
RI = 4 的 随机 一 致 性 = 


198(n — 2) 
n 
随机 一 致 性 指数 RI 的 计算 , 根据 经 验 为 随机 产 成 的 比较 矩阵 A 的 一 个 大 样本 平 
3 cr. 
如 果 CR < 01, 则 一 致 性 程度 是 可 以 接受 的 , 否则 认为 不 一 致 性 太 高 , 决策 者 
需要 重新 估计 A 的 元 素 ui, 以 便 得 到 更 好 的 一 致 性 . 
我 们 从 A 而 = nma TEE nmax 的 值 , 并 注意 到 其 第 i 个 方程 是 


Dj = na i= ,2 on 
Ei 
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di wii 我 们 得 到 


x (E) En 


iei Mea 


这 意味 着 , nmax 的 值 可 以 通过 先 计算 列 向 量 Aw, 然后 对 它 的 各 元 素 求 和 来 得 到 . 
例 11.1-3 

在 例 11.1-2 中 , 矩阵 AL 不 一 致 , 因为 它 的 NL 各 列 不 相同 . 检验 NL 的 不 一 
致 性 程度 . 

首先 计算 nmax. 从 例 11.1-2 可 得 


5, —0.129, T=0.277, Was=0.594 


$ Y / 0129 0.386 3 
0.277 |=| 0.8320 |` 
1 0.594 1.98 0 


Timax = 0.386 3 + 0.832 0 + 1.793 0 = 3.011 3 


因此 ， 


> 
2 

8 

[] 
zT 
n. 
ve sr 


由 于 CR < 01, AL 中 的 不 一 致 性 程度 是 可 以 接受 的 . 


Excel 程序 

程序 ExcelAHP.xls 用 来 处 理 最 大 8 x 8 的 比较 矩阵 . 与 第 9 章 和 第 10 章 中 的 
模型 一 样 , 用 户 输入 后 启动 模型 计算 . 图 11.3 显示 了 该 程序 对 例 11.1-2” 模 型 的 计 
算 . 这 个 问题 的 比较 矩阵 在 电子 表格 的 数据 输入 区 (上 方 ) 一 次 输入 一 个 , 虽然 分 层 
输入 符合 我 们 的 自然 习惯 , 然而 比较 矩阵 的 输入 顺序 并 不 重要 . 在 对 一 个 比较 矩阵 
输入 数据 时 ， 电 子 表格 的 输出 区 域 (下 方 ) 会 提供 相应 的 标准 化 矩阵 以 及 相应 的 一 


QD 由 于 人 工会 入 误差 的 计算 , 电子 表格 更 加 精确 的 结果 与 例 11.1-2 和 例 11.1-3 的 结果 有 所 差别 . 为 
了 节省 空间 , 列 FII 和 行 11:13 HERT. 
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致 性 比 系数 CR. 用 户 必须 从 列 J 复制 权重 w 并 粘贴 到 解 汇总 区 (电子 表格 的 右 
Jy). 记 住 在 执行 这 一 步 操作 时 , 用 菜单 命令 [Paste Special! — alus ERE 
和 久 性 纪录 . 重复 这 一 过 程 , 直至 把 所 有 的 比较 矩阵 都 储存 在 K:R F). 


W112 4 11.1-2 的 Excel 求解 (文件 excelAHP. xls) 


图 11.3 中 的 单元 格 (K20:K22) 给 出 了 最 终 的 打分 结果 . 单元 格 K20 的 公式 为 


= $L$4 + $L7 + $L$5 « SN7 


这 个 公式 提供 了 对 备 选 方案 A 大 学 的 最 终 评估 结果 , 并 复制 到 单元 格 K21 和 K22, 
对 大 学 B 和 大 学 C 进行 评估 . 请 注意 K20 中 的 公式 是 如 何 构造 的 : 对 方案 A 大 学 
的 单元 格 引 用 必须 是 烈 固定 的 ( 即 , SL7 和 SNT), 而 其 他 所 有 的 引用 必须 是 行 和 列 
固定 的 ( 即 , SLS4 和 SLS5). 所 复制 的 公式 的 正确 性 检验 要 求 , 每 个 矩阵 ( 列 固定 ) 
的 备 选 方案 的 权重 都 出 现在 同一 列 , 中 间 没有 空白 单元 . 例如 , 在 图 11.3 中 , 列 L 
中 的 AR 权重 不 能 在 两 列 之 间 间 断 . 对 N 列 中 的 AL 权重 亦 是 如 此 . 对 A 权重 的 
位 置 没 有 限制 , 因为 它们 在 公式 中 是 行 和 列 固定 的 . 

你 可 以 对 该 公式 进行 修正 , 来 直接 反映 备 选 方案 的 名 称 . 例如 A 大 学 备 选 方 
案 的 公式 输入 为 = SK7& “=” &TEXT(S LS4*$SL7+SLS5*$N7, *4:4:9:4:0.000 00" ). 

上 述 用 来 评估 各 备 选 方案 的 程序 能 够 扩展 到 任意 层次 数 ， 一 旦 你 对 第 一 个 备 
选 方案 建立 了 正确 的 公式 , 就 可 以 把 同样 的 公式 用 到 剩 下 的 备 选 方案 上 去 , 只 需要 
它 复制 到 (同一 列 ) 下 边 的 行 上 . 记 住 , 公式 中 除了 对 可 选 方案 的 引用 必须 是 列 
的 以 外 , 所 有 的 其 他 引用 必须 是 行 和 列 都 固定 的 . 习题 11.1B 中 的 第 1 是 要求 
你 建立 一 个 3 层次 问题 的 公式 . 
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习题 11.1B” 


1. 考虑 习题 11.1A 第 1 题 的 数据 . 按照 合理 的 顺序 把 权重 复制 到 电子 表格 程序 excelAHP.xls 
的 解 汇 总 区 域 , 然后 建立 评估 第 一 个 可 选 方案 A 大 学 的 公式 , 并 复制 这 个 公式 来 评估 余下 
的 两 个 可 选 方案 . 

*2. CkH 的 人 事 部 门 已 将 招聘 一 名 员工 的 范围 缩小 到 3 位 候选 人 : Steve (S). Jane (J) 和 
Maisa (M). 最 终 的 选择 要 根据 3 项 评价 指标 : 面试 结果 (D, 工作 经 历 (E) 以 及 推荐 意见 
(R). 该 部 门 利用 一 个 矩阵 A( 下 面 给 出 ) 在 这 3 项 指标 中 评 出 倾向 性 意见 . 在 对 3 位 候选 
人 面试 并 整理 出 有 关 他 们 的 工作 经 历 和 推荐 意见 以 后 , 建立 了 3 MER As. Ar 和 Ar. 
应 该 聘用 哪 一 位 候选 人 呢 ? 并 评价 数据 的 一 致 性 . 


DER SIM 
1 fi12 i) DIFA 
A-E|ài jJ 4-7 bid 
4 5 3j MM 5 1 

S J M SIM 

s bc S f1d 1 
A&æ=J3 |3 1 1| A572]|2 1 4 
MA 2 1 MANL 2 1 


3. Kevin 和 June Park (K&J) 夫妇 正在 考虑 买 一 幢 新 房子 , 有 A, B, C 这 3 WEFTA. 
Park 夫妇 同意 用 两 个 指标 来 选 房 , 庭院 布置 (Y) 和 离 工作 单位 的 距离 (W). 并 建立 了 以 
下 比较 矩阵 请 按照 优先 级 对 这 3 幢 房 子 进行 排队 , 并 计算 每 个 矩阵 的 一 致 性 比 . 


KJ 
ahaa) 
3111: 

Yw YEN 
LM t) «-w(i i) 
"isa wt 

ABC ABC 
Af(123 A(121 
Aw-B|ic?]| Aw-s|io j 
cii dg Asrori 
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ABC ABC 
Af1a42 A[í1134 
snis Aw-B|i15 
ci dai cipi 


fa. 一 位 新 作者 设 定 了 3 个 指标 来 选择 一 家 出 版 社 出 版 一 本 运筹 学 教材 : 版 税 比例 (R)、 市 场 
销售 (M) 和 提前 支付 (A). 有 两 家 出 版 商 H 和 P 对 这 本 书 感 兴趣 . 请 利用 下 列 比较 矩阵 
对 这 两 家 出 版 商 进行 排队 , 并 评价 决策 的 一 致 性 程度 . 


> 
" 
>z» 
* a oa 
o£ n 


HP 
H/1 2 H/1 4 H/1 1 
= Au= = 
^ i) t SS ach) 
5， 某 政治 学 教授 想 要 预测 学 校 董事 会 的 选举 结果 . 有 3 个 候选 人 Ivy (T), Bahrn (B) 和 Smith 
(S) 竞争 一 个 席位 .这 位 教授 把 投票 人 划分 成 3 类 : Ze (L)、 中 (C)、 右 (R). 用 3 个 因素 


对 候选 人 做 出 评价 : 受 教育 经 历 (E). 对 某 些 问题 的 立场 (S) 和 个 人 性 格 (P). 以 下 是 左 、 
中 、 右 的 第 一 屋 比较 矩阵 . 


LCR ESP 
Lí(121 E(131 
A-cH rg] &ssli rg 
RÁ2 5 1 P231 


P 
9 
8 
) 
该 教授 还 生成 了 第 2 层 的 9 个 比较 矩阵 代表 3 4H BOR AOL. 立场 和 个 人 性 格 , M 
后 用 AHP 方法 把 这 些 矩阵 简化 成 了 下 面 的 相对 权重 表 : 


> 

上 

[] 
LET 
[m 
mm d 
"em 
Tm 

> 

2 

" 
vum 
Eee 
e us dg 
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kanti E s P E s Ly E s P 
Tw or 02. 03 03 05 02 or oi 03 
Bahrn 95 94 92 04 0.2 04 91 04 02 
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请 确定 胜出 的 候选 人 , 并 评价 决策 的 一 致 性 . 

。 某 学 校园 区 为 了 满足 新 的 预算 限制 , 急需 削减 小 学 的 支出 . 有 两 种 备 选 方案 : 取消 体育 课 
(E), 或 者 取消 音乐 课 (M). 园区 主管 成 立 了 一 个 由 学 校 董事 会 (S) 和 家 长 协会 (P) 等 额 代 
表 组 成 的 委员 会 , 来 研究 这 一 情况 并 提出 建议 . 该 委员 会 决定 从 预算 限制 (B) 和 学 生 需 要 
N) 两 个 方面 来 研究 这 一 问题 . 经 过 分 析 产 生 了 下 列 比 较 矩 阵 : 


EM EM 


x 1) ent) 


请 分 析 这 个 决策 问题 并 提出 建议 . 

T. 某 人 正在 考虑 购买 一 辆 汽车 , 已 经 把 选择 范围 局 限 在 3 KENZA: M1, M2, M3. 购车 的 
决定 因素 包括 : 购买 价格 (PP)、 维 修 费用 (MC)、 城 内 驾驶 成 本 (CD) 以 及 乡村 驾驶 成 本 
(RD). 下 表 提供 了 3 种 车 型 的 相关 数据 : 


EN PPS) MOS CDO) RDS) 


Mi 600 180 450 150 
M2 800 120 225 750 
M3 — 10000 000 — 1125 600 


利用 这 些 费用 数据 建立 比较 矩阵 . 评价 这 些 和 矩阵 的 一 致 性 , 并 确定 所 要 购买 的 车 型 . 


11.2 ”风险 型 决策 


在 风险 条 件 下 , 我 们 用 概率 分 布 来 描述 相对 每 个 行动 方案 的 益 损 . 因此 , 风险 
型 决策 可 以 根据 期 望 值 评估 指标 来 作出 , 利用 这 一 指标 对 各 个 决策 方案 根据 最 大 期 
望 收益 或 最 小 期 望 费 用 进行 比较 . 但 是 这 一 方法 也 有 局 限 性 , 可 以 对 期 望 值 指标 进 
行 修改 , 使 其 适应 于 其 他 情况 . 


实际 应 用 一 旅馆 订房 上 限 

La Posada 旅店 共有 300 间 房 间 . 旅店 的 客人 既 有 出 差 人 士 , 也 有 度假 旅游 者 . 
这 些 房间 可 以 事先 按 折扣 价 预 订 (通常 订 给 旅游 者 ) 商务 出 差 旅 客 的 订房 时 间 通 
常 比较 晚 , 他 们 支付 全 价 . 因此 La Posada. 旅店 必须 为 休闲 旅客 的 折扣 订房 数量 设 
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定 一 个 定 房 上 限 , 以便 预 留 一 定数 量 的 客房 给 付 全 价 的 商务 旅客 . 在 第 24 章 的 案 
例 10 中 , 利用 了 决策 树 分 析 方法 来 确定 这 个 订房 上 限 . 


11.2.1 ”基于 决策 树 的 期 望 值 指标 


期 望 值 指标 寻求 期 望 (平均 ) 利润 的 最 大 化 , 或 者 期 望 费用 的 最 小 化 .这 类 问 
题 的 数据 假定 , 相应 每 个 决策 方案 的 益 损 (或 费用 ) 都 是 随机 性 的 . 
决策 树 分 析 下 面 的 例子 考虑 带 有 有 限 个 决策 方案 以 及 明确 收益 矩阵 的 简单 决策 
问题 . 
例 11.2-1 

假定 你 想 要 在 股票 市 场 投资 $10 000 购买 A, B 两 家 公司 其 中 一 家 的 股份 . 公 
司 A 的 股票 虽然 有 风险 , 但 可 在 下 一 年 获得 50% 的 投资 回报 . 假如 股票 市 场 条 件 
不 利 的 话 ( 即 熊市 ), 这 只 股票 可 能 损失 价值 的 20%. 公司 B 提供 一 种 安全 的 投资， 
牛市 的 投资 回报 率 为 15%, 而 熊市 只 有 5% 的 回报 . 你 所 看 到 的 所 有 出 版 物 (年 底 
总 是 有 大 量 的 这 类 出 版 物 !) 都 预测 , 牛市 的 机 会 是 60%, 而 熊市 的 机 会 是 40%. 在 
这 种 情况 下 , 你 应 该 把 资金 投向 哪里 呢 ? 

这 一 决策 问题 可 以 总 结 如 下 : 


可 能 的 决策 方案 $10 000 投资 的 一 年 回报 


OL 
公司 A 的 股票 5.000 2000 
公司 B 的 股票 1500 500 
发 生 的 概率 06. 94 


这 个 问题 也 可 以 表示 为 一 个 决策 树 (decision tree), 如 图 11.4 所 示 . 树 中 用 了 
两 种 节点 : 正方 形 ( 口 ) 代表 一 个 决策 点 , BIB (O) 代表 一 个 机 会 事件 . 这 样 , 从 决 
策 点 1 分 出 两 个 分 支 代表 投资 股票 A 和 股票 B 的 两 种 可 能 方案 . 接 下 来 又 从 机 
会 事件 2 和 3 分 别 分 出 两 个 分 叉 , 代表 牛市 和 能 市, 并 标 出 了 各 自 的 概率 和 益 损 值 . 


BUB 0.6) 85 000 


OMBRA BERE 
^4 (04) _$2 000 


im URN 
HBRDSEC 
AE (0:4) gs00 

图 11.4 股票 市 场 问题 的 决策 桂 表 示 
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从 图 11.4 中 , 这 两 种 可 能 方案 的 1 年 期 望 回报 分 别 为 


股票 A=$5 000 x 0.6 + (—2 000) x 0.4 = $2 200 
股票 B=$1 500 x 0.6 + $500 x 0.4 = $1 100 


根据 上 述 计算 结果 , 你 的 决策 是 在 股票 A 上 投资 . 
评注 ”按照 决策 理论 的 术语 , 前 面 例子 中 的 牛市 和 熊市 是 指 自然 状态 (state of na- 
ture), 它们 发 生 的 机 会 是 随机 (概率 性 ) 的 (0.6 对 0.4). 一 般 来 说 , 一 个 决策 问题 
可 能 包括 n 个 自然 状态 和 m 个 可 选 方案 . 假定 py(> 0) 是 自然 状态 j 发 生 的 概率 ， 
ai; 为 给 定 的 自然 状态 j 时 方案 i 的 益 损 值 (i = 1,2,… mij = 1,2, ,n), 则 可 
能 方案 i 的 期 望 益 损 值 可 计算 为 


EV; = anpi + aapa apa, i—1,2,,n 


按照 定义 , pie pai pad. 

最 好 的 方案 是 , 其 相应 的 EV* = max, (EV;), 或 者 EV* = min; (EV.), 分 别 对 
应 于 问题 的 益 损 值 是 代表 收益 (收入 ) 或 是 损失 (EH). 
习题 11.2A 


1. 你 受 邀 请 参加 电视 上 的 幸运 转 轮 游戏 . 这 种 电动 转 轮 有 两 个 按钮 , 分 别 用 于 启动 轮子 的 而 
转动 (H) 或 软 转动 (S). 转 轮 本身 被 划分 成 白色 (W) 和 红色 (R) HEMER. IE Vik, 
轮子 停 在 白色 区 域 的 概率 为 0.3, 停 在 红色 区 域 的 概率 是 0.7. 你 参与 该 游戏 的 益 损 值 为 


w R 


$1 000 
画 出 相应 的 决策 树 并 确定 行动 方案 . 


*2. McCoy 是 位 农场 主 , 他 正在 考虑 种 玉米 还 是 种 大 豆 . 这 两 种 商品 作物 明年 收获 期 的 价格 是 
涨 价 、 平 价 、 还 是 跌价 的 概率 分 别 为 0.25, 0.30, 0.45. 假如 价格 上 涨 , 种 玉米 的 净 收 入 为 
$30 000, 而 种 大 豆 的 纯 收 益 是 S10 000. 如果 价 格 不 变 的 话 , McCoy 将 会 (刚好) 不 赔 不 
Wi. 而 一 旦 价格 下 跌 , 玉米 和 大 豆 将 分 别 损失 $35 000 和 $5 000. 

(a) 用 决策 树 表示 McCoy 的 问题 . (b) McCoy 该 种 哪 种 作物 ? 

3. 你 有 机 会 对 3 种 公共 基金 进行 投资 : 公共 事业 基金 (U) 进取 型 增长 基金 (A) MERES 
(G). 你 的 投资 价值 会 随 着 市 场 情况 而 变化 . 有 10% 的 机 会 市 场 会 下 滑 , 有 50% 的 机 会 保 
持平 稳 , 而 有 40% 的 机 会 市 场 表现 良好 . 下 表 提供 了 在 这 3 种 情况 下 市 场 变化 的 百分比 


HRHEHHUC 
ssse TEFA GO LIII (%) TER GO 
v 45 * 35 
A -10 35 +30 


6 +2 +7 +20 
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(a) 用 决策 树 表示 该 问题 . (b) 你 该 选择 种 哪 种 基金 投资 ? 


你 可 以 投资 一 种 利息 为 7.5%% 的 债券 , 能 按 券 面 价值 卖 出 ; 也 可 以 投资 一 种 进取 型 增长 股 


票 , 仅 有 1% 的 红利 . 如 果 担心 通货 膨胀 , 利率 就 会 上 升 到 8%, 在 这 种 情况 下 债券 的 本 爹 
价值 会 下 降 10%, 股票 价值 会 降低 20%. 假如 真 的 出 现 经 济 不 景气 , 利率 将 会 下 降 6%, 在 
这 种 条 件 下 , 债券 本 金 值 预计 上 升 5%, 而 股票 价值 会 增加 20%. 如 果 经 济 保持 不 变 , 该 只 
股票 的 价值 会 上 升 8%, 债券 本 金价 值 保持 不 变 . 有 经 济 学 家 预测 , 出 现 通货 膨胀 的 机 会 有 
20%, 经 济 衰退 的 的 机 会 有 1596. 假设 你 正在 根据 明年 的 经 济 条 件 作出 投资 决策 . 

(a) 用 决策 树 表示 这 个 问题 (b) 你 会 投资 股票 还 是 投资 债券 ? 


- AFC 即将 在 全 国 推出 新 的 “鸡翅 套餐 ”快餐 产品 . 公司 研究 部 门 相信 ，“ 鸡 怒 套 餐 ”将 会 


非常 成 功 , 并 打算 不 做 广告 而 直接 将 该 产品 立即 在 所 有 AFC 连锁 店 推出 . 但 市 场 部 门 对 
“套餐 ”的 意见 不 同 , 想 要 进行 大 力度 的 广告 宣传 . 这 项 广告 宜 传 将 耗费 $100 000, 如 果 成 
功 则 会 产生 $950 000 的 收益 . 假如 广告 不 成 功 (不 成 功 的 机 会 有 30%), 则 预计 收益 只 有 
$200 000. 如果 不 做 广告 而 得 到 顾客 接受 , 预计 的 收益 为 $400 000, 其 概率 为 0.8; 如 果 顾 
客 不 接受 , 则 收益 只 有 $200 000, 概率 为 0.2. 

(a) 画 出 相应 的 决策 树 . (b) AFC 应 该 采取 哪 种 行动 来 推出 这 个 新 产品 ? 


一 枚 硬币 被 连续 抛 3 次 , 每 正面 (H) LE 1 次 你 会 得 到 $1.00, 每 接连 2 次 正面 朝 上 你 还 
会 另外 得 到 $0.25( 提 醒 , HHH 包括 2 组 HH). 但 是 , 每 次 反面 朝 上 时 , 你 就 需要 退回 $1.1. 
你 可 以 选择 玩 还 是 不 玩 这 个 游戏 . 

(a) 画 出 该 游戏 的 决策 树 . (b) 玩 这 个 游戏 对 你 有 利 吗 ? 


你 有 个 机 会 在 赌场 玩 下 面 的 游戏 . 一 个 巩 子 连 掷 2 次 , 会 出 现 4 种 结果 : (1) 2 次 都 是 偶数 
点 ; (2) 2 次 都 是 奇数 点 ; (3) 2 次 结果 是 偶数 ~ 奇数 点 , 或 者 是 奇数 -偶数 点 ; (4) 所 有 的 其 
他 情况 . MOS CVHISFUM 2 种 结果 , 赌 金 相同 . 例如 , 你 可 以 下 注 同样 的 钱 数 赌 偶数 点 ( 结 
果 1) 和 奇数 点 (结果 2). 你 赌 的 每 元 钱 的 收益 是 : 赌 中 第 1 种 结果 得 2 元 钱 , 赌 中 第 2 
种 和 第 3 种 结果 得 1.95 元 , 赌 中 第 4 种 结果 得 1.50 元 


(a) 画 出 该 游戏 的 决策 树 . (b) 你 该 作出 哪 两 种 选择 ? 
(c) 在 这 场 游戏 中 , 你 能 赢 钱 吗 ? 


Acme 制造 公司 批量 生产 某 种 装饰 品 , 产品 不 合格 率 为 0.8%、1%、1.296 和 1.4% 的 相应 
概率 分 别 为 0.4, 0.3, 0.25, 0.05. 有 3 PEF A, B, C 要 签订 批量 订货 合同 , 分 别 要 求 不 
合格 率 为 0.8%、1.2% 和 1.4%. 假如 产品 不 合格 率 高 于 合同 规定 的 , 每 增加 0.1% 就 会 对 
Acme 公司 罚款 $100. 反 过 来 , 供应 比 合同 要 求 更 高 质量 的 产品 批 次 的 话 , 每 提高 0.1% 则 
Acme 会 增加 成 本 $50. 假定 在 送 货 前 并 不 对 批量 产品 进行 检查 

(a) 画 出 相应 的 决策 树 . (b) 这 3 个 客户 中 哪个 应 该 优先 得 到 他 们 的 订单 ? 


- TriStar 公司 计划 在 阿拉 斯 加 开设 一 家 新 的 工厂 . 该 公司 可 选择 现在 就 开设 一 家 完整 规模 


的 大 工厂 , 也 可 以 选择 先 开设 一 家 小 工厂 , 等 2 年 后 需求 条 件 改善 时 再 扩大 . 这 个 决策 问题 
要 考虑 的 时 间 范 围 为 10 年 , TriStar 预计 未 来 10 年 高 需求 和 低 需 求 的 概率 分 别 为 0.75 和 
0.25. 现在 建 大 厂 的 费用 是 500 万 美元 , 而 建 一 个 小 厂 的 费用 为 100 万 美元 . 2 年 后 扩建 
一 个 小 厂 的 费用 为 420 万 美元 . 下 表 给 出 未 来 10 年 运作 的 收入 情况 : 
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可 能 的 方案 预计 年 收入 (单位 $1 000) 


ARR [i13 
现在 建 大 厂 1000 300 
现在 建 小 厂 250 200 
两 年 后 扩建 900 200 


(a) 做 出 相应 的 决策 树 , 已 知 TriStar 可 以 选择 两 年 以 后 扩建 或 不 扩建 小 厂 

(b) 为 TriStar 公司 制订 一 个 未 来 10 年 的 建设 策略 .( 为 简单 起 见 , 不 考虑 货币 的 时 间 价 
a) 

10. 重新 求解 第 9 I, 假定 年 利率 为 1076, 并 在 决策 中 考虑 货币 的 时 间 价值 [注意 ， 在 求解 这 
个 问题 中 你 需要 计算 复 利 . 可 以 用 Excel 函数 NPV(i, R) 对 利率 i 计算 依存 在 范围 R 上 
的 现金 流 价值 :NPV 假设 每 笔 现金 流 都 发 生 在 年 底 . ] 

11. 重新 求解 第 9 是 ,假设 需求 可 以 分 为 高 、 中 、 低 , 相应 的 概率 分 别 为 0.7, 0:2, 0.1. 只 有 当 
头 2 年 的 需求 为 高 的 情况 下 才 扩 建 小 厂 . 下 表 给 出 年 收入 , 不 计 性 币 的 时 间 价值. 


预计 年 收入 (单位 $1 000) 
I AER LIN I 


现在 建 大 三 1000 500 300 
现在 建 小 厂 400 280 150 
2 年 后 扩建 900 600 200 


12. Sunray 电器 公司 有 一 个 200 辆 卡车 的 车 队 为 它 的 电器 网 络 提供 服务 , 该 公司 想 要 为 车 队 
制定 一 个 预防 性 的 定期 维修 计划 . 车 队 第 1 年 的 故障 概率 为 零 , 第 2 年 的 故障 概率 为 0.03， 
从 第 3 年 到 第 10 年 每 年 增加 0.01. 超过 10 年 后 , 故障 率 是 个 常数 , 为 0.13. 每 辆 卡车 一 
次 突 发 故障 的 维修 费 为 $200, 且 每 辆 卡车 的 定期 维修 费 只 有 $75. Sunray 公司 希望 为 这 
些 定期 的 预防 性 维修 确定 最 优 周期 ( 按 月 ). 

(a) 建立 相应 的 决策 树 、 (b) 确定 最 优 的 维修 周期 长 度 . 

13. 某 家 食品 店 对 面包 的 日 需求 量 按 下 面 的 概率 分 布 确定 : 


n 100 150 200 250 300 
p. | 020 $025 030 $015 ^ 010 


该 店 以 55 美 分 / 块 的 价格 买 进 面包 , 再 按照 $1.2/ 块 的 价格 售 出 
25 美 分 / 块 处 理 . 假定 库存 水 平 由 pn 指定 的 某 个 需求 水 平 决 定 . 
(a) 建立 相应 的 决策 树 。。〈b) 该 店 每 天 应 存 多 少 块 面包 ? 

14. 在 第 13 题 中 , 假设 该 店 想 要 把 这 个 决策 问题 扩充 为 2 天 期 间 的 情形 , 第 2 天 方案 取决 于 
第 1 天 的 需求 情况 .如 果 第 1 天 的 需求 正好 等 于 库存 量 , 该 店 就 会 按 第 1 天 同样 的 量 订 
货 . 假如 需求 超过 库存 量 的 话 , 该 店 就 会 多 订 , 而 如 果 少 于 库存 的 话 , 就 会 少 订 . 建立 相应 
的 决策 树 并 确定 出 最 优 订货 策略 - 

*#15。 某 自动 机 器 厂 生产 a( 单 位 : 1 000) 件 产品 . 随 着 a 增加 , 其 次 品 率 p 随 以 下 概率 密度 函 

数 增加 : 


不 掉 的 面包 按照 


op", O«p«l 
0, 


m-f ; 其 他 
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16. 


17. 


*19. 


如 出 现 1 件 次 品 , 公司 损失 $50. 对 每 件 合格 产品 , 公司 将 获 利 $5. 

(a) 建立 相应 的 决策 树 、 (b) 求 出 使 公司 获得 最 大 期 望 利润 的 a 值 . 

在 一 台 机 床上 加 工 外 径 为 d 的 一 种 圆柱 体 , 上 下 误差 允许 范围 为 4+tu Ad- tp. 生产 
工艺 服从 正 态 分 布 , 平均 值 为 u, 标准 差 为 "直径 过 大 的 圆柱 体 需要 返工 ， 返工 费用 为 
ei 元 .如果 圆柱 体 过 小 就 成 了 废料 , 费用 为 cx 元 . 建立 决策 树 并 求 最 优 设 定 的 d. 
(Cohan $A, 1984) 现代 林业 管理 采用 受 控 山 火 的 方法 来 降低 火灾 危险 并 刺激 新 林木 
的 生长 . 管理 部 门 可 选择 延期 点 火 或 按 计 划 点 火 ， 在 某 个 具体 的 开阔 地 上 ， 如 果 延 期 点 
K, 将 会 引致 $300 的 管理 费 ， 如 果 按 计划 实施 控制 点 火 ， 则 有 50% 的 机 会 是 好 天 气 ， 
并 且 实施 燃烧 的 费用 为 $3 200， 燃 烧 的 结果 可 能 成 功 , 成 功 的 概率 为 0.06; 也 可 能 顽 
烧 得 不 成 功 ,概率 是 0.4， 实 施 成 功 的 话 , 预计 产生 效益 $6 000; 实施 不 好 时 效益 只 有 
$3 000. 假如 天 气 不 好 , 将 取消 燃烧 , 相应 的 计划 成 本 是 $1 200, 不 产生 任何 效益 . 

(a) 建立 一 个 决策 树 来 确定 燃烧 是 该 按 计 划 进 行 还 是 该 延期 

(b) 研究 所 求 的 解 对 好 天 气概 率 变化 的 灵敏 度 . 


« (Rappaport, 1967) 某 制造 厂 采 用 了 线性 规划 方法 确定 所 生产 的 各 种 电视 型 号 的 最 优生 


产量 组 合 . 制造 厂 最 近 得 到 的 信息 显示 , 某 个 型 号 所 用 的 零 部 件 的 供应 商 有 40% 的 机 会 
涨 价 $35， 由 此 制造 厂 可 以 采取 两 种 行动 : 继续 使 用 原来 的 (最 优 ) 产品 组 合 (Al)， 或 者 
根据 提高 了 的 霍 部 件 价格 采用 新 的 (最 优 ) 组 合 (A2)， 假 如 价格 不 涨 的 话 , 行动 Al 最 
理想 ; 如 果 涨 价 的 话 , 行动 A2 最 理想 . 下 表 给 出 了 各 方案 关于 零 部 件 价格 的 每 月 总 利润， 
它 随 着 所 采取 的 行动 相应 产生 的 随机 性 后 果 而 变化 ， 


价格 上 涨 (01) 价格 不 涨 (O2) 
原来 的 产品 组 合 (A1) $400 000 $295 500 
新 的 产品 组 合 (A2) $372000 | $350 000 


(a) 建立 相关 的 决策 树 并 决定 应 采取 的 行动 . 

(b) 该 制造 厂 可 投资 $1 000 以 得 到 是 否 流 价 的 额外 信息 . 从 这 一 信息 可 知道 ， 涨 价 的 概 
率 为 0.9 的 机 会 有 5876, 涨 价 概率 为 0.3 的 机 会 有 42%. 你 会 建议 投入 这 笔 额 外 的 
em? 

渴望 水 平 指标 。 Acme 制造 公司 在 其 生产 工艺 中 利用 一 种 工业 化 学 品 .该 化 学 品 的 有 效 

期 为 1 个 月 , 过 期 没 用 的 必须 销毁 ，Acme 公司 对 这 种 化 学 品 的 用 量 (单位: 加 仑 ) 是 随 

机 的 , 服从 以 下 分 布 : 


200 
和- 人 人 100 « z « 200 
0, 其 他 


该 化 学 品 的 实际 消费 量 在 月 初 立即 出 现 . Acme 想 要 确定 化 学 品 的 库存 量 , 满足 两 个 
冲突 的 指标 (也 称 渴望 水 平 指标 ): 月 度 平均 剩余 量 不 超过 20 加 仑 , 并 且 月 度 平均 缺 货 量 
不 超过 40 me. 
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11.2.2 ”期 望 值 指标 的 各 种 变化 


本 节 解 决 有 关 期 望 值 指标 的 3 个 问题 . 第 1 个 问题 是 根据 实验 结果 确定 后 验 
概率 , 第 2 个 问题 涉及 效用 指标 与 货币 实际 价值 指标 的 比较 
后 验 ( 贝 叶 斯 ) 概率 ”用 于 期 望 值 指标 的 概率 通常 从 历史 数据 得 出 ( 见 14.5 节 ). 在 
某 些 情况 下 , 这 些 概率 能 通过 一 些 根据 抽样 和 实验 方法 得 出 的 其 他 信息 做 出 改进 ， 
这 样 产生 的 概率 就 称 为 后 验 (或 称 贝 叶 斯 ) 概率 [Posterior (或 Bayes’) Probability], 
它 和 从 原始 数据 得 出 的 先 验 概率 (prior probability) 正好 相反 . 


实际 应 用 一 Casey 的 问题 : 全 新 化 验 结果 的 解释 和 评估 

有 个 新 生 儿 名 叫 Casoy, 对 她 的 一 次 初 得 化 验 结果 显示 出 她 缺少 一 种 C14:1 Nf, 
人 需要 这 种 酶 来 消化 一 种 特殊 形式 的 脂肪 , 一 旦 缺少 这 种 酶 就 会 产生 严重 的 疾病 ， 
也 可 能 导致 原因 不 明 的 死亡 (一 般 属 于 婴儿 突然 死亡 综合 症 , 简称 SIDS). 以 前 对 
大 约 13 000 个 新 生 儿 做 过 这 项 化 验 , Casey 是 第 一 例 星 阳性 的 结果 . 尽管 只 赁 这 项 
化 验 还 不 能 做 出 确切 的 诊断 , 但 这 种 情况 出 现 的 极端 稀少 性 还 是 让 她 的 医生 相信 ， 
Casey 患 上 了 这 一 缺乏 症 的 可 能 性 有 80957-9096. 由 于 Casey 的 化 验 旦 阳性 , 医院 
用 了 贝 叶 斯 后 验 概率 来 评估 这 个 孩子 是 否 真 的 患 有 C14:1 缺乏 症 . 第 24 章 中 的 案 
例 11 给 出 了 对 这 个 问题 的 详细 分 析 . 


例 11.2-2 

本 例 说 明 如 何 对 期 望 值 指标 进行 修改 , 以 便 能 利用 后 验 概率 信息 . 在 例 11.2-1 
中 , 从 已 有 的 金融 出 版 物 上 , 我 们 分 别 得 到 了 牛市 和 熊市 的 ( 先 验 ) 概率 为 06 和 
0.4. 假设 你 不 仅仅 是 依赖 于 这 些 出 版 物 信息 ; 而 是 决定 通过 咨询 一 位 在 股票 市 场 方 
面 做 得 很 好 的 朋友 , 做 一 次 更 加 “个 性 化 ”的 调查 . 这 位 朋友 提供 了 “赞成 或 “ 反 
对 ”投资 的 一 般 性 观点 , 我 们 把 它 按 如 下 方式 进行 了 量化 : 如 果 是 牛市 , UAR t 
成 ” 票 的 机 会 有 90%; 但 如 果 是 熊市 的 话 , 投 “赞成 ”的 机 会 只 有 50%. 你 如 何 利用 
这 些 额外 的 信息 呢 ? 

朋友 的 这 段 氢 述 提供 了 已 知 牛 市 和 熊市 的 自然 状态 下 的 “赞成 /反对 ”的 条 件 
概率 . 为 便于 表达 , 我 们 采用 了 下 列 符号 : 


= 投 “赞成 " 票 
如 = 投 “ 反 对 " 票 
mi= 熊 市 
ma 三 牛市 
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这 位 朋友 的 叙述 可 以 写成 以 下 概率 公式 : 
Pf{ulm} = 0.9， Pfwzlmz} =0.1 
Pívima) 20.5, P{vz|m2} = 0.5 


有 了 这 些 额 外 的 信息 , 这 一 决策 问题 可 总 结 如 下 : 

(1) 如 果 朋 友 的 建议 是 “赞成 ” 你 会 投资 股票 A 还 是 股票 B? 

(2) 如 果 朋友 的 建议 是 “反对 ”, 你 会 投资 股票 A 还 是 股票 B? 

这 个 问题 可 以 用 图 11.5 所 示 的 决策 树 形式 . 节点 1 是 一 个 机 会 事件 , Fc n 
成 ”和 “反对 ”的 概率 . 节点 2 和 3 是 根据 朋友 对 “赞成 "和 “反对 ”的 各 自 投票 结 
JR, 而 在 股票 A 和 股票 B 之 间 选 择 的 决策 点 . 最 后 , 节点 4 至 节点 7 是 机 会 事件 ， 
代表 牛市 和 熊市. 


A m) 


P(mju) = 0.730 85900. 


m (m) 
Ro) 


牛市 (m) 
Pimju) = 0.730 


Miti (m) 
P(mju) = 0270 


HH (m) 
Pim]s) = 0231 


$500 


Me (m) 

反对 人 Pin) = 0700 
3 

站 市 (m) 

Pimajo 

T 


-82 000 


股票 B 


LL 
Us 2005 


图 11.5” 带 有 后 验 概率 的 股票 市 场 问题 决策 树 


为 了 评估 图 11.5 的 不 同 选择 方案 , 必须 要 计算 机 会 节点 4, 5, 6,7 的 m 和 m2 
分 支 的 后 验 概率 Pm. v), 这 些 后 验 概率 提供 了 朋友 的 “赞成 ”和 “反对 ”建议 的 
额外 信息 , 根据 下 列 一 般 步骤 计算 : 
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第 1 步 ”该 问题 的 条 件 概率 P(vjlm) 为 


v v2 
m 09 01 
ma 05 05 


93-25 ”计算 各 联合 概率 
P(m;vj] = Pi|m)P(m, 对 所 有 的 i 和 了 


由 先 验 概率 P(mi) = 0.6, P(ma) = 0.4, 求 上 述 联合 概率 只 要 将 第 1 步 表 中 的 
第 1 行 和 第 2 行 分 别 用 0.6 和 0.4 HR, 我 们 得 到 


v va 
m 0.54 0.06 
m v.20 0.20 


表 中 各 项 之 和 等 于 1. 
第 3 步 ” 计 算 绝 对 概率 
P{wy} = 3 P(movj, 对 所 有 的 j 
所 有 ， 
这 些 概率 值 可 从 第 2 步 表 中 每 行 相 加 算出 
P(u) P{w} 
第 4 步 ”计算 所 需 的 后 验 概率 


Pine = Pere 


为 计算 这 些 概率 值 , 将 第 2 步 表 中 每 列 各 行 用 第 3 步 表 中 对 应 列 元 素 相 除 , 得 


到 
$ [1 v 
m Cor [osi] 
m Coz 


这 些 就 是 图 11.5 中 所 显示 的 概率 , 与 原来 的 先 验 概率 P{ma}=0.6 和 P{m} = 
0.4 不 同 . 
现在 , 我 们 就 可 以 根据 节点 4 至 节点 7 的 期 望 益 损 值 来 评估 各 方案 了 , 即 
"vu 
节点 4 的 股票 A=5 000 x 0.730 + (-2 000) x 0.270 = $3 110 
节点 5 的 股票 B=1 500 x 0.730 + 500 x 0.270 = $1 230. 
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决策 : 投资 股票 A. 
“反对 ” 
节点 6 的 股票 A=5 000 x 0.231 + (—2 000) x 0.769 = _$383 
节点 7 的 股票 B=1 500 x 0.231 +500 x 0.769 = $731 


决策 : 投资 股票 B. 

上 面 的 决策 相当 于 说 , 在 决策 点 2 和 决策 点 3 的 期 望 收益 分 别 为 $3 110 和 
$731( 见 图 11.5). 因此 , 对 于 第 3 步 算出 的 概率 Pfw} 和 P(vo), 我 们 可 以 计算 出 整 
个 决策 树 的 期 望 收 益 (见习 题 11.2B 的 第 3 题 ). 


Excel 程序 

Excel 文件 excelBayes xls 用 来 对 最 大 10 x 10 的 先 验 概率 和 矩阵 ( 行 7:14 和 列 
FK 及 O:V 被 隐藏 起 来 以 保留 空间 ) 计算 贝 叶 斯 后 验 概率 . 输入 数据 包括 Pm) 和 
P(vim). 该 电子 表格 程序 检查 输入 数据 中 的 错误 , 并 显示 适当 的 错误 信息 . 图 11.6 
显示 了 对 例 11.2-2 问题 模型 的 应 用 . 


图 11.6 用 Excel 计算 例 11.2-2 的 贝 叶 斯 后 验 概率 (文件 excelBayes.xls) 


习题 11.2B 
1， 某 社区 学 院 的 数据 显示 , 和 没有 学 过 微 积分 的 50% 的 学 生 相 比 , 在 高 中 学 过 微 积分 的 新 生 
中 有 75% 学 习 成 绩 都 不 错 . 当年 的 招生 情况 表明 , 有 30% 的 新 生 已 经 学 过 微 积分 . 那么 
一 名 新 生 在 学 院 里 学 习 成 绩 好 的 概率 是 多 少 ? 
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*2. Elektra 公司 有 7596 的 电器 元 件 是 从 供应 商 A 采购 的 , 剩 下 的 25% 来 自 供应 商 B. 供应 
商 A 和 B 产品 的 次 品 率 分 别 是 1% 和 2%. 在 收 到 一 批 货 中 随机 抽样 5 件 进行 检查 时 ， 
只 发 现 1 件 不 合格 品 . 求 该 批量 产品 是 来 自 供应 商 A 的 概率 . 对 供应 商 B 重复 同样 的 计 
算 .( 提 示 : 一 个 样本 中 不 合格 品 的 概率 服从 二 项 分 布 . ) 

. (EDI 11.2-2 中 , 假定 你 有 另外 一 项 投资 选择 , 把 初始 的 $10 000 投入 到 某 个 安全 的 定期 储 
Jib, 储 蔷 利率 为 8%. 你 朋友 建议 只 用 于 股票 投资 
(a) 建立 相应 的 决策 树 . 

(b) 这 种 情况 下 最 优 的 决策 是 什么 ?( 提 示 : 利用 例 11.2-2 第 3 步 给 出 的 P{v} 和 Piva}, 
计算 出 投资 股票 市 场 的 期 望 值 . ) 

*4， 你 是 一 名 有 希望 写 出 一 本 成 功 小 说 的 作家 .你 可 以 选择 自己 出 版 这 本 小 说 , 也 可 以 通过 出 

版 社 来 出 版 , 如 果 签 了 合同 , 出 版 社 给 你 $20 000. 如 果 小 说 成 功 , 会 有 200 000 本 的 销售 

Je 假如 不 成 功 的 话 , 只 能 卖 出 10 000 本 ， 出 版 社 支 付 每 本 版 税 $1， 出 版 社 进行 的 一 项 

市 场 调查 表明 , 这 本 小 说 成 功 的 机 会 有 70%. 如果 你 自己 出 版 这 本 小 说 , 一 开始 你 要 支付 

$90 000 用 作 印 刷 和 宣传 , 但 卖 出 每 本 书 可 兆 赚 $2. 

(a) 根据 以 上 信息 , 你 会 接受 出 版 商 的 条 件 , 还 是 自己 出 版 这 本 小 说 ? 

(b) 假设 你 委托 一 个 文学 代理 公司 进行 一 项 小 说 是 否 可 能 成 功 的 调查 . 根据 过 去 的 经 验 ， 
该 代理 公司 告诉 你 说 , 当 小 说 成 功 情况 下 , 有 20% 的 时 候 调查 预测 出 错误 的 结果 ; 而 
当 小 说 不 成 功 的 情况 下 , 有 85% 的 时 候 调查 给 出 正确 的 预测 .这 个 信息 对 你 的 决策 
有 怎样 的 影响 ? 

5. 考虑 习题 11.2A 第 2 题 中 农场 主 McCoy 的 决策 问题 . 假设 这 位 农场 主 还 有 另外 一 种 选择 ， 
即 把 土地 用 作 牧场 , 在 这 种 情况 下 保证 能 有 $7 500 的 收益 . 这 位 农场 主 还 从 经 纪 人 那里 得 
到 了 有 关 未 来 商品 价格 稳定 性 的 确切 信息 . 经 纪 人 对 这 一 方案 "有利 ” 和“ 不利” 的 评价 进 


一 步 量化 为 下 面 的 条 件 概率 : 
ai a 
^ 0.85. 015 
P(als) = s 050 0.50. 
53 0.15 0.85 


符号 at 和 oa 表示 经 纪 人 “有 利 ” 和 “不 利 ”的 评估 结果 , s1, s2, ss 分 别 代表 未 来 价格 的 
升 、 平 、 降 变化 - 
(a) 建立 相应 的 决策 树 、 (b) 确定 该 问题 的 最 优 决策 

.习题 11.2A 第 5 题 中 , 假设 AFC 的 管理 部 门 决定 在 指定 地 区 对 它 的 鸡 妞 套餐 进行 市 场 检 
验 . 检验 的 结果 要 么 是 “好 ”, 要 么 是 “ 坏 ”. 这 项 检验 产生 了 下 列 条 件 概率 , 分 别 对 应 于 是 
否 进 行 广告 宜 传 : 


Pfaslv} 一 作 广 告 Pf{aslws} 一 不 作 广告 
as o a a2 
v 0.95 0.05 w 08 0.2 


v 03 07 w 04 06 
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符号 vi 和 vo 代表 “成 功 ”和 “不 成 功 ”, ws 和 wa 代表 “可 以 接受 " 和 “不 能 接受 ”. 
(a) 建立 相应 的 决策 树 。 。 (b) 确定 出 AFC 的 最 佳 行动 方案 - 

7. 根据 Acme 制造 公司 的 历史 数据 估算 , 所 生产 出 的 小 饰品 批量 不 能 令 人 接受 ( 坏 的 ) 的 机 会 
有 5%. 一 次 坏 批量 中 有 15% 的 次 品 , 而 一 次 好 批量 只 有 4% 的 不 合格 品 . 令 a = 6 (= 02) 
表示 该 批量 是 好 的 ( 坏 的 ), 相应 的 先 验 概率 为 

P{a=0}=0.95, P{a = 02} = 0.05 
不 是 只 根据 先 验 概率 发 货 , 公司 还 做 了 两 件 产品 的 抽样 检验 , 得 出 3 种 可 能 的 结果 : (1) 这 
两 件 都 是 好 的 (z1), (2) 有 一 件 是 好 的 (za)，(3) 这 两 件 都 是 次 晶 (zs). 
(a) 求 出 后 验 概率 P(0,2;), i= 1,2;j = 1,2,3. 
(b) 假设 该 制造 公司 把 各 批量 产品 供 货 给 客户 A 和 客户 B, 而 且 合同 规定 , 客户 A 和 B 
的 次 品 率 分 别 不 超过 5% 和 8%, 超过 以 上 最 大 上 限 的 每 个 百分点 将 支付 $100 T6. 
供应 比 合同 规定 更 好 质量 的 产品 时 , 每 多 一 个 百分点 公司 要 多 花费 $50. 建立 相应 的 
决策 树 并 确定 供 货 批量 的 优先 策略 
效用 函数 在 前 面 介 绍 的 内 容 中 , 期 望 值 指标 已 被 应 用 在 收益 是 实际 货币 的 情况 
F. 然而 还 有 一 些 情况 下 , 分 析 中 应 该 用 到 的 是 效用 , 而 不 是 实际 的 货币 价值 . 为 了 
说 明 这 一 点 , 假设 有 50:50 的 机 会 , 使 得 一 笔 $20 000 的 投资 要 么 产生 $40 000 的 收 
益 , 要 么 完全 损失 掉 , 相应 的 期 望 收益 为 40 000 x 0.5 — 20 000 x 0.5 = $10 000. 虽 
然 存在 一 笔 净 收 益 , 但 不 同 的 人 对 这 个 结果 的 解释 却 大 相 径 庭 . 一 个 愿意 接受 风险 
的 投资 人 可 能 会 因为 有 50% 的 机 会 赚 $40 000 而 进行 投资 ; 反 过 来 , 一 个 保守 的 投 
资 人 则 可 能 不 愿意 留 损失 $20 000 的 风险 . 从 这 个 观点 来 看 , 不 同 的 人 面 对 风 险 显 
示 出 不 同 的 态度 , 也 就 是 说 , 个 人 关于 风险 显示 出 不 同 的 效用 . 
效用 的 确定 是 主观 性 的 , 依赖 于 我 们 对 接受 风险 的 态度 . 本 节 介绍 一 种 关于 决 
策 者 对 风险 承受 能 力 的 量化 方法 . 最 终 的 结果 是 用 一 种 效用 函数 来 代替 货币 价值. 
在 上 述 投资 情形 中 ， 最 好 的 益 损 值 是 $40 000, 最 差 益 损 值 是 -$20 000， 这 
样 我 们 建立 一 种 任意 (但 合理 ) 的 效用 度量 U, 从 0 到 100, 其 中 U(-820 000) = 
0, U ($40 000) = 100. 对 —$20 000 到 $40 000 中 间 值 的 效用 按 以 下 方法 确定 : 如 果 
决策 者 对 风险 的 态度 一 般 , 则 产生 的 效用 函数 为 连接 (0, -$20 000) 到 (100, $40 000) 
的 一 条 直线 . 在 这 种 情况 下 , 真正 的 货币 值 和 它 的 效用 都 会 产生 同样 的 决策 . 实际 
E, 效用 函数 采用 了 其 他 形式 来 反映 决策 者 对 风险 的 态度 . 图 11.7 显示 了 X, Y, Z 
这 3 个 人 的 情况 . X 属于 保守 型 (小 心 谨慎 型 ) 的 人 , 因为 图 中 显示 出 他 对 损失 比 
收益 更 加 敏感 . 2 与 之 正 相反 , 因此 他 勇于 填 险 . 图 中 显示 , 对 于 保守 型 的 X, 对 应 
于 损失 -$10 000 的 效用 的 降幅 bc 比 相应 于 获 利 $10 000 的 增幅 ab 来 得 大 . 对 同 
样 的 +810 000 变化 , 勇于 冒险 的 Z 显现 出 完全 相反 的 行为 , 因为 de > ef. 此 外 , Y 
属于 稳健 型 的 人 , 因为 对 应 于 上 述 变化 的 效用 是 相同 的 . 一 般 地 , 某 个 人 可 能 既是 
保守 型 的 又 同时 具有 是 冒险 型 的 一 面 , 在 这 种 情况 下 , 相应 的 效用 曲线 显现 出 某 种 
拉 长 的 S 形 . 
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图 11.7 保守 型 (X)、 稳 健 型 (Y) 和 冒险 型 (Z) 决策 者 的 效用 函数 


类 似 于 图 11.7 上 显示 的 效用 曲线 是 通过 将 决策 者 对 不 同 现金 货币 水 平 风险 的 
态度 进行 “量化 ”所 得 到 的 . 在 我 们 的 例子 中 , 所 需 的 区 间 为 (-$20 000, $40 000), JH 
应 的 效用 值 范围 是 (0, 100). 我 们 想 做 的 是 , 对 所 有 中 间 的 货币 值 , 如 -810 000、$0、 
$10 000. $20 000 和 $30 000, 给 出 其 相应 的 效用 值 . 具体 方法 从 给 定 一 个 现金 量 > 
建立 一 次 博彩 开始 , 其 期 望 效用 函数 为 : 


U(z)=PU(-20 0C0) + (1 — p)U (40 000),0 < p < 1 
=0p+ 100(1 — p) 
=100 — 100p 


为 了 确定 U (2), 我 们 让 决策 者 说 出 是 愿意 保有 现金 值 z, 还 是 愿意 利用 这 个 机 
会 博 一 次 彩 , 其 中 输 掉 $20 000 的 概率 是 p, 而 赢得 $40 000 的 概率 为 1 - p. 决策 
者 把 他 的 偏好 转述 为 指定 一 个 p 的 值 , 这 个 值 使 得 他 对 这 两 个 选择 都 无 差别 . 比如 ， 
假设 > = $20 000, 决策 者 可 能 就 会 说 , 当 p = 0.8 IH, 保有 这 $20 000 和 博彩 的 吸引 
力 是 等 同 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 计算 出 = = $20 000 的 效用 为 


U(20 000) = 100 — 100 x 0.8 = 20 


我 们 不 断 采用 这 种 方式 , 直到 产生 出 足够 的 点 [z,U(z)] 来 得 到 效用 函数 的 形 
状 . 然后 我 们 就 可 以 利用 回归 分 析 或 者 分 段 线性 函数 , 来 得 出 我 们 所 需要 的 效用 函 
数 了 . 


416 第 11 章 决策 分 析 与 对 策 


尽管 我 们 在 用 一 种 定量 化 的 方法 来 确定 效用 函数 , 但 这 种 方法 非常 不 科学 . 事 
KE, 这 样 的 方法 是 完全 受 决策 者 的 观点 所 左右 的 , 因此 这 一 过 程 的 可 靠 性 令 人 怀 
RE. 特别 是 , 这 种 方法 隐 含 地 假定 决策 者 总 是 理性 的 , 但 由 于 人 类 本 身 的 行为 和 情 
绪 的 变化 性 , 这 种 要 求 并 不 总 是 能 达到 . 因此 , 决策 者 应 该 从 广义 的 角度 理解 效用 
的 概念 , 货币 价值 不 应 该 成 为 决策 中 唯一 的 评价 因素 . 


习题 11.2C 


*L 你 是 一 名 阿肯色 大 学 的 学 生 , 非常 想 要 观看 下 一 次 Razorbacks 篮球 赛 , 但 问题 是 买 门票 需 
要 $10, 而 你 只 有 $5. 你 可 以 用 这 $5 M EISE IIR, 要 么 让 你 的 钱 翻 一 番 , 要 么 全 输 
Wi, 机 会 是 50:50. 
(a). 按照 货币 价值 , 你 会 想 参与 这 个 扑克 牌 游戏 吗 ? 
(b) 根据 你 想 弄 明白 这 个 游戏 的 迫切 要 求 , 把 实际 的 钱 转换 成 一 个 效用 函数 . 
(c) 按照 你 在 (b) 中 建立 的 效用 函数 , 你 还 会 想 参与 这 把 扑克 牌 游戏 吗 ? 

*2. Golden 一 家 刚刚 搬 到 一 个 已 知 会 发 生地 震 的 地 方 , 他 们 必须 决定 是 否 要 按照 高 抗震 等 级 
建造 自己 的 房子 . 用 这 一 抗震 等 级 建造 房子 的 费用 是 $850 000, 否则 的 话 造 一 座 同类 房子 
的 价格 只 有 $350 000. 假如 地 震 发 生 了 (而 且 可 能 发 生地 震 的 概率 有 0.001), 一 座 抗震 等 
级 不 够 的 房子 就 会 花 $900 000 去 修缮 . 建立 与 该 问题 相关 的 博彩 , 假定 效用 度量 为 0 到 
100. 

*3, 在 一 项 高 风险 下 的 冒险 投资 中 , 一 笔 $10 000 在 下 一 年 内 有 50:50 的 机 会 要 么 增值 到 
$14 000, IEA MEMM $8 000. 这 样 , 净 收 益 可 能 是 $4 000, 也 可 能 是 —$2 000. 
(a) 假设 投资 人 对 风险 不 敏感 ,效用 度量 从 0 到 100, 确定 投资 净 收 益 为 $0 的 效用 , 以 及 


相应 的 无 差别 概率 
(b) 假设 有 两 个 投资 人 A 和 B 显示 出 下 列 无 差别 概率 ; 
ED 
PURO) 7 — WEAS 

000 100 109 

Zi 000: 030 090 

0 020 080 

100 93s 0:70 

2000 010 050 

3 000 0.05 040 

4 000. 0.00 0.00 


画 出 投资 人 A 和 投资 人 B 的 效用 函数 曲线 , 并 把 每 个 投资 人 划 定 为 是 不 愿 冒 险 

的 投资 人 还 是 勇于 冒险 的 投资 人 - 

(c) 假定 投资 人 A 有 机 会 对 两 个 项 目 I 或 之 一 进行 投资 . 项 目 IT 可 能 产生 $3 000 的 净 
收益 , 概率 是 0.4; 也 可 能 净 损失 $1 000, 概率 为 0.6. 项 目 II 有 可 能 产生 $2 000 的 
净 收 益 , 概率 是 0.6; 也 可 能 没收 益 , 概率 为 0.4. 根据 (b) 中 的 效用 函数 , 利用 期 望 效 
用 指标 来 确定 投资 人 A 应 选 哪 一 项 目 投资 . 对 应 所 选项 目的 期 望 费 用 值 是 多 少 ?( 提 
示 : 利用 该 效用 函数 的 线性 插值. ) 

(d) 对 投资 人 B 重复 (c). 
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11.3 ”不 确定 型 决策 


和 风险 型 决策 一 样 , 不 确定 型 决策 也 涉及 其 益 损 依赖 于 (随机 ) 自 然 状态 的 行 
动 方案 . 具体 来 说 , 一 个 有 m 个 行动 方案 和 n 个 自然 状态 的 决策 问题 的 益 损 矩阵 
可 以 表示 为 
^ s e sn 
a | vlas) vanss) => vasn) 
42 | v(an$i) vos,s2) => vlaz, Sn) 


am | vams) — v(am 52) :vam,sn) 


JU a, 代表 行动 i, 元 素 s; 代表 自然 状态 j. 对 应 于 行动 w 和 自然 状态 s, 结果 的 
益 损 值 为 vlas, s). 

风险 型 决策 和 不 确定 型 决策 的 区 别 是 ， 在 不 确定 型 决策 情况 下 ,对 应 于 状态 
sj = 1,2,… ,n 的 概率 分 布 是 未 知 的 或 无 法 确定 . 这 种 信息 的 缺乏 决定 了 需要 建 
立 以 下 准则 来 分 析 这 种 决策 问题 : 

(1) 拉 普 拉 斯 准则 ; (2) 极 小 化 极 大 准则 ; 

(3) 损失 后 悔 准则 ; — (4) BRRR. 
这 些 准则 的 差别 在 于 决策 者 面 对 不 确定 情形 下 的 保守 程度 . 

拉 普 拉 斯 准则 建立 在 不 充分 理由 原则 (principle of insufficient reason) 之 上 . 
由 于 概率 分 布 未 知 , 因此 没有 理由 相信 有 关 自 然 状 态 的 概率 是 不 同 的 ， 因 此 对 可 
能 方案 的 评估 就 采用 了 乐观 性 的 假设 , 即 所 有 的 状态 都 等 可 能 发 生 , M P{s1} = 
P{s2} =… =P{sn} = 3. 设 益 损 值 v(oi,si) 代表 收益 , 则 最 好 的 那个 方案 将 达到 


We Zren) 
气 


假如 v(ai, s;) 表示 损失 , 则 用 最 小 化 代替 最 大 化 . 
极 大 化 极 小 ( 极 小 化 极 大 ) 准 则 基于 让 最 差 可 能 条 件 达 到 最 好 的 保守 态度 . 如 
R vlas) 为 损失 , 则 我 们 选择 对 应 于 极 小 化 极 大 准则 


re) 


的 行动 方案 . 假如 v(a, sj) 是 收益 , 我 们 采用 下 面 给 出 的 极 大 化 极 小 准则 


max [invio e) 
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损失 后 悔 准则 寻求 在 极 小 化 极 大 ( 极 大 化 极 小 ) 指 标 中 缓和 保守 主义 , 用 一 种 损 
X (Oh d EIE r(ai,s;) 通过 下 面 的 变换 来 代替 (收益 或 损失 的 ) 益 损 矩阵 
is Sj): 
EDU: qe ns -minirs)) 如 果 为 损失 
OY max {v(ax, 8;)} 一 v(ai,s;)， 如 果 v 为 收益 
为 了 说 明 为 什么 损失 后 悔 准 则 “缓和 了 ” 极 小 化 极 大 ( 极 大 化 极 小 ) 准则 , 我 们 
考虑 下 面 的 损失 矩阵 vlas, sj) 
$i, s2 行 最 大 值 
a, [ S1100 $90 | sl 000 
a | $10000  $10000 | $10 000 — 极 小 化 极 大 值 


使 用 极 小 化 极 大 准则 , 那么 最 好 采用 具有 有 限 损失 $10 000 的 oa. 但 是 我 们 也 
可 以 选择 a, 因为 如 果 只 有 s 出 现时 , 我 们 有 机 会 把 损失 限制 在 $90. 
我 们 来 看 看 假如 使 用 下 面 的 后 悔 矩阵 r(oi, s;) 时 情况 会 怎样 : 
s Lc] 行 最 大 值 
a, [ $1000 $0 | $1000.— 极 小 化 极 大 值 
a $0 $9 910 $9 910 
用 这 个 后 悔 矩阵 时 , 该 极 小 化 极 大 准则 将 会 根据 需要 选择 w. 
最 后 来 看 赫 尔 维 茨 准则 , 它 用 来 反映 从 最 乐观 到 最 悲观 (或 保守 ) 的 决策 态度 . 
定义 0 < a < 1, 并 假设 vai, sj) 表示 收益 , 则 选择 的 行动 必须 与 下 式 相关 ， 


mp [ompeotes + (1 — a) minvar s) 


a 称 为 乐观 指数 (index of optimism). 如 果 a = 0, 该 指标 是 保守 的 , 因为 它 用 了 通 

常 的 极 小 化 极 大 准则 . 如 果 a = 1, 则 该 指标 产生 乐观 的 结果 , 因为 它 寻 求 好 中 最 好 

的 条 件 . 我 们 可 以 通过 在 (0, 1) 区 间 内 选择 适当 的 a 值 , 来 对 乐观 (或 翡 观 ) 程度 作 

一 些 调整 . 在 对 乐观 性 和 悲观 性 感觉 局 样 强 的 时 候 ; 我 们 可 以 适当 选择 a = 0.5. 
如 果 v(ai, sj) 表示 损失 , 则 该 准则 改变 为 


min [enint s) a mso 


例 11.3-1 

全 国 户外 运动 学 校 (National Outdoors School, NOS) 正 准备 在 阿拉 斯 加 中 心 
地 区 建 一 个 夏季 宿营 地 , 用 来 作为 培训 野外 生存 人 员 的 基地 . NOS 估计 , 参加 培训 
的 人 数 可 分 为 4 档 : 200, 250, 300 和 350. 当 规模 正好 符合 需求 时 , 建 营地 的 费用 最 
小 . 如 果 超 过 和 不 足 需 求 水 平时 ， 或 者 由 于 建造 多 余 的 (用 不 了 的 ) 营地 , 或 者 由 于 
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营地 建造 不 足 、 满 足 不 了 需求 而 损失 收入 机 会 , 都 会 发 生 额 外 的 费用 . 令 a 到 a, 
表示 营地 规模 (200, 250, 300, 350), s; 到 ss 是 参加 人 员 数 , 下 表 给 出 了 该 情形 的 费 


用 矩阵 (单位 为 1 000 美元 ) 


用 上 述 4 种 准则 分 别 分 析 这 个 问题 . 


CENE? 
18 25 
12 s 
12) 0E 
19 ` 15 


拉 普 拉 斯 准则 设 P(s) = 二 7 = 1,2,5,4, 不 同行 动 方 案 的 期 望 值 计算 为 


B{a}=3(5+10+18+25) = $14 500 
Efaa}= 1(8-- 7 -- 12-- 23) = $12 500 一 最 优 
E(as) = 1(21 + 18 + 12 + 21) = $18 000 
E(a4) = 1(30-- 22 +19 + 15) = $21 500. 


极 小 化 极 大 准则 。 极 小 化 极 大 准则 产生 下 面 的 矩阵 


55 


行 最 大 值 


^os 
a 5 10 
a 8 了 


18 


21 
15 


25 
23 
21 — 极 小 化 极 大 值 
30 


损失 后 悔 准则 ”从 1, 2, 3, 4 列 中 分 别 减 去 5， 


5i 


7, 12, 15, 得 出 后 悔 矩阵 如 下 : 
行 最 大 值 


51 82 
a 0 3 
a2 3 0 


a | 235 15 


RERU ”下 表 给 出 计算 结果 : 


10 
8 
6 
0 


10 
8 一 极 小 化 极 大 值 
16 
25 


行动 方案 行 最 小 值 RKA at 行 最 小 值 ) + O a)( 行 最 大 值 ) 
ai 5 25 256—200 
a 7 2 23- 16a 
as 12 a 21-92 
Eh 15 30 30- 15a 
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用 某 个 适当 的 a, 就 可 以 求 出 最 优 的 行动 方案 . 例如 当 a = 05 时 ,oa 或 a2 都 
产生 最 优 决策 ; 而 当 a = 0.25 时 , as 最 优 . 


Excel 程序 

电子 表格 程序 excelUncertainty.xls 用 来 自动 计算 拉 普 拉 斯 、 极 大 化 极 小 、 损 失 
后 悔 和 赫 尔 维 蒋 准 则 . 该 程序 使 用 一 个 费用 和 矩阵， 如 要 使 用 收益 矩阵 , 所 有 元 素 必 
须 乘 以 -1. 图 11.8 显示 用 本 程序 求解 例 11.31, 最 大 矩阵 维 数 为 10 x 10 (为 了 节 
省 空间 , 将 列 F:K 隐藏 ). 


W118 例 11.3-1 的 Excel 解 (文件 excelUncertainty xls) 


习题 11.3A 
“1，Hank 是 个 聪明 的 学 生 , 每 次 考试 前 天 晚上 他 只 要 温习 一 下 课程 往往 都 能 得 到 好 成 绩 ， 但 
对 明天 的 考试 , Hank 区 到 了 一 个 小 问题 , 因为 他 想 参加 兄弟 会 哥们 儿 开 的 一 个 通宵 派对 . 
Hank 有 3 个 选择 : 
qm 三 整 晚上 派对 
22 二 把 这 个 晚上 时 间 平均 分 两 半 , 一 半 学 习 , 一 半 派对 
as 一 整 晚上 都 学 习 


明天 的 考试 可 能 容易 (s1)、 适 中 (52), 也 可 能 很 难 (sa), 取决 于 教授 难以 揣测 的 情绪 . Hank 
期 望 得 到 下 列 分 数 ; 


^ s s 
a 85 60 40 
a 92 85 81 
as 100 58 82 
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(a) (根据 4 个 不 确定 型 决策 准则 的 每 一 个 ) 为 Hank 建议 一 个 行动 方案 . 
(b) fü Hank 对 他 将 得 到 的 用 字母 表示 的 分 级 成 绩 更 感 兴趣 , 从 A 到 D 的 成 绩 分 别 对 
应 于 90, 80, 70, 60 分 .( 等 级 F 表示 不 及 格 ) 对 这 种 成 绩 的 态度 会 改变 Hank 的 行动 
o? 
对 即将 到 来 的 播种 季节 , 农场 主 McCoy 可 以 种 玉米 (a1), 也 可 以 种 小 麦 (oa), 或 者 种 大 豆 
(as), 也 可 能 把 这 块 地 用 来 放牧 (a4). 相对 不 同行 动 的 益 损 值 受到 降雨 量 的 影响 , 包括 : 降 
雨量 大 (s1)、 降 雨量 适中 (s?)、 降 雨量 小 (ss) REFR (s4). 
估计 的 益 损 矩阵 (单位 : 1 000 美元 ) 为 


" 


^ E] E s4 
a -20 60 30 -5 
a2 40 50 35 0 
as -50 100 45 -10 
as 12 15 15 10 
给 出 农场 主 McCoy 的 行动 方案 . 


. EN 台 机 器 中 必须 选 出 一 台 制 造 Q 件 某 种 产品 . 对 该 种 产品 的 最 小 和 最 大 需求 量 分 别 是 
Q' 和 Q…. 在 机 器 i 上 生产 Q 件 产品 的 生产 费用 包括 一 笔 固 定 费 用 K; 和 单位 产品 的 可 
变 费 用 cs 如 下 : 

TC, 5 Ki «Q 
(2). 应 用 4 个 不 确定 型 决策 准则 的 每 一 个 , 求 出 本 问题 的 一 个 解 . 
(b) 假设 1 000 < Q < 4 000, 用 下 列 数据 求解 本 问题 ， 


LUI K($) e» 
1 100 5 
2 ao m 
3 10 3 
4 9 s 
114 对 策 it 


对 策 论 所 研究 的 决策 情形 中 , 具有 冲突 目标 的 两 个 智能 型 对 手 都 想 要 胜 过 对 
Jj. 典型 的 对 策 论 例子 包括 竞争 产品 的 广告 战 , 以 及 为 作战 部 队 制 定 战 略 等 . 

在 对 策 冲突 中 , 两 个 对 手 称 为 局 中 人 (player), 每 个 局 中 人 都 有 若干 (有 限 或 无 
限 个 ) 方法 , 或 叫 策略 (strategy)， 相 应 于 每 一 对 策略 , 一 个 局 中 人 从 另 一 个 局 中 人 
那里 会 得 到 一 个 收益 (payoff). 这 类 对 策 被 称 为 二 人 零 和 对 策 (two-person zero-sum 
game), 因为 一 个 局 中 人 得 到 的 收益 意味 着 另 一 个 局 中 人 付出 等 量 的 损失 . 这 时 我 
们 用 一 个 局 中 人 的 收益 来 评判 这 种 对 策 . 假定 两 个 局 中 人 A 和 BHAA mA n 
种 策略 , 那么 这 一 对 策 通常 可 用 局 中 人 A 的 收益 矩阵 来 表示 ， 
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Bi B2 Bs 
Ar au an - am 
A2 an an RS Gon 
Am | am am amn 


这 种 表示 法 说 明 , 如 果 A 采用 策略 i BB 采用 策略 j, W A 的 收益 为 ui, 同时 意 
味 着 B 的 收益 是 -oj- 


实际 应 用 一 莱 德 杯 比赛 最 后 一 天 排 定 高 尔 夫 球 手 比赛 顺序 

在 高 尔 夫 循环 赛 的 最 后 一 天 , 两 支 球 队 争夺 冠军 . 每 支 球 队 的 队长 必须 提交 一 
份 高 尔 夫 球 手 的 出 场 顺序 单 (出 场 名 单 )， 这 个 名 单 也 就 确定 了 比赛 场次 . 我 们 似乎 
可 以 假定 ， 假如 两 个 水 平 相当 的 球 手 在 他 们 的 分 别 出 场 名 单 中 排 在 同样 的 位 置 ， Lj 
么 每 个 球 手 赢得 比赛 的 机 会 为 50:50. 当 排 在 前 面 的 球 手 和 排 在 后 面 的 球 手 比赛 时 ， 
获胜 的 概率 就 会 增加 . 我 们 的 目标 是 建立 一 套 解析 的 方法 , 看 看 采用 比赛 出 场 名 单 
的 想法 是 对 还 是 不 对 . 第 24 章 的 案例 12 给 出 了 这 项 研究 的 细节 . 


11.4.1 二 人 零 和 对 策 的 最 优 解 


由 于 对 策 来 源 于 利益 的 冲突 ， 最 优 解 就 要 每 个 局 中 人 选择 一 个 或 多 个 策略 , 使 
得 对 所 选 策 略 的 任何 改变 都 不 改善 双方 局 中 人 的 收益 . 这 些 解 可 以 是 单一 纯粹 策略 
的 形式 , 也 可 以 是 根据 具体 概率 所 得 出 的 几 个 混合 策略 . 下 面 的 例子 说 明了 这 两 种 
情况 . 
Bl 11.4-1 

两 家 公司 A 和 B 销售 两 个 品牌 的 感冒 药 . 公司 A 的 产品 广告 发 布 在 广播 (Ai)、 
电视 (A2) 和 报纸 (As) E, 公司 B 除了 用 广播 (B1)、 电 视 (B2) 和 报纸 (Ba) 做 广 
告 外 , 还 寄 发 宣传 页 (Ba). 根据 每 种 广告 宣传 的 效果 , 每 家 公司 都 可 以 从 另 一 方 争 
夺 一 部 分 市 场 . 下 面 的 矩阵 给 出 了 公司 A 所 夺 到 的 或 丢失 的 市 场 份额 百分比 . 


Bi B2 Ba Bi 行 最 小 值 


Ai 8 -2 9 -3 -3 
Az 6 5 6 8 5 — 极 大 化 极 小 值 
As =2 4 -9 5 -9 
列 最 大 值 8 s 9 8 
极 小 化 极 大 值 


求解 这 一 对 策 问题 是 基于 保证 每 个 局 中 人 最 坏 中 的 最 好 原则 假如 公司 A 选 
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择 策略 Ai, 则 不 论 公司 B 采取 什么 策略 , 可 能 发 生 的 最 坏 情况 就 是 A 损失 3% 的 
市 场 份额 给 B. 这 可 由 第 1 行 的 最 小 值 来 表示 . 类似 地 , 策略 As 的 最 坏 结果 是 A 
从 B 那里 夺 到 5% 的 市 场 , 策略 As 的 最 坏 结果 是 A 失去 9% 的 市 场 给 B. 这 些 结 
果 列 在 “ 行 最 小 值 ” 列 下 面 . 为 了 得 到 最 坏 中 的 最 好 结果 ,， 公司 A 选中 了 策略 An, 
因为 它 对 应 于 “ 行 最 小 值 ”一 列 中 的 最 大 元 素 , 即 极 大 化 极 小 值 

接 下 来 考虑 公司 B 的 策略 . 因为 给 出 的 收益 矩阵 是 对 于 公司 A 的 , 公司 B 的 
最 坏 中 的 最 好 准则 要 求 求 出 矩阵 的 极 小 化 极 大 值 . 其 结果 是 , 公司 B 应 该 采取 策略 
Ba. 

该 对 策 的 最 优 解 要 求 选择 策略 As 和 Ba, 也 就 是 说 , 这 两 家 公司 都 应 该 利用 
电视 做 广告 ， 益 损 结果 对 公司 A 有 利 , 因为 它 的 市 场 份额 会 增加 5 名 ， 在 这 种 情 
况 下 , 我 们 说 对 策 的 价值 (value of the game) 是 5%, 并 且 A 和 B 都 在 使 用 鞍点 
(saddle-point) f. 

鞍点 解 排除 了 任何 一 家 公司 对 更 好 解 的 选择 . 假如 公司 B 换 了 另外 一 个 策略 
(Bı, Bs 或 B4) 的 话 , 公司 A 可 以 仍然 采用 策略 Az, 可 以 保证 B 将 会 失去 更 多 的 
市 场 份额 (6% 或 8%). 同样 的 含义 是 , A 并 不 想 要 采用 别 的 策略 , 因为 假如 A RT 
策略 As, 则 B 可 以 换 成 Ba, 导致 增加 市 场 份额 9%. 类 似 的 结论 是 , 如 果 A 采用 
A, 则 B 可 以 采用 B, 使 得 市 场 份额 增加 3%. 

-个 对 策 的 最 优 蒂 点 解 并 不 一 定 是 一 个 纯 策略 . 这 个 解 可 以 是 两 个 以 上 策略 的 
随机 混合 , 如 下 面 的 例子 所 示 . 
例 11.4-2 

有 两 个 局 中 人 A 和 B 在 玩 掷 硬币 游戏 . 每 个 局 中 人 在 不 知道 对 方 情况 之 下 ， 
可 选 正面 (H) 或 反面 (T). 这 两 个 局 中 人 同时 公布 他 们 的 选择 . 如 果 他 们 的 结果 相 
F] (HH 或 TT), 局 中 人 A 从 局 中 人 B 得 到 $1. 否则 A 付 给 B$1. 

"Fili A 的 益 损 年 阵 给 出 了 2 行 2 列 的 值 , 其 行 最 小 值 和 列 最 大 值 分 别 相应 于 
A 和 B 的 策略 . 

Bu Br 行 最 小 值 
An 1 = -1 
Ar -1 1 A 
列 最 大 值 1 1 

该 对 策 的 极 大 化 极 小 值 和 极 小 化 极 大 值 分 别 是 -$1 和 $1. 由 于 这 两 个 值 不 相 
等 , 因此 该 对 策 没有 一 个 纯 策略 解 . 特别 是 , 如 果 局 中 人 A 采用 An, 局 中 人 B 将 会 
选择 Br 而 从 A 得 到 $1. 如 果 是 这 种 情况 , A 可 以 换 成 策略 Ar, 通过 赢 $1 使 得 对 
策 结果 反 过 来 . 这 种 转向 另外 一 种 对 策 的 不 断 诱惑 表明 , 一 个 纯 策略 解 是 不 可 接受 
的 . 反之 , 这 两 个 局 中 人 都 可 以 随机 把 他 们 各 自 的 纯 策略 混合 起 来 . 在 这 种 情况 下 ， 
这 一 对 策 的 最 优 值 会 在 对 策 的 极 大 化 极 小 值 和 极 小 化 极 大 值 之 间 的 某 个 中 间 值 取 
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得 , 即 
极 大 化 极 小 ( 较 低 ) 值 < 对 策 值 < 极 小 化 极 大 ( 较 高 ) 4 


(见习 题 11.4A 第 5 题 ) 因此 , 在 这 个 据 硬 币 例子 中 , 对 策 值 一 定 在 -S1 到 $1 之 间 . 
习题 11.4A 


4. 求 鞍 点 解 、 相 应 的 纯 策略 以 及 下 面 每 组 对 策 的 对 策 值 . 益 损 值 是 对 于 局 中 人 A i. 


*(a) Bı B, Bs B, (b) Bi Ba Bs B 
A[s 6 2 s Afaa -4-5 s 
Ajs 9 4 5 RE 
As 6 7 -8 -9 
A seriem aL 1 A 
2， 以 下 给 出 A 的 益 损 值 . 求 使 得 每 个 对 策 的 (2,2) 元 素 成 为 一 鞍点 的 PIEM q 值 ; 
*(a) Bi B B (b) B P. B 
A 1 a 6 A [2 4 5 
A | p 5 10 A: | 10 4 
As | 6 2 3 As | 14 p 6 
3。 指 出 下 列 每 种 情况 下 对 策 值 的 区 间 , 假设 益 损 值 是 对 于 局 中 人 A 的 . 
*(a) Bı B Bs B, (b) Bı B Ps B 
让 十 A|- 9 6 s 
Ae| o3. s Er &|-2 10 4 s 
As|-5 -2 1 -3 E aa 210, T. 
ALL 7 4 5 AC oir SE 
(e) Bi Ba Ba. (a) Bı B2 Bs Ba 
Afs s 1 i EET 1 3 
Ajs a 3 ^m 本 
A [4 2 -5 A | 6$ -9 -2 4 


$ 


两 家 公司 推出 两 种 竞争 产品 . 目前 , 每 种 产品 占据 50% 的 市 场 . 由 于 最 近 对 这 两 种 产品 的 
改进 , 每 家 公司 都 打算 开展 广告 促销 . 假如 两 家 公司 都 不 做 广告 的 话 ， 将 继续 平分 市 场 . 但 
如 果 任何 一 家 公司 发 布 更 强势 的 广告 宣传 , 另 一 家 公司 当然 就 会 损失 其 一 部 分 的 客户 . 一 
项 市 场 调查 发 现 , 通过 电视 广告 可 以 宣传 到 5076 的 潜在 顾客 , 通过 报纸 可 宣传 到 30% 的 
潜在 顾客 , 而 通过 广播 则 可 以 宣传 到 20% 的 潜在 顾客 . 

(a) 将 该 问题 表达 为 一 个 二 人 零 和 对 策 , 并 为 每 家 公司 选择 合适 的 广告 媒体 . 

(b) 求 出 该 对 策 值 的 区 间 . 每 家 公司 能 按照 某 种 单一 纯 策略 进行 广告 宜 传 吗 ? 

5. 设 局 中 人 A 有 m 个 策略 , 局 中 人 BH n 个 策略 , A 的 益 损 矩 阵 的 第 (5,3) TEH aiz. 证 
明 


mox minos < min max ai 
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1142 ”求解 混合 策略 对 策 


带 有 混合 策略 的 对 策 可 以 用 作 图 法 求解 , 也 可 以 用 线性 规划 求解 . 图 解法 适用 
于 至 少 有 一 个 局 中 人 恰好 有 两 个 纯 策略 的 对 策 问题 . 图 解法 非常 有 意思 , 因为 它 用 
图 形 解释 了 鞍点 的 含义 , 而 线性 规划 可 以 用 来 求解 任何 一 个 二 人 零 和 对 策 . 
对 策 的 图 解法 ”从 (2 x n) 对 策 的 情形 开始 , 其 中 局 中 人 A 有 两 个 策略 


E wr c X 

DM EC 

z: A|n 90Ó -:- in 
1-2: A» | 9n on ann 


这 个 对 策 中 , 局 中 人 A 分 别 用 概率 zx 和 1 一 z1,0 < zi<1l 混 合 了 策略 A M AS 
局 中 人 B 用 概率 yy 和 yn 混合 了 策略 Bi IB, 其 中 yj > 0,j = 2 
并 且 yn ya oe ys m 1 在 这 种 情况 下 , 对 应 于 B 的 第 j 个 纯 策略 , A 的 期 望 
收益 可 计算 为 

(aj 一 oaj)zi 十 02j， 玫 一 下 2 天 


因此 局 中 人 A 只 要 求 出 ri 的 值 , 使 得 最 小 的 期 望 收 益 达到 最 大 , 即 


max min((ai — 2;)z1 + 027} 


9l 11.4-3 
考虑 以 下 的 2 x 4 对 策 , 局 中 人 A 的 收益 为 
Bi Ba Bs Bs 
Ai 2 2 3 -1 
Aa 4 3 2 6 


这 个 对 策 没有 纯 策略 解 . A 对 应 于 B 的 纯 策略 的 期 望 收 益 为 
B 的 纯 策略 A 的 期 望 收 益 

1 一 2z 十 4 

2 一 mm+3 

3 n2 

4 Tne 
图 11.9 给 出 了 TORA 画 出 的 对 应 于 B 的 纯 策 略 的 4 条 直线 (文件 toraExl11.4- 
3.txt) ?， 为 了 确定 出 最 坏 中 的 好 好 解 , 4 条 直线 的 下 包 络 线 (垂直 竖 条 表示 ) 代表 
了 在 B 采取 任 一 策略 时 A 的 最 小 (最 坏 ) 的 期 望 收益 , 而 下 包 络 线 的 最 大 值 (最 好 


D) 全 下达 全 + HERR, 从 后 在 SOLVE/MODIEY: 订单 中 
i Graphical. 


26 第 11 章 决策 分 析 与 对 策 


值 ) 对 应 于 在 z* = 0.5 的 极 大 化 极 小 值 解 点 , 这 个 点 是 相对 于 策略 Bs 和 B, 直线 
的 交点 . 局 中 人 A 的 最 优 解 要 求 混合 策略 A, 和 An, 概率 分 别 为 05 和 0.5. 


图 11.9 Ø 11.4-3 二 人 零 和 对 第 的 TORA 图 解 (文件 toraEx11.4-3.txt) 


求 相应 的 对 策 值 w 只 要 从 直线 3 或 直线 4 的 方程 中 减 去 r = 05, 我 们 得 到 
e-f hant 从 直线 3 
-7(3)*6-8, 从 直线 4 
由 图 中 下 包 络 线 定义 的 两 个 策略 可 求 出 局 中 人 B 的 混合 策略 . 这 意味 着 B 可 
以 混合 策略 Ba 和 Bs, 在 这 种 情况 下 vn = yo =0, 且 ys = 1 一 ys. 结果 是 , 对 应 A 
的 纯 策略 的 B 的 期 望 收益 为 
AARRE CD SNO 
LT 
2 Ay +6 
B 的 最 坏 中 的 最 好 解 为 所 给 出 的 两 条 直线 的 上 包 络 线 的 最 小 点 (你 会 发 现 , 画 
出 两 条 直线 并 找 出 上 包 络 线 是 非常 有 用 的 ). 这 个 过 程 相当 于 求解 方程 
dys —1=—dys+6 
方程 的 解 为 ys = 名 得 出 的 对 策 值 为 v= 4 x (D -1- 8. 
这 个 对 策 的 解 要 求 局 中 人 A 等 概率 混合 策略 A, A Aa, 局 中 人 B 以 概率 3 和 
i 混合 策略 Bs 和 Ba. (实际 上 , 对 策 中 局 中 人 B 还 有 另 一 个 解 ， 图 11.9 中 的 
极 大 化 极 小 值 点 可 由 多 于 两 条 直线 确定 ， 这 些 不 同 解 的 任何 非 负 组 合 也 是 一 个 可 行 
解 . ) 
评注 “可 类 似 地 处 理 局 中 人 A 有 m 个 策略 、 局 中 人 B 只 有 两 个 策略 的 对 策 问题 . 
主要 的 区 别 是 , 我 们 画 出 对 应 于 A 的 纯 策略 的 B 的 期 望 收益 . 这 样 , 我 们 需要 求 出 
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所 画 直 线 的 上 包 络 线 的 极 小 化 极 大 值 点 而 不 是 极 大 化 极 小 值 点 . 但 为 了 用 TORA 
求解 , 必须 要 用 —1 乘 以 收益 矩阵 来 表示 有 两 个 策略 的 局 中 人 的 收益 . 


习题 11.4B” 


*1， 用 图 解法 求解 例 11.4-2 的 搓 硬 币 对 策 . 

*2. Robin 经 常 往返 于 两 个 城市 之 间 , 他 有 两 条 路 线 可 选择 : 路 线 A 是 一 条 4 车 道 的 高 速 路 ， 
路 线 B 是 一 条 长 弯路 .高 速 公路 巡警 的 警力 有 限 . 假如 全 部 警力 都 布置 在 一 条 路 线 上 , 因 
为 Robin AAFF “AR” Æ, 他 肯定 会 受到 超速 罚款 $100. 如 果 巡 警 分 成 两 半 各 布置 在 
两 条 路 上 , 则 他 在 路 线 A 上 受到 罚款 的 机 率 为 50%, 而 在 路 线 B 上 受到 同样 数额 罚款 的 
机 率 为 30%. 为 Robin 和 公路 巡警 都 提出 一 个 策略 . 

.用 图 解法 解 下 列 对 策 , 益 损 值 是 针对 局 中 人 A 的 . 


(a) BO B Bs (b) B B 
Ai 1 -3 7 A 5 8 

Aa 6 5 

Aa 2 4 -6 f 5 1 


4. 考虑 下 面 的 二 人 零 和 对 策 : 


A 5 
Az 1 
As 10 


ne ES. 
3 


(n) 证 明 A 的 最 优 策略 是 (3,0, $), B 的 最 优 策略 为 (49. 5,0), 并 求 出 对 第 值 
(b) 说 明 最 优 对 策 值 等 于 

za 

3930727 


es 
对 策 的 线性 规划 求解 ”对 策 论 与 线性 规划 有 着 密切 的 联系 , 因为 一 个 二 人 零 和 对 
策 可 以 表示 成 一 个 线性 规划 , 反之 亦 然 . 事实 上 , G. Dantzig (1963, p.24) 里 写 道 , 在 
1947 年 首次 引入 单纯 形 方 法 之 初 , 对 策 论 之 父 汉 . 诺 伊 曼 就 立即 发 现 了 它们 之 间 
的 这 种 关系 , 并 进一步 提出 和 强调 了 线性 规划 中 的 对 偶 概念 . 本 节 介 绍 如 何 用 线性 
规划 求解 对 策 问题 . 

局 中 人 A 的 最 优 对 策 z1,z2,… ,zm 可 以 从 下 面 的 求 极 大 化 极 小 值 问 题 得 到 : 


| 


st. micro +Im=l 
z;20, i—-12,-,.m 


(D 可 用 TORA 的 Zero sum Games 程序 模块 来 检查 你 的 答案 - 
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LT 
vnin [rns runs 


pi pt 


从 这 一 方程 可 得 到 
Drizo, 了 =12 


气 
因此 局 中 人 A 的 问题 可 写成 
max z=v 
st. v-Y'ajz «0, j21,2,-,n 
í 


十 到 十 … 十 zm 一 1 
z 20i-21,2,,m 
?无 限制 


注意 到 对 策 值 v 的 符号 没有 限制 . 
局 中 人 B 的 最 优 策略 yi, y2,- ,yn 可 以 从 解 下 面 的 问题 得 到 : 


min 4 max | 5 aij $. ay , Damjyy 
»" NET! fi 
stg mi 

wj 20, j212, n 


运用 与 局 中 人 A 类 似 的 方法 , 局 中 人 B 的 问题 可 简化 为 


min w-v 
st. v- ayy 20, i212, m 
气 


Vtyrtokya-l 
y20 j2l2.n 
?无 限制 


这 两 个 问题 对 同样 的 (无 限制 ) 对 策 值 变量 v 求 最 优 , 其 原因 是 , B 的 问题 是 A 的 
问题 的 对 偶 (用 第 4 章 对 偶 性 的 定义 证 明 ). 这 就 意味 着 , 一 个 问题 的 最 优 解 自动 
地 成 为 了 另 一 个 问题 的 最 优 解 . 
Bl 11.4-4 

用 线性 规划 求解 下 列 对 策 问题 . 
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Bi B2 Bs 行 最 小 值 
A 3 -1 -3| -3 
Az | -2 4 -| -2 
As | -5 二 6 2 | -6 
列 最 大 值 3 4 2 
对 策 值 v 在 -2 到 2 之 间 . 
局 中 人 A 的 线性 规划 问题 


max z=v 


st. 


v —3z, 272 513 <0 


v+ zı — 4r + 6r <0 
v+3ri + z2- 2r <0 
zi ora Ts=1 


12,2320 
v 无 符号 限制 
最 优 解 ”为 zi = 0.39, za = 0.31, z3 = 0.29,u = 一 0.91. 
局 中 人 B 的 线性 规划 问题 


min z=v 


st. 


v—35- 加 十 3 20 


+2 -4+ ys>0 


v+5y 6p — 


220 


n+ n+ wl 
"无 符号 限制 


最 优 解 为 ma = 0.32, y2 = 0.08, ys = 0.60, v = —0.91. 


习题 11.4C. 


1. 在 一 次 野餐 会 上 , 2 个 2 人 组 在 玩 捉 迷 藏 游戏 . 共有 4 个 隐藏 地 点 (A, B, C, D), 隐藏 组 


的 2 名 成 员 可 以 分 别 藏 在 4 个 地 点 的 任何 2 个 , 


另 一 组 人 有 机 会 寻找 任何 2 个 地 点 .如 


果 他 们 都 找到 了 隐藏 组 的 2 个 人 , 搜寻 组 就 可 以 得 到 一 分 奖励 ; 假如 没有 把 两 个 人 都 找到 ， 


他 们 就 输 一 分 . 其 他 情况 下 , 结果 是 平局 . 
*(a) 把 这 个 问题 表示 成 一 个 二 人 零 和 对 策 . 


(b) RB IECUR AR 


2. UA 和 DU 在 为 2008 年 全 国 大 学 篮球 锦标 赛制 定 他 们 的 策略 . 在 评估 了 他 们 分 别 的 “ 板 
器 队员 ”的 强势 后 , 每 队 的 教练 都 提出 了 比赛 中 替补 队员 的 4 个 策略 . 每 队 2 分 球 手 、3 分 
球 手 和 罚球 手 的 能 力 如 何 就 成 为 决定 最 终 比赛 成 绩 的 关键 因素 . 下 表 给 出 了 UA 作为 每 队 


不 同 策略 函数 的 每 次 发 球 将 会 得 到 的 净 分 数 : 


O TORA eo — (Solve! -E 可 用 来 求 是 任何 一 人 学 和 对 策 
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UA: 3 -2 1 2 
UA; 2 3 -3 0 
UAs -1 2 -2 2 
UA, -1 -2 4 1 


(a) 用 线性 规划 求解 该 对 策 问 题 , 并 确定 锦标 赛 的 一 个 策略 . 
(b) 根据 已 有 的 信息 , 这 两 个 队 哪 个 可 能 赢得 锦标 赛 ? 
(c) 假设 整个 比赛 有 60 次 发 球 (每 队 30 次 )， 预测 锦标 赛 获胜 队 的 期 望 分 数 . 
3. Blotto 上 校 的 部 队 在 为 控制 2 个 战略 要 地 而 战斗 . Blotto 有 2 个 团 ， 而 敌人 有 3 个 团 , 投 
入 军团 多 的 部 队 将 会 占领 1 个 要 地 , 否则 势均力敌 . 
*(a) 将 该 问题 表示 成 一 个 二 人 零 和 对 策 并 用 线性 规划 求解. 
(b) 哪 支部 队 将 会 赢得 这 场 战斗 ? 
A. 在 2 人 用 2 个 手指 猜拳 游戏 中 , 每 个 做 游戏 的 人 出 1 个 或 2 个 手指 , 并 同时 猜 对 手 出 示 的 
手指 数 . 猜 对 了 的 赢得 与 双方 所 出 手指 总 数 相等 的 分 数 , 否则 游戏 平局 . 将 这 个 问题 表示 成 
一 个 二 人 零 和 对 策 , 并 用 线性 规划 求解 
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第 12 章 排队 系统 


本 章 导读 分 析 排 队 系统 的 目的 是 为 了 对 排队 等 待 的 顾客 提供 满意 的 服务 . 和 
前 面 各 章 介绍 的 OR 工具 不 同 , 排队 论 并 不 是 一 种 优化 技术 , 而 是 用 于 度量 排队 系 
统 的 性 能 指标 , 如 队列 的 平均 等 待 时 间 和 服务 设施 的 效率 , 这 些 度量 指标 可 以 用 来 
设置 服务 设施 . 本 章 重点 在 于 实际 中 排队 分 析 结 果 的 实施 . 但 为 了 充分 理解 排队 系 
统 的 实际 问题 , 就 需要 了 解 相当 的 基础 理论 背景 . 为 此 , 本 章 先 介绍 两 个 重要 分 布 
( 泊 松 分 布 和 指数 分 布 ) 的 “完全 随机 ”性 质 . 这 一 点 是 非常 重要 的 , 因为 这 会 帮助 
我 们 了 解 实际 中 排队 结果 应 用 的 具体 情形 . 

排队 结果 涉及 计算 难度 很 大 的 公式 , 建议 你 用 excelPoissonQ xls 或 TORA Fi 
序 来 做 这 些 计 算 . 你 会 发 现 TORA 在 比较 多 种 情景 方面 非常 有 用 . 本章 自始至终 
都 用 TORA 进行 计算 , 并 对 这 些 结果 的 实际 解释 进行 大 量 的 讨论 . 建议 你 在 求解 
本 章 习题 时 也 采用 同样 的 方法 , 这 样 你 就 不 会 陷于 繁琐 的 计算 细节 , 并 能 方便 地 对 
不 同 的 情景 进行 试验 . 

本 章 包 括 2 个 实际 应 用 、17 个 例子 、2 个 Excel 程序 、137 个 节 后 习题 以 及 5 
个 案例 . 这 些 案例 收集 在 附录 E F. AMPL/Excel/Solver/TORA 程序 放 在 文件 夹 
chl2Files F. 


实际 应 用 一 制造 厂 内 部 运输 系统 的 分 析 

某 制造 厂 用 3 辆 卡车 运输 材料 . 这 些 卡车 都 在 中 心 停车 场 等 待 发 车 请 求 . 一 辆 
收 到 发 车 请 求 的 卡车 要 开 到 客户 地 点 , 装 车 后 开 到 目的 地 , 然后 再 返回 到 中 心 停车 
场 . 这 项 服务 的 主要 用 户 包括 生产 部 门 、 制 造 车 间 和 维修 部 门 . 其 他 部 门 偶尔 也 会 
请 求 使 用 这 些 卡车 . 

用 户 因为 等 待 空 车 时 间 过 长 而 提出 了 抱 经 , 特别 是 生产 部 门 , 他 们 要 求 车 队 增 
加 第 4 辆 卡车 . 但 这 项 申请 并 不 合理 , 因为 排队 论 分 析 表 明 , 等 待 时 间 过 长 主要 是 
物流 造成 的 , 只 要 改变 一 下 车 队 运 行 的 规程 , 并 不 需要 增加 第 4 辆 卡车 . 第 24 章 案 
例 14 给 出 了 这 一 研究 的 细节 . 


12.1 ”为 什么 要 研究 排队 系统 


日 常生 活 中 常常 需要 等 待 服务 . 例如 在 餐馆 等 候 服 务 , 在 商店 交 费 柜台 前 “ 排 
队 等 候 ”, 在 邮局 “排队 ”等 待 服务 . 但 是 排队 现象 不 仅仅 是 我 们 人 类 独 有 的 , 比如 
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工件 等 待机 器 加 工 , 飞机 在 机 场 上 空 盘旋 等 待 批准 着 陆 , 汽车 等 待 交通 信号 等 , 它 
们 也 存在 着 排队 现象 . 不 花费 极 大 的 成 本 , 等 待 现象 是 不 可 能 完全 消除 的 , 我 们 的 
目标 是 要 把 它 的 不 利 影响 减 小 到 “可 以 忍受 的 ”程度 . 

排队 论 主要 运用 像 平均 队列 长 度 、 平 均等 待 时 间 , 以 及 设施 平均 利用 率 这 样 的 
性 能 度量 指标 , 来 定量 研究 排队 现象. 下 例 说 明了 如 何 运用 这 些 度量 来 设计 服务 设 
施 . 
例 12.1-1 

McBurger 是 一 家 快餐 店 , 有 3 个 服务 柜台 . 这 家 店 的 经 理 委托 他 人 调查 顾客 
对 服务 速度 慢 的 投诉 . 调查 研究 结果 显示 , 服务 柜台 数量 与 服务 等 待 时 间 之 间 有 着 
如 下 关系 : 


Make 1 2 3 4 5 6 7 
平均 等 待 时 间 (分 钟 ) 162 103 69 48 29 19 13 


仔细 观察 这 些 数据 发 现 , 在 现 有 3 个 柜台 的 情况 下 , 平均 等 待 时间 要 7 分 钟 . 需要 
5 个 柜台 才能 把 等 待 时 间 减 少 到 3 分 钟 . 

评注 “排队 分 析 的 结果 可 以 用 在 费用 优化 模型 中 , 即 求 两 种 费用 (提供 服务 的 费用 
和 等 待 的 费用 ) 之 和 的 最 小 值 . 图 12.1 显示 了 一 个 典型 的 费用 模型 (每 单位 时 间 费 
用 ), 其 中 服务 费用 随 着 服务 水 平 (例如 , 服务 柜台 数 ) 的 提高 而 增加 , 同时 , 等 待 时 
间 随 着 服务 水 平 的 提高 而 减少 ， 使 用 费用 模型 的 主要 障碍 是 很 难 估计 可 靠 的 等 待 
费用 , 特别 当 人 的 行为 成 为 操作 的 有 机 组 成 部 分 时 . 我 们 在 12.9 节 讨论 这 一 问题 . 


服务 水 平 
图 12.1 基于 费用 的 排队 决策 模型 


习题 12.1A 
*1. 假定 对 McBurger 快餐 店 的 进一步 分 析 显示 以 下 结果 : 
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收 款 台 数 Ee: 3 4 5 6 
RE% — 0 — 8 — 12 18 29 36 42 


(a) 当 收 款 柜台 数 为 5 个 时 , 该 快餐 店 的 生产 率 是 多 少 (用 员工 繁忙 时 间 的 百分比 来 表 
示 )? 

(b) 经 理想 要 把 平均 等 待 时 间 保 持 在 3 分 钟 左右 , 同时 维持 服务 设施 的 效率 约 达到 90%. 
这 两 个 目标 能 都 达到 吗 ? 请 解释 

2. Acme 金属 工件 加 工厂 正在 采购 一 种 多 用 途 钻床 ,有 两 个 型 号 A 和 B 可 选 , 每 小 时 加 工 成 

本 分 别 为 $18 和 $25. A 型 钻床 比 B 型 钻床 慢 . 对 类 似 机 器 的 排队 分 析 表明 , 假如 用 A 型 

钻床 , 等 待 加 工 工件 的 平均 数 是 4 个 , 比 B 型 钻床 的 等 待 工件 数 多 30%. 而 工件 的 延迟 就 

代表 着 收入 的 损失 . 根据 Acme 的 估算 , 每 小 时 每 个 等 待 工件 的 费用 为 $10, Acme 该 买 哪 

种 型 号 的 钻床 ? 


12.2 ”排队 模型 的 要 素 


一 个 排队 系统 中 的 主要 参与 者 是 顾客 (customer) 和 服务 台 (server). 顾客 从 某 
个 输入 源 (source) 产生 , 到 达 一 个 服务 设施 (facility), 他 们 可 以 立即 得 到 服务 ; 假如 
服务 设施 繁忙, 也 可 能 在 队列 (queue) 中 等 待 . 当 一 个 设施 完成 一 次 服务 , 如 果 有 顾 
客 等 待 的 话 , 则 自动 地 “ 拉 出 ”一 个 等 待 顾客 ; 假如 队列 为 空 , 设施 就 变 成 空闲 , 直 
到 一 个 新 的 顾客 到 达 . 

从 分 析 队列 的 角度 , 我 们 用 连续 两 个 顾客 之 间 的 到 达 间隔 时 间 (interarrival time) 
表示 顾客 的 到 达 , 用 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 (service time) 来 描述 服务 . 一 般 地 , 到 
达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 可 以 随机 的 , 如 邮局 的 服务 系统 : 也 可 以 是 确定 性 的 , 如 求 
职 面试 申请 者 的 到 达 . 

队列 长 度 (queue size) 对 于 队列 的 分 析 有 作用 , 它 可 以 是 有 限 长 的 , 如 两 个 相 
邻 机 器 之 间 的 缓冲 区 ; 也 可 以 是 无 限 的 , 如 邮寄 订单 处 理 . 

排队 规则 (queue discipline) 表示 从 队列 里 选择 顾客 的 顺序 ， 是 排队 模型 分 析 
的 一 个 重要 因素 . 最 常见 的 排队 规则 是 先 到 先 服务 (first come, first served, FCFS). 
其 他 的 排队 规则 还 有 后 到 先 服务 (last come, first served, LCFS) 和 随机 顺序 服务 
(service in random order, SIRO). 也 可 以 按照 某 种 优先 权 (priority) 顺序 从 队列 里 挑 
选 顾客 , 例如 车 间 里 把 紧急 工件 放 在 普通 工件 前 面 进行 处 理 . 

在 排队 分 析 中 , 顾客 的 排队 行为 也 起 着 作用 . “人 类 ”顾客 可 能 会 从 一 个 队列 
跳 到 另 一 个 队列 , 以 期 望 缩短 等 待 时 间 . 顾客 也 可 能 会 由 于 预计 的 排队 时 间 过 长 而 
暂时 不 加 入 队列 , 或 者 可 能 会 从 一 个 队列 中 等 待 过 和 久 而 退 出 , 因为 已 经 等 待 了 太 长 
的 时 间 . 

服务 设施 的 设计 可 以 包括 并 行 服务 (如 邮局 或 银行 服务 ). 服务 人 员 也 可 以 安 
HERRITA (如 儿 台 机 器 对 工件 的 连续 加 工作 业 ), 或 者 可 以 被 连 成 网 络 (如 计算 机 


434 第 12 章 排队 系统 


网 络 中 的 路 径 ). 

产生 顾客 的 输入 源 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 是 无 限 的 . 有 限 输入 源 (finite source) 
限制 等 候 服务 的 顾客 (如 要 求 修理 人 员 服 务 的 机 器 ), 而 无 限 输入 源 (infinite source) 
则 始终 是 充分 多 的 (如 到 达 电话 交换 机 的 呼叫 ). 

一 个 排队 系统 要 素 的 各 种 变化 导致 了 各 种 各 样 的 排队 模型 ， 本 章 会 给 出 这 些 


模型 的 例子 . 
习题 12.2A 
1. 在 下 列 每 种 情形 中 , 找 出 顾客 和 服务 台 . 
*(a) 飞机 抵达 一 个 机 场 . *(b) 出 租车 站 为 等 待 的 旅客 提供 服务 
(c) 从 某 加 工 车 间 的 仓库 里 领 出 工具 。 (d) 邮局 处 理 信件 . 
(e) 大 学 注册 班级 - (f) 法 院 审理 案件 . 
(g) 超市 付款 . *(h) 停车 场 的 运行 . 


2. 对 第 1 题 的 每 种 情形 , 找 出 以 下 内 容 ，(a) 顾客 源 的 性 质 (有 限 或 无 限 );(b) 到 达 的 顾 
客 的 性 质 (单个 到 达 还 是 成 批 到 达 ); (c) 到 达 间 隔 时 间 的 类 型 (随机 性 的 还 是 确定 性 的 ); 
(d) 服务 时 间 的 定义 和 类 型 ; (e) 队列 容量 (有 限 队列 还 是 无 限 队 列 ); (£) 排队 规则 , 
研究 下 列 系统 并 找 出 相应 的 排队 情形 . 对 于 每 种 情形 , 定义 顾客 、 服 务 台 、 排 队 规则 、 服务 
时 间 、 最 大 队列 长 度 以 及 顾客 源 . 
某 车 间 收 到 工件 加 工 订单 后 , 负责 人 决定 该 订单 是 紧急 工作 还 是 一 般 工作 . 某 些 订单 
只 要 求 用 一 台 机 床 , 而 剩 下 的 订单 都 要 使 用 两 台 机 床 , 按照 两 级 生产 线 进行 加 工 ， 每 一 组 
里 , 专门 有 一 套 仇 备 来 处 理 紧急 工作 . 
到 达 机 床 的 工件 按照 其 到 达 顺序 进行 加 工 , 完成 加 工 的 订货 到 达 货场 后 就 运 走 , 货场 
容量 有 限 . 
用 于 不 同 机 床 的 打磨 好 的 工具 由 中 心 工具 库 提供 . 如 果 机 床 出 现 故障 , 就 从 服务 部 门 
叫 来 修理 工 进行 修理 . 加 工 紧急 订单 的 机 床 总 是 优先 从 工具 库 领 到 新 工具 , 并 且 优先 得 到 
维修 服务 
4. 判断 正 误 : 
(a) 一 个 耐心 不 足 的 等 待 顾客 可 能 决定 退出 队列 . 
(b) 假如 估计 的 等 待 时 间 很 长 , 一 个 来 到 的 顾客 可 能 暂时 不 加 入 排队 . 
(c). 从 一 个 队列 跳 到 另 一 个 队列 一 定 能 够 减少 等 待 时 间 . 

5. 在 第 1 题 的 每 个 情形 下 , 讨论 顾客 跳 队 、 暂 时 不 加 入 和 退出 排队 的 可 能 性 . 


12.3 ”指数 分 布 的 作用 


在 大 多 数 排队 情形 中 , 顾客 的 到 达 完 全 是 随机 发 生 的 ， 这 里 的 随机 性 意味 着 ， 
一 个 事件 的 发 生 (如 一 个 顾客 的 到 达 或 一 项 服务 的 完成 ) 不 受 上 一 个 事件 发 生 以 后 
所 经 过 的 时 间 长 度 的 影响 . 
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在 排队 模型 中 , 随机 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 用 指数 分 布 来 进行 定量 描述 , 定 
义 为 
f(t) = Xe t»0 


14.4.3 PRH, 对 于 指数 分 布 (exponential distribution), 


T 
P(t«T)- ji Xe-xedt 
o 


=1- eT 


Eft} 的 定义 表明 , 和 是 每 单位 时 间 产 生 事件 (到 达 或 离 去 ) 的 速率 . 我 们 用 下 面 的 例 
子 来 说 明 指数 分 布 是 完全 随机 的 这 一 事实 : 假定 现在 的 时 间 是 上 午 8:20, 上 一 个 顾 
客 的 到 达 时 间 是 8:02, 下 一 个 到 达 发 生 在 8:29 之 前 的 概率 只 是 8:20~8:29 这 一 区 间 
的 函数 , 与 上 一 个 事件 的 发 生 (8:02~8:20) 以 来 所 流逝 的 时 间 长 度 完全 无 关 . 这 一 
结果 我 们 称 为 指数 分 布 的 遗忘 性 (forgetfulness) 或 者 叫 无 记忆 性 (lack of memory). 

令 指数 分 布 ftt) 表示 相继 事件 之 间 的 时 间 t 的 分 布 . 如 果 5 为 上 一 个 事件 发 
生 以 来 的 时 间 区 间 , JUI t stc CHR 


P(t» T4 St» S) - P(t» T) 


为 了 证 明 这 个 结果 , 注意 到 对 于 平均 值 为 的 指数 函数 , 我 们 有 


P{t>Y}=1-P{t<Y}=e*Y 
因此 ， 
P(t» T4 Sp» Sje PE Tt» S) PERSE. sus HIS I 
DE ee 
=P{t >T} 
例 12.3-1 


一 台 服 务 机 器 任何 时 候 发 生 故 障 时 , 总 有 一 台 备 用 机 立即 替换 . 该 机 器 (以 及 
备份 机 ) 发 生 故 障 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 并 平均 5 小 时 发 生 一 次 . 机 器 操作 员 称 , 这 
机 器 “习惯 于 ”每 天 晚上 8:30 坏 掉 , 请 分 析 该 操作 员 的 话 . 

该 机 器 的 平均 故障 率 为 = 专 = 0.2 次 故障 /小 时 , 因此 , 故障 时 间 的 指数 分 布 


f(t)=02e 2%, t>0 


436 第 12 章 排队 系统 


关于 操作 员 的话 , 我 们 马上 知道 是 不 对 的 , 因为 它 和 故障 之 间 的 时 间 服 从 指数 
分 布 因此 是 完全 随机 的 这 一 事实 是 矛盾 的 .故障 发 生 在 晚上 8:30 之 前 的 概率 不 能 
用 来 支持 或 驱 斥 操作 员 声 称 的 结果 , 因为 这 样 的 概率 值 依赖 于 当天 (相对 于 8:30 
P.M.) 计算 概率 值 的 时 间 . 例如 , 若 现在 的 时 间 是 8:20 P.M., 操作 员 今 晚 的 声称 是 
对 的 概率 为 
zm 5) = 1 — e79208) = 0.032 78 


这 个 值 过 低 . 如 果 现 在 的 时 刻 是 1:00 P.M., 则 8:30 P.M. 之 前 发 生 故 障 的 概率 增加 
到 约 0.777( 请 证 明 !). 这 两 个 极端 值 说 明 操作 员 的 话 是 站 不 住 脚 的 . 
习题 12.3A 

3. (a) 请 解释 你 对 到 达 率 和 与 平均 到 达 间 隔 时 间 之 间 关 系 的 理解 . 描述 每 个 变量 的 单位 是 


什么 ? 
(b) 对 于 下 列 每 种 情况 , 求 每 小 时 平均 到 达 率 A 和 平均 到 达 间 隔 时 间 小 时 数 . 
*(i) 每 10 分 钟 发 生 一 次 到 达 ， (ii) 每 6 分 钟 发 生 两 次 到 达 . 


(ui) 30 分 钟 内 的 到 达 数 为 0。 (iv) 相继 到 达 之 间 的 平均 间隔 时 间 为 0.5 小 时 . 
(c) 对 于 下 列 每 种 情况 , 求 每 小 时 平均 服务 率 上 和 平均 服务 时 间 小 时 数 . 
*(i) 每 12 分 钟 完成 一 次 服务 ，。 (ii) 每 15 分 钟 有 两 人 离开 . 
(ii) 30 分 钟 内 服务 的 顾客 数 为 5。，(iv) 平均 服务 时 间 为 0.3 小 时 . 
.在 例 12.3-1 中 , 求 下 列 各 值 : 
(a) 1 周 内 的 平均 故障 数 , 假定 每 周 7 天 , 每 天 24 小 时 提供 服务 
(b) 2 小 时 内 至 少 发 生 一 次 故障 的 概率 . 
(c) 3 小 时 内 不 发 生 下 一 次 故障 的 概率 . 
(d) 着 上 一 次 故障 后 3 小 时 内 没有 发 生 故障 , 则 故障 间隔 时 间 至 少 为 4 个 小 时 的 概率 是 
多 少 ? 
国家 财政 局 (State Revenue Office) 的 到 达 间 隔 时 间 服 从 平均 值 0.05 小 时 的 指数 分 布 . 该 
MEF 8:00 开始 办 公 . 
*(a) 写 出 描述 该 到 达 间隔 时 间 的 指数 分 布 . 
*(b) 求 出 到 8:15 A.M. 之 前 该 局 无 顾客 到 达 的 概率 . 
(c) 现在 是 8:35 A.M., 上 一 个 顾客 8:26 进入 该 局 , 下 一 个 顾客 在 8:38 A.M. 之 前 到 达 的 
概率 是 多 少 ? 下 一 个 顾客 8:40 A.M. 前 仍 未 到 达 的 概率 是 多 少 ? 
(d) 8:10~8:45 A.M 到 达 顾 客 的 平均 数 是 多 少 ? 
假设 一 台 机 器 故障 间隔 时 间 服 从 平均 值 为 6 小 时 的 指数 分 布 . 车 该 机 器 在 前 3 个 小 时 内 无 
故障 正常 工作 ， ln ke te pe ENT 未 来 0.5 小 时 内 发 
生 故 障 的 概率 是 多 少 ? 
学 生 会 游戏 室 的 到 达 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 值 为 10 分 钟 . 
(a) 每 小 时 到 达 率 是 多 少 ? 
(b) RF 15 分 钟 内 没有 学 生来 到 游戏 室 的 概率 
(c) 下 20 分 钟 内 至 少 有 一 个 学 生来 到 游戏 室 的 概率 是 多 少 ? 


e 
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6. 一 家 新 开张 快餐 店 的 经 理想 要 定量 分 析 以 下 顾客 的 到 达 过 程 , 他 估计 了 几 个 顾客 到 达 间 
隔 时 间 : (a) 小 于 2 分 钟 ; (b)2 分 钟 到 3 分 钟 ; (c) 多 于 3 分 钟 .同类 快餐 店 的 顾客 到 达 
率 为 每 小 时 35 名 顾客 . 到 达 间隔 时 间 服从 指数 分 布 - 

*T. Ann 和 Jim 是 一 家 快餐 店 的 两 名 员工 , 在 等 待 顾客 上 门 的 时 候 他 俩 在 玩 一 个 游戏 : 假如 
在 1 分 钟 内 下 一 个 顾客 没 来 , 则 Jim 付 给 Ann 2 分 钱 ; 否则 的 话 , Ann 付 给 Jim 2 分 
钱 . 求 8 小 时 内 Jim 的 平均 收益 是 多 少 . 到 达 间 隔 时 间 服 从 平均 值 1.5 分 钟 的 指数 分 布 . 

8. 假设 在 第 7 题 中 , 游戏 规则 改 为 : 假如 在 1.5 分 钟 以 后 下 一 个 顾客 到 达 , 则 Jim 付 给 Ann 

2 分 钱 . 假如 在 1 分 钟 内 下 一 个 顾客 到 达 , 则 Ann 给 Jim 2 分 钱 ,如 顾客 在 1 分 钟 到 

1.5 分 钟 之 间 到 达 , 则 不 分 输赢. 求 8 小 时 内 Jim 的 平均 收益 是 多 少 . 
假设 在 第 7 题 中 , 假如 下 一 个 顾客 在 一 分 钟 内 到 达 , 则 Ann 给 Jim 2 分 钱 . 如 相继 到 达 

间隔 时 间 在 1 分 钟 到 1.5 分 钟 , 则 Ann 付 给 Jim 3 分 钱 . 假如 相继 到 达 间 隔 时 间 在 1.5 

分 钟 至 2 分 钟 之 间 , 则 Jim 付 给 Ann 5 分 钱 . 如 相继 到 达 间 隔 时 间 大 于 2 分 钟 , 则 Jim. 

付 给 Ann 6 分 钱 . R 8 小 时 内 Ann 的 平均 收益 是 多 少 . 

*10. 在 前 一 名 顾客 后 4 分 钟 内 来 到 McBurger 快餐 店 的 顾客 将 会 得 到 10% 的 优惠 ， 如 果 间 
隔 时 间 是 4 到 5 分 钟 , 优惠 幅度 为 6%. 假如 间隔 时 间 在 5 分 钟 以 上 , 则 该 顾客 只 能 得 到 
2% 的 优惠 . 间隔 时 间 是 服从 均值 为 6 分 钟 的 指数 分 布 . 
(a) 求 顾客 得 到 10% 优惠 的 概率 是 多 少 ? (b) 求 顾客 的 平均 优惠 幅度 是 多 少 ? 

11. 已 知 一 台 Kencore 冰箱 的 故障 间隔 时 间 服从 指数 分 布 , 平均 值 为 9 000 小 时 (KE 1 年 

的 运行 时 间 ). 公司 为 冰箱 提供 1 年 的 保修 期 , 那么 由 保修 承担 故障 维修 费 的 机 会 有 多 少 
w? 
A 大 学 运行 两 条 校内 巴士 线路 : 红线 和 绿 线 . 红线 服务 北 校区 , 绿 线 服务 南 校区 , 并 由 一 
个 换 乘 站 相连 . 绿 线 巴士 每 10 分 钟 随机 (指数 到 达 间 隔 时 间 ) HARRI, 红线 巴士 每 
7 分 钟 也 随机 到 达 . 

(a) 一 学 生 乘 红线 到 达 换 乘 绿 线 , 他 等 待 时 间 的 概率 分 布 是 什么 ? 

(b) 一 学 生 剩 绿 线 到 达 换 乘 红 线 , 他 等 待 时 间 的 概率 分 布 是 什么 ? 


证 明 指数 分 布 的 平均 值 和 标准 差 相 等 . 


s 


1; 


13. 


12.4 AEREA TRE ERNA 
分 布 之 间 的 关系 ) 


本 节 介 绍 两 个 排队 情形 : 只 有 到 达 的 纯 生 (pure birth) 模型 和 只 发 生 离 开 的 纯 
IR (pure death) 模型 . 纯 生 模型 的 例子 如 为 新 生 要 儿 制 作出 生 证 明 , 纯 灭 模型 的 例 
子 如 一 家 商店 对 其 库存 货物 的 随机 提货 

我 们 用 指数 分 布 来 描述 纯 生 模型 中 的 到 达 间隔 时 间 和 纯 灭 模型 中 的 离开 间隔 
时 间 . 建立 这 两 个 模型 , 结果 却 发 现 了 指数 分 布 与 泊 松 分 布 之 间 的 密切 关系 , 即 由 
其 中 一 个 分 布 可 以 自动 确定 另 一 个 分 布 . 
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124.1 纯 生 模 型 
定义 
polt) = t 时 间 期 间 内 没有 到 达 的 概率 
已 知 到 达 间 隔 时 间 是 指数 分 布 的 , 并 且 每 单位 时 间 顾 客 到 达 率 为 和 , 则 
polt) =P{ 到 达 间 隔 时 间 > t} 
=1 一 P{ 到 达 间 隔 时 间 < t} 
-(-e») 
at 


对 一 充分 小 的 时 间 区 间 h > 0, 我 们 有 

po(h) 2 e7^ —1 nro -=1- Ah + 0(h?) 
指数 分 布 基于 假设 : 在 充分 小 的 h > 0 期 间 , 最 多 有 一 个 事件 (到 达 ) 能 够 发 生 . 因 
此 , 34 h — 0, 


mih) 9 1 — polh) e Ah 


这 一 结果 表示 , h 期 间 一 次 到 达 的 概率 直接 与 成 比例 , 以 到 达 率 和 为 比例 常数 . 
在 到 达 间 隔 时 间 服 从 平均 值 二 的 指数 分 布 的 条 件 下 , 为 了 推导 出 某 期 间 t 内 
到 达 数 目的 分 布 , 定义 


Palt) =t 期 间 有 n 个 到 达 的 概率 
对 充分 小 的 h > 0, 


Pn(t)(1 — Ah) + pn-i(t)Mh, n>0 
polt) (1 — Ah), n=0 


第 一 个 公式 中 , 如 t 时间 内 有 n 个 到 达 而 且 在 hh 时 间 内 没有 到 达 , 或 者 是 在 上 期 间 

有 一 1 个 到 达 , 在 h 期 间 有 1 个 到 达 , WE th 时 间 内 有 n 个 到 达 . 不 可 能 有 

其 他 的 组 合 , 因为 根据 指数 分 布 , 在 非常 小 的 时 间 期 间 h 内 , 最 多 有 一 个 到 达 . 因为 

每 个 个 体 到 达 与 否 是 独立 的 , 因此 可 对 等 式 的 右 端 运用 概率 乘法 法 则 . 对 于 第 二 个 

AR, 只 有 当 t 和 h 期 间 没 有 到 达 时 , t +h 期 间 才 会 有 零 个 到 达 . 
重新 安排 各 项 并 取 当 h — 0 的 极限 , 得 到 


steel 


vt) lins o PET PRO p(t) + Xpni(), n>0 


bt) — lima. mitri -se —-M (t n=0 
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其 中 p, (0) 是 pnlt) 关于 + 的 一 阶 导数 . 
求解 上 述 差分 -微分 方程 , 得 到 


mo QO0E aea. 


这 正 是 上 期 间 平均 有 Efnt} = At 个 到 达 的 泊 松 分 布 (Poisson distribution). 

上 面 的 结果 说 明 , 若 到 达 间 隔 时 间 服 从 平均 值 为 二 的 指数 分 布 , 则 指定 期 间 t 
内 的 到 达 数 服从 平均 值 Xt 的 泊 松 分 布 . 反之 亦 然 . 

下 表 总 结 了 给 定单 位 时 间 到 达 率 和 的 指数 分 布 与 泊 松 分 布 之 间 的 密切 关系 : 


指数 分 布 [DTI] 
EL 入骨 到 这 之 间 的 时 间 t WE T MAME n 
到 值 范围 t>9 o Ea 
enat f() =e, t S0 m(n) = COROT nol2… 
平均 什 uma T 期 间 有 XT MWA 
累积 概率 P(t&A)m1-e—^ pncn(T)= Po(T) - (T) + + pN (T) 
P(A 期 间 无 到 达 } P(t»A)- po(A) =e 
例 12.4-1 
某 人 口 稀少 州 的 出 生 率 为 每 12 分 钟 出 生 一 个 新 生 儿 . 出 生 间隔 时 间 服从 指数 
分 布 . 求 下 列 各 值 : 
(a) 每 年 出 生 的 平均 数 . (b) 任何 一 天 内 无 新 生 儿 出 生 的 概率 . 


(c) 假设 在 3 小 时 时 间 内 的 前 2 个 小 时 已 经 发 出 了 40 份 出 生 证 明 , 求 这 3 小 
时 内 发 出 50 份 出 生 证 明 的 概率 . 
计算 每 天 的 出 生 率 为 
21x 60 
12 


= 120 人 /天 
该 州 每 年 出 生 人 口 数 为 
At = 120 x 365 = 43 800 人 /年 


任意 一 天 没有 新 生 儿 出 生 的 概率 可 从 泊 松 分 布 计算 为 


joe-120x1 
wå gane Leu lg 


计算 这 个 概率 的 另外 一 种 方法 是 , 因为 任意 一 天 内 没有 出 生 新 生 儿 等 价 于 说 ， 
所 以 相继 出 生 的 间隔 时 间 超过 一 天 . 因此 可 以 用 指数 分 布 来 计算 所 需 的 概率 


P(t»1)-e?-0 
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假设 在 3 小 时 时 间 内 的 前 2 个 小 时 已 经 发 出 了 40 份 出 生 证 明 , 计算 这 3 小 时 
内 发 出 50 份 出 生 证 明 的 概率 , 相当 于 1 小 时 (=3 一 2) 内 出 生 10(= 50 — 40) 个 新 
生 儿 , 因为 出 生 数 的 分 布 是 泊 松 的 . 

已 知 每 小 时 出 生 数 为 = 9 = 5, 我 们 得 出 


(5 x Di0e-sxa 


po) = ED 


= 0.018 13 


Excel 程序 

有 关 泊 松 分 布 以 及 所 有 排队 公式 的 计算 都 比较 麻烦 , 要求 有 特殊 的 编程 技巧 
来 保证 合适 的 计算 精度 . 可 以 用 Excel POISSON, POISSONDIST 和 EXPONDIST 
函数 来 计算 泊 松 分 布 和 指数 分 布 的 单个 概率 和 累积 概率 . 这 些 函数 在 excelStatTa- 
bles.xls 中 也 可 以 自动 计算 . 例如 , 已 知 出 生 率 为 每 小 时 5 个 婴儿 , 要 计算 0.5 小 时 内 
恰好 有 10 个 婴儿 出 生 的 概率 , 我 们 在 F16 中 输入 2.5, 在 316 中 输入 10, 就 可 以 在 
M16 中 得 出 答案 0.000 216. O16 给 出 最 多 10 个 机 儿 出 生 的 累积 概率 (= 0.999 938). 
为 了 求 出 生 间 隔 时 间 小 于 等 于 18 分 钟 的 概率 , 我 们 用 指数 分 布 程序 , 在 F9 中 输入 
2.5, 在 J9 中 输入 0.3, 则 可 在 O9 中 得 到 答案 0.527 633. 
TORA/Excel 程序 

可 以 用 TORA( 文 件 toraEx12.4-1.txt) 或 者 excelPoissonQ xls 程序 来 自动 计算 
所 有 有 意义 的 (TORA 中 > 10-5, Excel 中 > 10-7) 泊 松 概率 . 在 例 12.4-1 的 纯 生 
模型 中 , 数据 输入 如 下 : 


Lambda — Mu c 系统 上 限 “输入 源 上 限 
5 0 X XS XA 


注意 对 Lambda 的 输入 为 每 小 时 出 生 X = 5x 1954. 


习题 12.4A 
*1. 在 例 124-1 中 , 设 工作 人 员 通常 等 待 直 到 累积 了 至 少 5 个 出 生 证 明 才 把 这 些 出 生 证 明 信 
息 输入 计算 机 . 求 该 工作 人 员 每 小 时 输入 一 批 新 信息 的 概率 . 
2， 一 位 艺术 品 收藏 家 平均 一 个 月 去 一 趟 艺术 品 拍卖 会 , 每 趟 都 能 保证 买 回 艺术 品 . 每 两 趟 之 
闻 的 间隔 时 间 服从 指数 分 布 . 求 以 下 各 值 : 
(a) 3 个 月 没有 购买 的 概率 . (b) 每 年 不 超过 8 次 购买 的 概率 . 
(c) 相继 两 趟 的 间隔 时 间 超过 1 个 月 的 概率 . 
3. 银行 服务 工作 中 , 到 达 率 为 每 分 钟 2 名 顾客 , 求 下 列 各 值 : 
(a) 5 分 钟 内 平均 到 达 数 . (b) 未 来 0.5 分 钟 没有 到 达 发 生 的 概率 . 
(c) 未 来 0.5 分 钟 至 少 一 个 到 达 发 生 的 概率 . 
(d) 两 个 相继 到 达 之 间 至 少 是 3 分 钟 的 概率 - 
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4. LEJ 餐馆 的 到 达 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 值 为 5 分 钟 . 该 餐馆 从 上 午 11 点 开始 营业 ， 
求 下 列 值 : 

*(a) 已 知 到 11:05 A.M. 有 8 位 顾客 到 达 , 求 到 11:12 A.M. 有 10 位 顾客 到 达 的 概率 . 
(b) 已 知 上 一 位 顾客 11:25 A.M. 到 达 , R 11:28~11:33 A.M. 有 新 顾客 到 达 的 概率 . 
Springdale 公共 图 书馆 按照 泊 松 分 布 进 一 批 新 书 , 平均 每 天 进 25 本 每 层 书架 可 以 放置 
100 本 书 . 求 下 列 值 : 

(a) 每 月 (30 X) 放置 新 书 书架 的 平均 层 数 . 
(b) 已 知 一 个 书架 有 5 层 , 求 每 月 需要 10 个 以 上 书架 的 概率 . 

. A 大 学 运行 两 条 校内 巴士 线路 : 红线 和 绿 线 . 红线 服务 北 校区 , 绿 线 服务 南 校区 , 并 由 一 个 
换 乘 站 相连 . 绿 线 巴士 每 10 分 钟 (WEHA) 随机 到 达 换 乘 站 , 红线 巴士 每 7 分 钟 也 随 
机 到 达 . 

*(a) 5 分 钟 内 两 辆 巴士 同时 停 菲 在 换 乘 站 的 概率 是 多 少 ? 

(b) WAMWERE PEE 10 分 钟 内 要 上 课 , 这 两 辆 巴士 都 能 把 该 学 生 送 到 该 教学 
楼 . 乘 车 时 间 需 要 5 分 钟 , 下 车 后 他 还 要 步行 大 约 3 分 钟 到 达 教室 . 该 学 生 能 按时 上 
课 的 概率 是 多 少 ? 

证 明 t 时 间 期 间 内 的 泊 松 分 布 的 平均 值 和 方差 等 于 At, 其 中 和 为 到 达 率 . 

从 纯 生 模型 的 养分 -微分 方程 导出 泊 松 分 布 . 提示 : 一 般 微分 方程 


Li 


P», 


y + a(t)y = b(t) 
的 解 为 
y= e- foot (oem * e} (其 中 < 为 常数 ) 
124.2 HRA 


纯 灭 模型 中 , 系统 在 0 时 刻 开始 时 有 N 个 顾客 , 后 面 没有 新 顾客 到 达 . 离开 的 
发 生 率 为 每 单位 时 间 / 个 顾客 . 为 了 建立 上 时 间 单位 后 剩 下 n 个 顾客 的 概率 p (t) 
的 差分 -微分 方程 , 我 们 采用 与 纯 生 模型 一 样 的 方法 ( 见 12.4.1 节 ), 有 
pu(t-- h) - pu(t) — uh) 
Palt +h) -pa(t)(1 — ph) -pnai(t)uh, O<n<N 
Polt +h) =po(t)(1) + pı(t)uh 


À h — 0, 得 到 


palt) = —upa(t) + upssi(t)) 0<n<N 
molt) = ut) 
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这 组 方程 的 解 得 到 下 面 的 截 尾 泊 松 (truncated Poisson) 分 布 : 


(ut)N-e-it 


PaO = Nn n-L2,,N 
v 

po(t) - 1— Y palt) 
E 


9l 12.4-2 

某 杂货 店 鲜花 柜台 每 周 初 库存 18 打 玫瑰 花 . 平均 情况 下 , 鲜花 柜台 每 天 卖 出 
3 打 (一 次 一 打 ), 但 实际 需求 量 服从 泊 松 分 布 . 一 旦 库存 水 平 剩 下 5 打 , 就 再 订货 
18 打 , 下 周一 送 货 . 由 于 鲜花 商品 的 特性 , 周末 没有 卖 出 的 玫瑰 花 就 要 扔 掉 . 请 求 出 
下 列 各 值 : 

(a) 该 周 内 任何 一 天 订货 的 概率 . 

(b) 周末 扔 掉 玫瑰 花 的 平均 打数 ， 

因为 购买 的 发 生 率 为 每 天 1 = 3 3T, t 日 结束 前 订货 的 概率 为 


Pnés(t) — po(t) + pi (t) +- + ps(t) 
5 (gtyi8-ne-3t 
=» +D CS 1-127 
我 们 最 好 用 excelPoissonQ xls 或 TORA 来 计算 pmn<s(t), TORA 的 多 情景 功能 对 本 
例 的 计算 更 加 方便 . 对 应 于 t = 1,2,… ,7 纯 灭 模型 相应 的 输入 数据 为 


Lambda = 0, Mu = 3t,c = 1, 系统 上 限 = 18, 输 入 源 上 限 = 18 
注意 到 + 必须 要 数值 替换 出 来 , 如 文件 toraEx12.4-2.txt BER. 
输出 结果 如 下 : 


COLIN " 2 3 a 5 6 7 
nt 3 6 D 12 15 18 z 
Pnes( ^ 0.0000 0.0088 — 01212 — 04240 07324 09083 09755 


周末 (t = 7) 扔 掉 的 玫瑰 花 平均 打数 为 Efnjt = 7). 为 了 计算 这 个 值 , 我 们 需 
要 用 到 pn(7),n = 0,1,2,… ,18, 这 些 值 可 以 用 提供 的 软件 求 出 , 这 样 我 们 就 得 到 


18 
BE{nlt=7} = > npn(7) = 0.664 ~ 1 打 
a20 
习题 12.4B 
1. 在 例 124-2 fh, 用 excelPoissonQ xls 或 TORA 程序 计算 pa(7),n = 1,2,… ,18, 然后 
手工 验证 从 这 些 概率 可 求 得 E{n|t = 7} = 0.664 T. 
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2. 在 例 124-2 H, 对 于 下 列 每 个 情况 , 先 写 出 代数 解 , 再 用 excelPoissonQ.xls 或 TORA 程 

序 给 出 数值 答案 - 
*(a) 3 天 后 库存 用 光 的 概率 . (b) 第 二 天 末 剩 余 的 玫瑰 花 平均 打数 . 
*(c) 己 知 第 三 天 末 最 后 一 打 被 买 走 , 到 第 四 天 末 有 人 买 至 少 1 打 玫 瑰 花 的 概率 . 
(d) 己 知 一 天 前 有 人 买 花 , 求 下 一 次 购买 前 的 时 间 最 多 还 有 半天 的 概率 . 
(e) 第 一 天 没有 人 买 花 的 概率 . (£) 周末 不 用 订货 的 概率 . 

. Springdale 高 中 管 乐 队 正在 一 座 新 建 的 400 个 座位 的 礼堂 进行 用 士 音乐 会 募捐 演出 . 当地 
企业 按 10 张 一 组 购 票 , 并 将 票 款 捐 给 青年 会 组 织 . 只 在 演出 当天 4 小 时 内 对 企业 售票 , 订 
票 过 程 服从 平均 值 为 每 小 时 10 次 的 泊 松 分 布 . 售票 处 关门 以 后 剩 下 的 票 ( 按 组 ) 将 在 音乐 
会 开始 前 1 小 时 作为 “临时 票 ”按照 折扣 价 卖 出 . R 

(a) 有 可 能 买 到 临时 票 的 概率 - (b) 还 有 临时 票 的 平均 张 数 . 

.每 天 早上 , 一 家 小 型 机 械 加 工厂 的 冰箱 里 都 放 上 2 箱 (每 箱 24 MEO 软饮料 , 供 厂 里 的 10 
名 员工 饮用 . 这 些 员工 在 8 小 时 工作 日 内 (8:00 A.M.~4:00 P.M.) 任何 时 间 都 可 以 喝 饮料 
解渴 , 且 已 知 每 个 员工 一 天 大 约 消费 4 ME, 但 这 一 过 程 是 完全 随机 的 (服从 泊 松 分 布 ). 那 
么 一 个 员工 中 午 (午餐 开始 ) 时 就 找 不 到 饮料 的 概率 是 多 少 ? 工厂 关门 前 喝 完 所 有 饮料 的 
概率 是 多 少 ? 

*5、 某 个 一 年 级 大 学 生 每 月 家 里 给 他 $100 的 存款 , 用 来 支付 杂费 每 次 取款 $20 会 在 这 个 月 
里 随机 发 生 , 取款 的 时 间 间 隔 服 从 指数 分 布 , 平均 值 为 1 周 . 求 该 学 生 在 第 4 周末 用 完 这 
个 月 杂费 的 概率 

， 从 仓库 中 按照 泊 松 分 布 提取 共 80 件 库存 产品 , 提取 率 为 每 天 5 件 , 求 下 列 各 项 ; 

(a) 前 2 天 提取 10 件 库存 的 概率 . (b) 第 4 天 末 库 存 用 完 的 概率 . 
(e) 4 天 期 间 提取 库存 产品 的 平均 数 . 

某 机 械 加 工厂 刚好 有 10 件 备用 零 部 件 用 来 维修 机 器 , 每 7 天 补充 一 次 库存 , 保持 10 件 零 

部 件 的 库存 水 平 机 器 出 现 故障 的 间隔 时 间 服从 指数 分 布 , 平均 值 为 1 天 . 求 由 于 缺乏 零 

部 件 导致 机 器 2 天 不 能 工作 的 概率 . 

对 某 商品 的 需求 服从 泊 松 分 布 , 平均 每 天 3 件 . 最 大 库存 水 平 为 25 件 , 发 生 在 每 星期 一 ， 

刚好 新 的 订货 送 到 . 订货 量 的 多 少 根据 每 周末 星期 六 (星期 天 不 营业 ) 剩余 的 库存 量 决定 . 

求 以 下 各 项 : 

*(a) 每 周平 均 订 货 量 . *(b) 在 星期 五 早上 开门 时 发 生 缺 货 的 概率 
(c) 每 周 订货 量 超过 10 件 的 概率 . 

证 明 对 应 于 纯 灭 模型 中 的 截 尾 泊 松 分 布 , 离开 间隔 时 间 的 分 布 服 从 平均 值 为 时间 单位 的 

指数 分 布 . 

10. 从 纯 灭 模型 的 差分 -微分 方程 中 , 用 归纳 法 推导 出 截 尾 泊 松 分 布 . (注意 : 见习 题 12.4A 中 

第 8 题 的 提示 .) 


a 


A 


12.5 “广义 泊 松 排队 模型 
本 节 建立 一 个 一 般 性 的 排队 模型 , 根据 泊 松 分 布 的 假设 , 即 到 达 间 隔 时 间 和 服 
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务 时 间 服从 指数 分 布 ,我 们 把 到 达 和 离开 结合 起 来 . 基于 这 一 模型 , 可 以 导出 12.6 
节 中 的 特殊 泊 松 模型 
广义 模型 的 建立 是 基于 排队 情形 的 长 期 行为 ,或 称 为 平稳 状态 (steady-state) 
行为 , 这 种 状态 在 系统 经 过 了 充分 长 时 间 的 运行 后 得 到 的 . 这 种 分 析 和 系统 初期 运 
行 期 间 所 常见 的 瞬时 (transient)( 或 称 为 热身 ) 行为 完全 不 同 . 本 章 不 讨论 豚 时 行为 
的 一 个 原因 是 由 于 对 它 的 解析 太 复杂 , 另 一 个 原因 是 由 于 对 大 多 数 排队 系统 都 是 在 
平稳 状态 下 来 研究 的 . 
广义 模型 假设 , 到 达 率 和 离开 率 都 是 与 状态 相关 的 (state dependent), 也 就 是 
说 , 它们 都 依赖 于 服务 设施 中 的 顾客 数 . 例如 , 在 高 速 公路 收费 口 ,在 高 峰 时 间 收费 
员 通常 就 会 提高 收费 速度 . 另 一 个 例子 发 生 在 商店 , 假定 收费 机 的 数量 一 定 , 随 着 
坏 了 的 机 器 数 增加 , MEHR £s (因为 只 有 正在 工作 的 机 器 才 可 能 发 生 新 的 故 
RH). 
定义 
n= 系统 中 的 顾客 总 数 (排队 的 加 上 正 接受 服务 的 ) 
入 = 已 知 系统 中 有 n 个 顾客 时 的 到 达 率 
加 = 已 知 系统 中 有 n 个 顾客 时 的 离开 率 
pn = 系统 中 有 nn 个 顾客 的 平稳 状态 概率 


广义 模型 中 pn 作为 ,和 jn 的 函数 , 然后 用 这 些 概率 来 求 出 系统 行为 的 度量 指 
标 , 如 平均 队长 、 平均 等 待 时 间 以 及 设备 平均 利用 率 . 

概率 p 可 以 用 图 12.2 中 的 转移 率 图 (transition-rate diagram) 来 得 到 ， 这 个 
排队 系统 处 在 状态 n, 因为 这 时 系统 中 的 顾客 数 为 n. 根据 12.3 节 中 的 解释 , 在 一 
个 小 时 间 区 间 h 里 多 于 一 个 事件 发 生 的 概率 随 着 h 一 0 而 趋 于 0. 这 就 意味 着 , 对 
于 n > 0, 状态 n 只 能 变 成 两 种 可 能 的 状态 当 按照 离开 率 uu 离开 时 变 成 n — 1, 
当 按 照 到 达 率 ,到达 时 变 成 n+ 1. 状态 0 按照 到 达 率 Xo 到 达 时 只 能 变 成 状态 
1, 注意 到 假如 系统 为 空 时 , 因为 没有 离开 发 生 , wo 没有 定义 . 


图 12.2 泊 松 队列 转移 图 
在 平稳 状态 条 件 下 , 对 于 n > 0, 流入 和 流出 状态 n 的 期 望 速 让 必 相 等 . 根据 
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状态 n 只 能 变 成 状态 (n — 1) 和 (n e 1) 的 事实 , 我 们 得 到 
流 进 状态 n 的 期 望 速率 = An_1pn-1 + n+lpn+1 
类 似 地 
流出 状态 n 的 期 望 率 = (An + jn)pn 
让 这 两 个 速率 相等 , 得 到 下 面 的 平衡 方程 (balance equation): 
Àn-1Pn-1 + pntipnt1 = (Àn + pn)pn, n7 52,7 
从 图 12.2 中 , 对 应 于 n = 0 的 平衡 方程 为 
Aopo = jp 


从 po 开始 递归 求解 平衡 方程 如 下 : 对 于 n = 0, 有 


^-(2» 


Aopo + japa = (a  in)ps 
用 pi = (po 替换 并 化 简 , 得 到 (请 验证 !) 


pube 
mm 


一 般 地 , 可 用 归纳 法 得 到 


接 下 来 ,对 n=1, 有 


p» 的 值 可 以 从 等 式 35 p, = 1 Ri. 
例 12.5-1 1 
BEK 食品 店 有 3 个 收 款 台 . 经 理 根据 店内 顾客 数量 按照 下 列 安排 决定 提供 服 
Ae c cs 
店内 顾客 数 [LIT TI] 
—Wa c 03 0— 
4-6 2 
6 人 以 上 3 
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顾客 按照 平均 速度 为 每 小 时 10 位 的 泊 松 分 布 来 到 收 款 区 . 每 位 顾客 的 平均 收 
款 时 间 为 指数 分 布 ,平均 12 分 钟 . R n 个 顾客 在 收 款 区 的 平稳 状态 概率 p. 
根据 本 问题 的 信息 , 有 
An=A = 10 个 顾客 /小 时 ， n=0,1,… 
器 = 5 个 顾客 /小 时 ， n=0,1,2,3 
Bam 2x5= 10 个 顾客 /小 时 ，n=4,5,6 
3 x 5 二 15 个 顾客 /小 时 ，n =7,8,… 
Wit, 
m-(9)m- 2 
m= (时 ) po = 4po 
p= (时 po = sp 
pa= (9)* (48) Po = 8» 
ps7 (2) (9 m = sp 
ps (9)* (8) po = 8» 
peor ($)? G? QD" “po - 8(" po 
po 的 值 从 下 面 的 等 式 求 出 


po po[2-- 4-- 8. 8-- 8-- 8 8(3) - S(?* +88)? +- 


或 等 价 地 


po(31 - 8[1-- 8 (9? ]81 
利用 几何 求 级 数 


iM: 
L 
LI 


ie det 


得 到 
po{31+8(718)} 5 1 
因此 , po = d 
知道 了 po, 现在 就 能 求 出 pn (n > 0). 例如 , 只 有 一 个 收 款 台 开放 的 概率 就 可 
以 计算 为 系统 中 最 多 有 3 个 顾客 的 概率 : 


pi +p + ps = (2+4 + 8)($&) ~ 0.255 
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可 以 用 pn 来 求 出 B&K 食品 店 排队 行为 的 度量 指标 , 例如 
期 望 空闲 收 款 台 数 = 3po+2(pi+pz+ps)+1(ps+ps+pe)+0(pr+ps+…) = 1 个 收 款 台 


习题 12.5A 

1. 在 例 12.5-1 中 , 求 下 列 各 项 : 

(a) 开放 收 款 台 个 数 的 概率 分 布 。 。”(b) 繁忙 收 款 台 的 平均 数 . 

2. 在 例 12.5-1 的 BEK 模型 中 , 假设 收 款 区 的 到 达 间 隔 时 间 服 从 平均 值 为 5 分 钟 的 指数 分 
fti, 并 且 每 位 顾客 的 收 款 时 间 也 是 指数 分 布 的 , 平均 为 10 分 钟 . 进一步 假设 , BEK 将 要 增 
加 第 4 个 收 款 台 , 这 些 收 款 台 根据 两 个 顾客 的 增 辐 而 逐一 增加 开放 . 求 下 列 各 值 . 

(a) 对 所 有 n, 求 平稳 状态 概率 pn. (b) 需要 第 4 个 收 款 台 的 概率 
(e) 平均 空闲 收 款 台 数 . 
*3， 在 例 12.5-1 的 B&K 模型 中 , 假设 所 有 3 个 收 南台 总 是 开放 , 运作 方式 是 顾客 将 去 第 一 个 
空闲 的 收 均 台 . 求 下 列 各 值 : 
(a) 所 有 3 个 收 款 台 都 在 使 用 的 概率 。 。”(b) 顾 客 到 达 不 用 等 待 的 概率 . 

4. Springdale 第 一 银行 提供 一 台 单 车 道 免 下 车 ATM 取款 机 . 汽车 按照 泊 松 分 布 每 小 时 12 
辆 的 到 达 率 到 达 . 每 辆 车 完成 ATM 业务 所 希 要 的 时 间 服 从 平均 6 分 钟 的 指数 分 布 . 车 道 
总 共 可 允许 10 辆 客车 驶 入 . 一 旦 车 道 占 满 了 , 其 他 来 到 的 车 辆 就 要 去 另 一 个 分 行 寻 求 服务 
T. 求 下 列 各 项 ; 

(a) 一 辆 来 到 的 车 由 于 车 道 占 满 而 不 能 使 用 ATM 机 的 概率 . 
(b) 一 辆 车 到 来 后 不 能 立即 使 用 ATM 机 的 概率 - 
(c) 车 道里 的 平均 车 辆 数 . 

5. 你 听 过 有 人 老 是 说 “那个 地 方太 拥挤 了 , 没有 人 再 会 去 那儿 了 ”这 样 蔬 盾 的 话 吗 ? 这 句 话 
可 以 解释 为 , 随 着 寻求 服务 的 顾客 人 数 的 增加 ,“ 暂 时 不 加 入 ”的 机 会 也 在 增加 . 对 这 种 情 
形 建 模 的 一 种 可 能 的 依据 是 说 , 随 着 系统 中 顾客 人 数 的 增长 , 系统 的 到 达 率 就 会 下 降 . 举例 
来 说 , 我 们 考虑 M&M 台球 俱乐部 的 简化 情形 , 顾客 们 成 组 (每 组 2 人 ) 来 打 台 球 . 正常 的 
到 达 率 是 每 小 时 6 组 (12 A). 但 是 一 旦 台球 厅 里 打球 的 人 超过 8 组 时 , 到 达 率 就 降 至 每 
小 时 来 5 组 . 假定 这 一 到 达 过 程 服从 泊 松 分 布 . 每 组 人 玩 平均 30 分 钟 的 指数 分 布 时 间 . 台 
球 厅 总 共有 5 个 球台 , 任何 时 候 可 供 不 超 过 12 组 人 玩 . 求 下 列 各 项 : 

(a) 顾客 们 暂 不 加 入 排队 的 概率 、 (b) 所 有 球台 都 在 使 用 的 概率 . 
(c) 在 使 用 中 的 球台 的 平均 数 . (d) 等 待 球台 的 人 的 平均 组 数 . 

*6， 某 理发 店 一 次 服务 一 位 顾客 , 为 等 待 的 顾客 准备 了 3 把 椅子 . 假如 这 些 位 置 都 满 了 , 顾客 
就 到 别 的 地 方 去 了 .顾客 的 到 达 服从 泊 松 分 布 , 平均 每 小 时 4 位 每 位 顾客 理发 的 时 间 服 
从 平均 值 为 15 分 钟 的 指数 分 布 . 求 下 列 各 值 : 
(a) 平稳 状态 概率 . (b) 店 中 顾客 数 的 期 望 值 . 
(c) 由 于 满员 使 得 顾客 到 别 的 地 方 去 的 概率 . 

T. 考虑 一 个 服务 台 的 排队 情形 , 其 中 到 达 率 和 服务 率 分 别 为 


AM-10-n, n=0,1,2,3 
m=3+5, n=1,2,3,4 
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这 个 情形 等 价 于 随 着 系统 中 n 的 增加 来 减 小 到 达 率 和 增加 服务 率 . 
(a) 建立 一 个 状态 转移 图 并 确定 该 系统 的 平衡 方程. 
(b) 求 平稳 状态 的 概率 . 


考虑 单一 排队 模型 , 其 中 只 允许 一 个 顾客 进入 系统 . 到 达 并 发 现 服务 设施 忙 的 顾客 不 会 再 


返回 .假设 到 达 分 布 是 泊 松 的 , 平均 每 单位 时 间 到 达 人 数 为 ,服务 时 间 服从 平均 值 为 i 
的 指数 分 布 

(a) 建立 状态 转移 图 并 求 平衡 方程 。 。(b) 求 平稳 状态 的 概率 . 

(c) 求 系统 中 平均 顾客 数 . 


用 归纳 法 证 明 得 出 下 面 广义 模型 的 一 般 解 . 考虑 


ki 


v= TI (>) k=0 2... 


E] 


我 们 在 包含 pw, pn-:, pn-2 的 一 般 差分 方程 中 代 换 p. 1 和 ps_2, 以 得 到 所 要 的 pw 的 表 
达 式 . 证 明 这 一 方法 的 正确 性 . 


12.6 ”特殊 泊 松 队列 
图 12.3 显示 带 有 c 个 并 行 服务 台 的 特殊 泊 松 排队 情形 .由 第 一 个 空闲 的 服务 


台 从 队列 中 选择 一 个 等 待 顾客 开始 服务 . 系统 的 到 达 率 为 每 单位 时 间 \ 个 顾客 . 所 
有 服务 台 都 一 样 , 意味 着 每 个 服务 台 的 服务 率 都 是 每 单位 时 间 / 个 顾客 . 系统 中 的 
顾客 数 定义 为 正 接受 服务 的 顾客 加 上 在 队列 中 等 待 服务 的 顾客 . 


SB — P 


离开 率 p 


图 12.3 有 < 个 并 行 服务 台 的 排队 系统 的 图 形 表示 
为 了 用 方便 的 符号 表示 图 12.3 这 种 排队 情形 的 特性 , 采用 下 面 的 格式 
(a/b/o) : (dje/f) 
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ac 到 达 分 布 
开 (服务 时 间 ) 的 分 布 
c= 并行 服务 台数 目 (= 1,2, 
d= 排队 规则 
。= 系 统 中 (队列 中 的 加 上 正在 接受 服务 的 ) 最 大 允许 数 (有 限 或 无 限 多 个 ) 
了 = 顾客 输入 源 的 多 少 (有 限 或 无 限 多 个 ) 
表示 到 达 和 离开 分 布 (符号 a。 和 b) 的 标准 记号 有 
M = 马尔 可 夫 (或 泊 松 ) 到 达 或 离开 分 布 (等 价 于 指数 到 达 间 隔 时 间或 服 
务 时 间 分 布 ) 
吃 = 常数 (确定 性 ) 时 间 
Ey MRBIBR r 时 间 分 布 (等 价 于 独立 指数 分 布 之 和 ) 
G1 — 到 达 间 隔 时 间 的 一 般 性 (通用 ) 分 布 
G= 服 务 时 间 的 一 般 性 (通用 ) 分 布 
排队 规则 的 记号 (符号 d) 包括 
FCFS= 先 到 先 服务 
LCFS= 后 到 先 服务 
SIRO= 随 机 次 序 服务 
GD= 一 般 规则 ( 即 任何 一 种 规则 
举例 说 明 如 何 使 用 这 些 记号 . 模型 (M/D/10) : (GD/20/oc) 采用 泊 松 到 达 (或 
指数 到 达 间 隔 时 间 ), 常数 服务 时 间 , 10 个 并 行 服务 台 . 排队 规则 是 一 般 规则 , 整个 
系统 中 只 限于 有 20 个 顾客 , 顾客 输入 源 的 大 小 是 无 限 的 . 
根据 历史 记载, 这 种 记号 的 前 3 个 要 素 (a/b/c) 是 1953 年 由 D.G. 肯 德 尔 提出 
的 , 所 以 通常 称 为 肯 德 尔 记号 (Kendall notation). 1966 年 , A.M. 李 在 这 个 记号 中 
又 加 了 符号 a 和 e, 该 作者 1968 年 又 加 上 了 最 后 一 个 符号 f. 
在 详细 介绍 特殊 泊 松 队列 之 前 , 先 说 明 如 何 从 12.5 节 给 出 的 平稳 状态 概率 pn 
得 到 广义 排队 系统 的 平稳 状态 度量 指标 . 


12.6.1 ”队列 行为 的 平稳 状态 度量 
最 常用 的 队列 行为 度量 指标 有 
L,— 系统 中 顾客 的 期 望 数 
一 队列 中 顾客 的 期 望 数 
JW:= 系 统 中 的 期 望 等 待 时 间 
W= 队列 中 的 期 望 等 待 时 间 
c= 繁忙 服务 台 的 期 望 数 


= 00) 
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前 面 说 过 , 系统 包括 队列 加 上 服务 设施 - 
现在 说 明 这 些 指标 如 何 (直接 或 间接 地 ) 从 系统 中 状态 n 的 平稳 状态 概率 pn 


来 得 到 : 
L,— Y np. 


azi 
L= Y (n-op. 
nca 
L, 与 WU La 与 Wy) 之 间 的 关系 称 为 Little 公式 (Little's formula), 具体 
关系 为 
L, = aW, 


Ly= MW, 


这 些 关 系 在 相当 一 般 的 条 件 下 成 立 . 参数 Ne 是 系统 的 有 效 到 达 率 . 当 所 有 到 达 的 
顾客 都 可 能 加 入 系统 时 , 它 就 等 于 到 达 率 .否则 的 话 , 如 果 由 于 系统 满 了 (例如 停 
车 场 ) 有 些 顾客 不 能 加 入 , 则 和 on <A. 后 面 将 说 明 如 何 求 出 Aer. 

W, 和 Ws 之 间 也 存在 直接 关系 . 由 定义 


期 望 系统 等 待 时 间 = 期 望 队列 等 待 时 间 + 期 望 服务 时 间 


可 以 写成 
W=W + 
A 
可 以 通过 将 这 一 公式 两 边 乘 以 or, 建立 L, 与 La 的 关系 , 结合 Little 公式 一 
起 , 得 到 
PE 
ml 


n 
根据 定义 , 系统 中 的 平均 数 L, 与 队列 中 的 平均 数 L, 2 309 RAE G 
平均 数 E 因此 有 


就 得 到 了 


例 12.6-1 

Ozark 学 院 来 访 者 的 停车 位 只 限于 5 个 , 使 用 这 些 停 车 位 的 车 辆 按照 泊 松 分 布 
到 达 , 每 小 时 平均 到 达 6 辆 车 . 停车 时 间 服从 均值 为 30 分 钟 的 指数 分 布 . 到 达 后 找 
不 到 空 车 位 的 来 访 者 可 以 在 停车 场 临时 车 位 等 待 , 直到 有 停 着 的 车 离开 . 临时 车 位 
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只 能 放 3 辆 车 . 其 他 停 不 了 也 找 不 到 临时 等 待 车 位 的 车 辆 必须 去 别 的 地 方 . RFA 
各 项 : 

(a) 系统 中 有 n 辆 车 的 概率 pn- 

(b) 实际 使 用 停车 场 的 车 辆 的 有 效 到 达 率 . 

(c) 车 场 平均 车 辆 数 . 

(d) 一 辆 车 在 停车 场 内 等 待 停车 位 的 平均 时 间 . 

(e) 占据 停车 位 的 平均 车 辆 数 . 

(E) 停车 场 的 平均 利用 率 . 

首先 注意 到 , 一 个 停车 位 就 是 一 个 服务 台 , 这 样 , 系统 共有 c = 5 个 并 行 服务 
台 . 另外 , 系统 的 最 大 容量 为 5+ 3 = 8 辆 车 . 

概率 pw 可 以 按 12.5 节 广义 模型 的 特殊 情况 来 求 出 , 用 公式 

和 m=6 辆 车 /小 时 ，n =0,1,2,… ,8 


f (8) =2n SEEN, n 
»- 5(8) = 10 辆 车 /小 时 ， 


根据 12.5 节 , 得 到 x 
[m n=1,2,3,4,5 
Spes n-678 
po 的 计算 可 通过 把 pn,n = 1,2,… ,8 代入 到 下 面 的 方程 中 


potpittps-l 


3.; 955,95. 285 LR 4 3t 3 
ni(i s ittm)? 
由 此 得 到 po = 0.048 12( 请 验证 !). 有 了 po, 现在 可 以 计算 pi 到 ps WF: 
一 z E z g $ 7 s 
天 I3; Isi Qai 18040 000744 005847 003508 02105 


有 效 到 达 率 Aa 可 以 通过 观察 图 12.4 的 示意 图 算出 , 其 中 顾客 从 输入 源 以 每 
小 时 和 辆 车 的 到 达 率 到 达 . 一 辆 到 达 的 车 可 以 按照 到 达 率 Xeg 进入 停车 场 或 者 以 
No 离开 , 这 意味 着 A = Xeg + oo- 假如 有 8 辆 车 已 经 在 停车 场 内 , 则 来 到 的 车 
就 不 能 再 进入 停车 场 . 这 就 意味 着 不 能 进入 停车 场 车 辆 的 概率 是 ps. 因此 

Aost = Aps = 6 x 0.021 05 = 0.126 3 辆 车 /小 时 
Xe =À — Aost = 6 — 0.126 3 = 5.873 7 辆 车 /小 时 
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EE EN 


图 12.4 A Xue 及 和 iowt 之 间 的 关系 


停车 场 内 (等待 或 占用 了 停车 位 ) 车 辆 的 平均 数 , 等 于 系统 内 车 辆 的 平均 数 L. 
我 们 可 以 用 p, 来 计算 出 La: 


L, = Opo + lp1 +.… + 8ps = 3.128 6 辆 车 


在 临时 车 位 等 待 的 车 辆 实际 上 就 是 队列 中 的 车 辆 . 因此, 等 待 找到 车 位 的 等 待 
时 间 就 是 W,. 为 确定 W 用 


1 
WW 
因此 
L, _ 31286 _ 
Wo = pan 059265 小 时 


Wa =0.532 65 — 3 = 0.032 65 小 时 


占用 了 车 位 的 平均 车 辆 数 就 与 繁忙 服务 台 的 平均 数 相等， 


从 5 得 到 
停车 场 利 用 率 = 


习题 12.6A 
1. 在 例 12.6-1 中 进行 下 列 计算 : 
*(a) 直接 用 公式 PX -opn 计算 Le， (b) 用 Le H9 W.. 
*(e) 计算 8 小 时 内 不 能 进入 停车 场 的 车 辆 平均 数 . 
O EREASSHERWEG— (L.-L) 等 于 6 np. 


2， 利 用 下 列 数据 求解 例 12.6-1: 停车 位 数 =6, 临时 车 位 数 =4, A= 每 小 时 10 辆 车 , 平均 泊 、 
车 时 间 = 45 分 钟 
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12.6.2” 单 服务 台 模 型 


本 节 介绍 单一 服务 台 情况 (c = 1) 的 两 个 模型 . 第 1 个 模型 对 系统 中 的 最 大 顾 
客 数 没有 限制 , 第 2 个 模型 假定 有 限 的 系统 上 限 . 这 两 个 模型 都 假定 有 无 限 多 个 顾 
客 来 源 . 到 达 率 为 每 单位 时 间 和 个 顾客 , 服务 率 为 每 单位 时 间 服 务 个 顾客 . 

这 两 个 模型 的 结果 (也 是 12.6 节 中 后 续 所 有 模型 的 结果 ) 是 从 12.5 节 广义 模 
型 结果 的 特殊 情况 下 得 到 的 . 

我 们 用 肯 德 尔 记号 来 总 结 每 种 情形 下 的 特征 . 因为 12.5 节 中 的 pa 以 及 12.6.1 
节 中 所 有 性 能 度量 指标 都 与 具体 的 排队 规则 没有 任何 关系 , 所 以 在 记 法 上 我 们 用 了 
GD( 一 般 排队 规则 ). 
(M/M/1)(GD/oo/oo) ”利用 广义 模型 的 记 法 , 有 


并 且 , Xeg = A, Aost = 0, 因为 所 有 的 到 达 顾 客 都 能 加 入 到 系统 . 
令 p= à, 则 广义 模型 中 p 的 表达 式 就 简化 成 


pn=P"po, n-70,52,-- 

为 了 求 po 的 值 , 用 等 式 
po(1-- p^ p )-1 

设 p < 1 几何 级 数 将 有 有 限 和 115. 因此 

m-i-p 其 中 p<1 
所 以 pn 的 一 般 公式 由 下 面 的 几何 分 布 给 出 : 

Pa=(1- p)", n=1,2, (p <1) 
pn 的 数学 推导 将 用 到 条 件 p < 1 或 入 <j. 若 2 us 则 几何 级 数 发 散 , 平稳 状态 概 
率 pn 不 存在 . 这 个 结果 有 着 直观 意义 , 因为 除非 服务 率 大 于 到 达 率 , 否则 队列 长 度 
将 会 不 断 增长 , 不 可 能 达到 平稳 状态 
排队 系统 的 性 能 度量 指标 L, 可 以 按 下 面 方式 得 到 : 


L,- Y np.- np 
志气 


sap 


-6 
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因为 对 于 本 情形 Mon = 和 , 剩 下 的 系统 性 能 度量 指标 用 12.6.1 节 中 的 关系 来 计算 
因此 有 


例 12.6-2 

Automata 洗车 房 只 运行 一 个 清洗 位 .车 辆 按照 泊 松 分 布 到 达 , 平均 每 小 时 4 
辆 车 , 如 果 清洗 位 忙 , 则 到 达 的 车 辆 等 在 洗车 房 的 停车 场 . 一 辆 车 的 清洗 时 间 服从 
指数 分 布 , 平均 值 为 10 分 钟 . 不 能 停 进 停车 场 的 车 辆 可 在 洗车 房 旁 的 路 边 等 待 , 这 
意味 着 从 实际 上 来 讲 , 系统 的 规模 是 没有 限制 的 . 洗车 房 经 理想 要 确定 出 停车 位 要 
多 少 合适 . 

对 于 这 一 情形 , 有 A = 4 辆 车 /小 时 , p= 99 = 6 辆 车 /小 时 . 因为 p= 3 < 1 
系统 可 以 按 平稳 状态 运行 . 

这 个 模型 的 TORA 或 excelPoissonQ xls 程序 输入 是 


Lambda — Mu c 系统 上 限 顾客 源 上 限 
4 6 1 xm 无 限 


模型 输出 如 图 12.5 所 示 . 队列 中 等 待 车 辆 平均 数 L 为 1.33 辆 车 . 

一 般 地 , 我 们 不 建议 只 用 L, 来 计算 停车 位 数 , 因为 从 某 种 意义 上 , 停车 位 设计 
代表 了 要 保证 最 大 可 能 的 队列 长 度 . 例如 , 更 加 可 信 的 是 , 停车 场 的 设计 要 使 来 到 
的 车 在 至 少 90% 的 时 候 都 能 找到 停车 位 . 为 了 做 到 这 一 点 , 我 们 令 5 表示 停车 位 
数 , 有 5 个 停车 位 就 等 价 于 系统 中 有 Sel 个 位 置 (队列 加 上 洗车 位 ). 假如 系统 中 
最 多 有 S 辆 车 , 则 到 达 的 车 辆 90% 的 时 候 都 能 找到 位 置 . 这 个 条 件 等 价 于 下 面 的 
概率 叙述 : 


Pop kps209 
从 图 12.5 中 看 出 , 对 于 n= 5, 累计 的 pn 为 0.912 21. 这 意味 着 对 于 5 > 5 个 停车 
位 , 上 述 条 件 满足 ， 
车 位 数 S 也 可 以 用 p 的 数学 定义 来 求 出 , 即 
Q - 5) ppp )209 
上 述 截 尾 几何 级 数 的 和 等 于 E, 因此 条 件 简化 为 


-55)209 
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简化 上 述 不 等 式 得 到 
p" «o1 
不 等 式 两 边 取 对 数 [并 注意 到 In(z) < 0,0 < z < 1, 不 等 式 变 号 ], 就 得 到 
ln(0.1 
s> (01), 46795 
In($) 

Scemariol: (/W/1):(GD/infináty/infinity) 

Lambda = 4.00000 x 5.00000 

Lambda eff = 4.00000 Royc = 0.66667 

Ls = 2.00000 PT 1.33333 
Wa- 0.50000 w. 0.33333 

n Probability pa Cumulative Pa n Probability pn Cumulative Pn 
5 0.33333 0.3898 — 13 0.0071 0.99657 
$ 0.22222 0.55556 — dà 0.00114 0.99772 
2 0.14815 0.70370 — 15 0.00076 0.99848 
3 0.09877 o.80MT — i6 0.09061 0.99899 
4 0.06584 0.86831 GT 0.00034 0.99932 
5 0.04390 oim 18 0.00023 0.99955 
D 0.02926 osar — 19 0.00018 0.99970 
7 0.01951 0.96098 — 20 0.00010 0.99980 
P 0.01301 0.97399 21 0.09007 0.99987 
» 0.09867 0.98200 — 22 0.00004 0.99991 
10 0.00678 0.98844 — 28 0.00003 0.99994 
u 0.00385 0.99229 24 0.00002 0.99996 
12 0.00257 0.99486 — 25 0.00001 0.99097 


图 12.5 例 12.6-2 的 TORA 输出 (文件 toraEx12.6-2.txt) 


习题 12.6B 
1. ÆA 12.6-2 中 , 求 下 列 各 项 : 
(a) 清洗 位 的 利用 百分比 
(b) 到 达 车 辆 在 进入 清洗 位 之 前 必须 在 停车 场 等 待 的 概率 . 
(c) 假如 有 7 个 停车 位 , 求 到 达 车 辆 必 能 找到 空 停车 位 的 概率 . 
(d) 应 提供 多 少 停车 位 , 以 便 让 到 达 车 辆 在 99% 的 时 候 都 能 找到 停车 位 ? 

*2. John Macko 是 Ozark 大 学 的 一 名 学 生 . 他 擎 打 零 工 来 补充 收入 . 工作 要 求 平均 每 5 天 来 
一 次 , 但 是 不 同 工 作 要 求 之 间 的 时 间 服 从 指数 分 布 . 完成 一 项 工作 的 时 间 也 服从 指数 分 布 ， 
平均 为 4 天 . 

(a) John 失去 工作 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 若 每 一 项 工作 中 John 能 挣 大 约 $50, 他 的 平均 月 收入 是 多 少 ? 

(c) 如 果 在 学 期 末 , John 决定 按 每 项 工作 $40 把 未 完成 的 工作 转 给 别人 , 平均 他 要 支付 
多 少 钱 ? 
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. $4ELUK, Fayetteville 警 署 的 Columbo 警 探 在 侦破 每 件 刑事 案件 中 成 绩 斐 然 . 破获 刑事 
案件 只 是 个 时 间 问 题 . Columbo 承认 , 侦破 每 个 案件 的 时 间 是 “完全 随机 的 ”, 但 平均 来 讲 ， 
每 次 调查 大 约 需要 1.5 个 星期 . 在 安定 的 Fayetteville 镇 , 刑事 案件 并 不 多 . 它们 随机 地 发 
生 , 每 个 月 (4 周 ) 平均 一 起 . Columbo 警 探 要 求助 手 分 担 案件 侦破 工作 . 请 分 析 Columbo 
的 话 , 特别 从 下 面 的 角度 来 进行 分 析 : 

(a) 等 待 调查 的 平均 案件 数 。 ”(b) 警 探 位 于 案件 的 时 间 百分率 . 
(c) 需要 侦破 一 宗 案件 的 平均 时 间 . 

4. 来 到 林肯 隧道 收费 站 的 车 辆 服从 泊 松 分 布 ,平均 每 小 时 90 辆 车 . 通过 收费 口 的 时 间 服 从 指 
数 分 布 , 平均 为 38 秒 . 司机 们 抱怨 等 待 时 间 过 长, 假如 下 面 两 个 条 件 满足 的 话 , 管理 部 门 
愿意 通过 安装 自动 收费 设备 来 把 平均 通过 时 间 降低 到 30 秒 (1) 现 有 系统 中 等 待 车 辆 的 平 
均 数 超过 5 辆 ; (2) 安装 了 新 的 收费 设备 后 , 收费 口 空闲 时 间 的 百分率 不 超过 10%. 安装 新 
设备 是 否 值得 ? 

*5， 某 快餐 店 有 一 个 免 下 车 服务 窗口, 到 达 车 辆 服从 泊 松 分 布 , 平均 到 达 率 为 每 5 分 钟 2 辆 车 . 
服务 窗口 前 面 的 位 置 可 供 最 多 10 辆 车 驶 入 , 包括 正在 接受 服务 的 1 辆 车 . 其 他 车 辆 必要 时 
可 等 待 在 停车 位 以 外 . 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 是 指数 分 布 的 , 平均 1.5 分 钟 . 求 下 列 各 项 : 

(a) 设施 空闲 的 概率 - (b) 等 待 服务 的 期 望 顾 客 数 . 
(c) 一 顾客 到 达 窗口 订餐 之 前 的 期 望 等 待 时 间 . 
(d) 等 待 队列 超出 10 个 车 位 的 概率 

顾客 来 到 某 个 单 窗口 免 下 车 服务 银行 , 到 达 时 间 服从 泊 松 分 布 , 平均 每 小 时 10 个 顾客 每 
个 顾客 的 服务 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 5 分 钟 .该 窗口 前 有 3 个 车 位 , 包括 正在 接受 服务 
的 车 辆 , 其 他 到 达 车 辆 在 这 3 个 车 位 以 外 等 待 . 

(n) 一 辆 到 达 的 车 辆 能 驶 入 这 3 个 车 位 其 中 之 一 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 一 辆 到 达 的 车 辆 要 等 在 这 3 个 指定 车 位 以 外 的 概率 是 多 少 ? 
(c) 一 顾客 到 达 谷口 开始 服务 之 前 的 期 望 等 待 时 间 有 多 长 ? 
*(d) 窗口 前 应 提供 多 少 车 位 (包括 正 接受 服务 的 车 辆 位 置 ) 以 便 让 到 达 的 车 辆 在 90% 的 
时 候 都 能 找到 车 位 ? 
T. 在 (M/M/1) : (GD/oo/oo) P, 为 什么 L, 一 般 不 等 于 La + 1, 请 给 出 合理 的 解释 . 等 式 
通常 在 什么 条 件 下 成 立 . - 
8. 对 于 (M/M/1) : (GD/oo/oc), 利用 基本 定义 2. (n- 1)pn 导出 Le 的 表达 式 . 

9. 对 于 (M/M/) : (GD/oc/oc), 说 明 y 

(a) 已 知 队列 非 空 , 队列 中 期 望 顾客 数 = rl. 

(b) 对 那些 必须 等 待 的 顾客 , 在 队列 中 的 期 望 等 待 时间 = 了 
(M/M/1)(GD/oco/oo) 的 等 待 时 间 分 布 (Waiting Time Distribution" 12.5 W 
的 广义 模型 中 所 得 到 的 pw 与 排队 规则 完全 无 关 . 这 意味 着 , 排队 系统 性 能 的 平均 
度量 指标 (Ws, Wo, Le, La) 可 用 于 所 有 的 排队 规则 . 

虽然 平均 等 待 时 间 与 排队 规则 无 关 , 但 它 的 概率 密度 函数 却 不 然 . 我 们 通过 从 
基于 FCFS 规则 的 (M/M/1) 模型 导出 等 待 时 间 的 分 布 来 说 明 这 一 点 . 

D TERNE. 
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4 r 为 刚刚 到 达 的 一 位 顾客 必须 在 系统 中 的 时 间 量 (RD, 直到 服务 完成 的 时 
间 ). 根据 FCFS 规则 , 假如 一 个 刚 到 达 的 顾客 前 面 还 有 n 个 顾客 在 系统 中 , 则 


了 一 首 十 好 十 … 十 加 + 


其 中 是 当前 在 接受 服务 的 顾客 所 需要 的 完成 服务 的 时 间 , t t, ts 为 队列 中 
的 n 一 1 个 顾客 的 服务 时 间 . 时 间 如 +: 表示 刚刚 到 来 的 顾客 的 服务 时 间 . 

定义 wirin + 1) 为 已 知 系统 中 有 n 个 顾客 在 刚刚 到 达 的 顾客 之 前 的 条 件 下 ， 
7 的 条 件 密度 函数 . 因为 服务 时 间 的 分 布 是 指数 的 , 指数 分 布 的 遗忘 性 质 (12.3 节 ) 
告诉 我 们 , t 也 是 指数 的 , 服从 相同 的 分 布 . 因此 , 7 等 于 (n + 1) 个 同 分 布 的 独立 
指数 随机 变量 之 和 . 由 概率 论 知 , worin + 1) 服从 带 有 参数 上 和 (n 十 1) 的 本 分 布 . 
因此 有 


w(r) e Y ; w(rln + Dpn 


no 


[crore 1- pe^ 


n=0 


=a puai ys On" 
Ez] 
=( - uere 


-(u-Xe 0-7», r>0 


因此 , w(r) 为 一 指数 分 布 , 其 平均 值 为 W, = Li 
例 12.6-3 
在 例 12.6-2 的 洗车 房 模型 中 , 我 们 可 以 合理 地 假定 , 这 项 服务 是 根据 FCFS 
规则 进行 的 . 评价 用 W, 作为 估计 系统 中 等 待 时 间 的 可 靠 性 . 
回答 这 个 问题 的 一 种 方法 是 ,估计 顾客 中 等 待 时 间 超 过 W, 的 比例 ， 注 意 到 
guis 我 们 得 到 


因此 在 FCFS 规则 下 , 大 约 有 37% 的 顾客 的 等 待 时 间 比 W, 要 长 . 这 似乎 有 
些 过 长 了 , 特别 是 因为 现在 洗车 房 的 W, 已 经 很 高 了 (= 0.5 小 时 ). 我 们 注意 到 , 所 
计算 的 概率 (= e-! ~ 0.368) 与 任何 (M/M/1) : (FCFS/o0/oc) 的 到 达 率 A 和 服务 
率 u BER, 这 意味 着 它 的 值 不 能 减少 . 这 样 , 如 果 我 们 根据 平均 值 W, 来 设计 系 
统 的 话 , 则 我 们 应 该 期 望 有 36.8% 的 顾客 的 等 待 时 间 长 于 平均 等 待 时 间 . 
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这 种 情形 可 以 用 两 种 方法 加 以 改善 : (1) 我 们 可 以 增加 服务 率 p, 把 W, 的 值 

降 到 一 个 可 以 接受 的 水 平 ; (2) 我 们 可 以 选择 服务 率 使 得 等 待 时 间 超 过 某 个 指定 值 

(如 , 10 分 钟 ) 的 概率 保持 在 一 个 相对 小 的 百分率 以 下 (例如 , 10%). 第 1 种 方法 等 

价 于 找到 一 个 u, 使 得 W, < T; 第 2 种 方法 是 要 通过 解 不 等 式 P(r > T) <a, R 

得 u, JP. T fl o 由 分 析 人 员 指定 . 

习题 12.6C 

*1. 在 习题 12.6B 的 第 3 题 中 , R Columbo 警 探 要 花 一 周 以 上 时 间 破 一 宗 刑事 案件 的 概率 
2. 在 例 12.6-3 rb, 计算 下 列 各 项 : 

(a) 系统 中 等 待 时 间 c 的 标准 差 

(b) 系统 中 等 待 时 间 围绕 平均 值 变化 幅度 为 标准 差 一 半 的 概率 

在 例 12.6-3 中 , 求 满足 条 件 W, < 10 分 钟 的 服务 率 p. 

在 例 12.6-3 H, 求 满足 条 件 P{r > 10 分 钟 } < 0.1 的 服务 率 p. 

*5。 考虑 习题 12.6B 中 的 第 5 题 . 为 了 吸引 更 多 的 业务 , 该 餐厅 老板 为 等 待 时 间 超 过 5 分 钟 的 
顾客 提供 免费 软饮料 .已 知 一 份 饮料 价值 50 美 分 , 假定 餐厅 每 天 营业 12 个 小 时 , 每 天 提 
供 免费 软饮料 要 花 掉 多 少 钱 ? 

证 明 对 于 (M/M/1) : (FCFS/oo/oc) 模型, 队列 中 等 待 时 间 的 分 布 为 


>s 


wt rode bs 

然后 从 walt) 中 求 出 Wa. 
(M/M/1:(GD/N/oc) 这 个 模型 和 (M/M/1) : (GD/oc/oc) 不 同 , 它 对 系统 中 
的 顾客 数 (最 大 队列 长 度 =N - 1) 有 -个 上 限 N. 例如 , 一 台 机 器 的 生产 过 程 有 有 
限 个 缓冲 区 , 以 及 快餐 店 的 单车 道 免 下 车 窗口 . 

当 系 统 中 的 顾客 数 达到 N 时 , 不 允许 再 有 到 达 , 因此 有 


‘=f ^ nson 
0, * 


ish, n-0d,- 


利用 p = 2, 12.5 节 的 广义 模型 给 出 


N-1 


N+1 


2] m ngN 
»- n>N 


可 以 从 等 式 35 p, = 1 求 出 po 的 值 ,这 将 得 到 


po(14- p4- g? +--+ p) 
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或 

(= 由 

| pfi 

[Sn 
因此 有 pea 
ZAP 1 

n-d ie EIEN, 

Wa. m 


在 这 个 模型 中 , p = 的 值 不 需要 小 于 1, 因为 系统 的 到 达 受 到 系统 顾客 上 限 N 的 
控制 . 这 就 意味 着 在 这 种 情况 下 , 重要 的 是 到 达 率 Xe 而 不 是 .由 于 当 系 统 中 有 
TN 个 顾客 , 再 来 的 顾客 就 不 再 进入 系统 , 如 图 12.4 Bros, 

om 一 NXPN 

Aea =À — Mow = A(1 — pr) 


在 这 种 情况 下 , 和 og < 人 
系统 中 的 期 望 顾客 数 可 计算 为 


i= dE 
(二) 
-op d (1-p** 
a ( 1-p ) 
Pll- (N + 1)gN + Not) 
2 QAP s 
M3 p=1 时 , L, = 立 ( 请 验证 0). 可 以 如 12.6.1 节 那 样 , 从 L, 利用 Xeg 求 出 Ws、 Wa 
FL. 
用 计算 器 来 计算 排队 公式 相当 麻烦 (后 面 的 模型 可 能 更 麻烦 !), 因此 我 们 建议 
用 TORA 或 电子 表格 程序 excelPoissonQ xls 来 解决 计算 问题 . 
例 12.6-4 
考虑 例 12.6-2 中 的 洗车 设施 . 假设 该 设施 总 共有 4 个 停车 位 , 如 果 停车 场 满 
了 , 新 来 到 的 车 辆 就 会 去 别 的 洗车 房 . 老板 想 要 确定 有 限 停车 位 造成 的 顾客 流失 对 
竞争 的 影响 . 
按照 模型 的 符号 , 系统 上 限 为 N =4+1=5 下 面 的 输入 数据 提供 了 图 12.6 
的 输出 . 
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Scenario 1: (M/M/1) : (0D/5/1nfinity) 


Lambda = 4.00000 u = 6.00000 
Lambda eff = 3.80762 Rho/c = 0.66667 
Ls = 1.42256 Ia - 0.78797 
ws = 0.37362 ws 0.20695 
a Probability pn Cumulative Pn n Probability pn Cumulative Pn 
D 0.36541 0.36541 3 0.10827 0.87970 
1 0.24361 0.60902 4 0.07218 0.95188 
2 0.16241 0.77143 5 0.04812 1.00000 


图 12.6 $4 12.64 的 TORA 输出 (文件 toraEx12.6-4.txt) 


Lambda Mu  c 系统 上 限 NEWER 
4 6 1 5 EM 


系统 上 限 为 N = 5, 流失 顾客 的 比例 为 ps = 0.048 12, 按照 每 天 24 小 时 
算 , 等 价 于 每 天 损失 (Aps) x 24 = 4 x 0.048 12 x 24 = 4.62 辆 车 . 关于 增加 停车 场 规 
模 的 决策 应 根据 损失 业务 的 价值 来 作出 . 

从 不 同 的 角度 来 看 这 个 问题 , 系统 中 的 期 望 总 时 间 W, 为 0.373 6 小 时 , 大 约 
为 22 分 钟 , 这 比 当 允 许 所 有 到 达 车 辆 加 入 服务 设施 时 的 例 12.6-3 中 的 30 分 钟 有 
所 下 降 . 这 一 约 25% 的 下 降 , 其 代价 是 由 于 有 限 的 停车 位 而 流失 了 4.8% 的 潜在 顾 
客 . 
习题 12.6D 
*1. 在 例 12.6-4 中 , 求 下 列 各 项 : 

(a) 到 来 的 车 辆 马上 能 进入 清洗 位 的 概率 、 (b) 服务 开始 前 的 期 望 等 待 时 间 . 

(e) 期 望 空 停车 位 数 . (d) 所 有 停车 位 都 占 满 的 概率 . 

(e) 限制 系统 中 的 平均 时 间 为 大 约 10 分 钟 , 求 平均 服务 时 间 降 低 百分率 . (提示 : 用 ex- 
celPoissonQ xls 或 TORA 中 的 试 错 功能 . ) 

考虑 例 12.6-4 中 的 洗车 服务 设施 , 求 所 需要 的 停车 位 数 , 使 得 找 不 到 停车 位 的 车 辆 比例 不 
超过 1%. 

3. 理发 师 Joe 开 的 理发 店 为 每 位 顾客 理发 的 时 间 服从 平均 12 分 钟 的 指数 分 布 . 由 于 他 的 理 
发 店 很 有 名 , 来 这 儿 的 顾客 (服从 泊 松 分 布 ) 通常 会 比 他 的 接待 能 力 数 多 很 多 : 每 小 时 6 位 
顾客 . 假如 顾客 到 达 率 能 有 效 地 减少 到 每 小 时 4 位 顾客 的 话 , 他 的 理发 店 就 能 够 应 付 自如 
T. 为 了 达到 这 一 目的 , Joe 提出 了 一 个 想法 是 , 在 等 待 区 提供 有 限 个 座位 , 当 新 到 来 的 顾 
客 看 到 所 有 的 座位 都 有 人 时 , 他 就 会 去 其 他 地 方 了 . 要 实现 Joe 的 目的 , 他 该 提供 多 少 个 
座位 呢 ? 

*4. Electro 电气 公司 生产 发 电机 的 最 后 组 装 服从 泊 松 分 布 , 每 小 时 组 装 10 台 发 电机 . 然后 把 
发 电机 放 在 传送 带 上 送 到 质 检 部 门 做 最 后 的 调试. 传送 带 最 多 能 放 7 台 发 电机 . 一 旦 放 满 
T, 有 一 个 电子 传感器 会 自动 让 传送 带 中 断 下 来 , 以 防止 最 后 组 装 线 组 装 过 量 , 直到 有 空位 
置 再 启动 . 发 电机 的 检查 时 间 服从 指数 分 布 , 平均 检查 时 间 为 15 分 钟 . 
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(a) 最 后 组 装 线 停止 生产 的 概率 为 多 少 ? (b) 传送 带 上 的 发 电机 平均 数 是 多 少 ? 

(c) 据 生产 部 门 的 工程 师 称 , 可 以 通过 提高 传送 带 能 力 来 减少 最 终 组 装 线 的 中 断 率 . 事实 
E, 工程 师 的 意义 是 , 传送 带 的 能 力 可 以 增加 到 一 定 程度 让 组 装 线 在 95% 的 时 候 不 
REHE. 他 的 话 对 吗 ? 

某 自助 餐厅 最 多 可 坐 50 A, 顾客 按照 泊 松 流 到 达 , 到 达 率 是 每 小 时 10 个 顾客 , 并 以 每 小 

时 12 位 顾客 的 速度 提供 服务 (每 次 服务 1 A). 

(a) 一 位 来 到 的 顾客 因为 满员 而 不 能 在 自助 餐厅 吃饭 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 假设 有 3 位 顾客 ( 按 随 机 到 达 时 间 ) 想 要 学 在 一 起 吃饭 , 他 们 的 愿望 能 得 到 满足 的 概 
率 是 多 少 ?( 假 设 只 要 有 3 个 座位 , 就 可 以 把 他 们 安排 在 一 起 ) 

患者 按照 泊 松 分 布 来 到 一 家 有 一 个 医生 的 诊所 , 到 达 率 是 每 小 时 20 位 患者 . 候诊 室 最 多 能 

容纳 14 位 患者 . 每 个 患者 的 体检 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 8 分 钟 . 

(a) 一 位 来 到 的 患者 不 用 等 待 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 一 位 来 到 的 患者 能 在 候诊 室 找到 座位 的 概率 是 多 少 ? 

(c) 一 位 患者 在 该 诊所 花 的 期 望 总 时 间 是 多 长 ? 

下 表 给 出 (M/M/1) : (GD/5/oc) 系统 中 有 n 个 顾客 的 概率 pn: 


. 


bi 


n 0 1 2 3 4 5 
pn 0399 0219 0106 007 0001 0038 


到 达 率 和 为 每 小 时 5 位 顾客 , 服务 率 u 是 每 小 时 8 位 顾客 . R: 
*(a) 一 来 到 的 顾客 能 够 进入 系统 的 概率 ，。“*(b) 来 到 的 顾客 不 能 进入 系统 的 比率 . 
(c) 系统 中 顾客 的 期 望 数 . (d) 队列 平均 等 待 时 间 , 
证 明 对 (M/M/Y) : (GD/N/oc), * p = 1 时 ,系统 中 顾客 的 期 望 数 L GF Y. e 
示 : 1T 十 2 十 … 十 1= MED] 
证 明 对 (M/M/1) : (GD/N/oc), Xe 的 计算 公式 为 


Jes = u(Ls — La) 


* 


12.6.3 ”多 服务 台 模型 


本 节 考 虑 有 多 个 并 行 服务 台 的 3 个 排队 模型 . 前 2 个 模型 是 12.6.2 节 模型 的 
多 服务 台 版 本 , 第 3 个 模型 针对 自助 服务 的 情况 , 等 价 于 有 无 限 个 并 行 的 服务 台 . 


实际 应 用 一 -Qantas 航空 公司 电话 售票 人 力 资源 计划 问题 

为 了 降低 经 营 成 本 , Qantas 航空 公司 想 要 在 本 部 电话 订 票 办 公 室 合理 地 安排 
工作 人 员 , 以 为 顾客 提供 方便 的 服务 . 按照 传统 方法 , 对 员工 的 需求 的 估计 是 根据 
过 去 的 业务 增长 情况 来 预测 未 来 电话 呼叫 量 , 需要 增加 的 员工 数 可 用 所 预测 的 电话 
呼叫 增长 量 除 以 一 个 接线 员 能 够 处 理 的 平均 呼叫 数 计算 出 来 ， 由 于 计算 是 基于 平 
均 数 的 , 增加 雇用 的 员工 数 并 没有 考虑 到 每 天 需求 的 变化 情况 . 特别 是 , 在 高 峰 业 
务 时 间 内 , 对 服务 的 较 长 等 待 时间 导 致 了 顾客 的 抱怨 , 并 失去 了 一 些 业务 . 要 解决 这 
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个 问题 , 就 需要 制定 一 个 计划 , 使 得 在 所 雇用 的 接线 员 数 与 顾客 需求 之 间 达 到 某 种 
平衡 . 解决 这 个 问题 采用 了 一 个 嵌入 到 整数 规划 模型 中 的 (MM/M/c) 排队 分 析 . 仅 
在 悉尼 总 部 办 公 室 用 这 一 模型 在 1975 到 1976 财政 年 度 所 节省 的 费用 就 达到 17.3 
万 美元 . 这 项 研究 的 细节 请 见 第 24 章 的 案例 15. 


(M/M/c)(GD/oo/oo) 在 这 个 模型 中 有 c 个 并 行 服务 台 . 到 达 率 为 à, 每 个 服 
务 台 的 服务 率 为 u. 因为 对 系统 中 的 排队 人 数 没 有 限制 , 所 以 和 cg = A. 

使 用 并 行 服务 台 的 效果 是 使 得 设施 的 服务 率 成 比例 增加 .根据 广义 模型 (12.5 
8), An 和 jm 定义 为 


因此 得 到 an " 
ROGA: - (nu) Mts 


erc m 


4 pc à, EU 2 < lm 的 值 可 从 Ep. =1 Ri, 得 到 


SPERO 


n<e 


Pac p 
deum n2c 


Ly 的 表达 式 如 下 式 给 出 : 
L3 (n - ops 


LER uid e^ py 

EAG 
Ea 

"enne 
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由 于 Aa = A, La = La + p. Ws RW, 的 值 可 以 用 L, 和 Ly 除 以 和 而 得 到 . 
例 12.6-5 

某 社区 由 两 家 出 租车 公司 提供 服务 , 每 家 公司 有 两 辆 出 租车 , 且 这 两 家 公司 平 
等 分 享 市 场 . 事实 上 , 叫 车 电话 到 达 每 家 公司 的 派 车 办 公 室 的 到 达 率 为 每 小 时 8 次 . 
每 次 乘 车 的 平均 时 间 为 12 分 钟 . 叫 车 电话 按照 泊 松 分 布 到 达 , 乘 车 时 间 服从 指数 
分 布 . 最 近 , 这 两 家 公司 被 一 个 投资 商 购买 了 , 他 打算 把 这 两 个 派 车 办 公 室 合成 一 
个 , 以 便 为 顾客 提供 更 优质 的 服务 . 请 分 析 这 位 新 老板 的 建议 . 

从 排队 论 的 角度 来 看 这 个 问题 , 出 租车 就 是 服务 台 , 乘坐 出 租车 就 是 服务 . 每 
家 公司 都 可 以 表示 成 参数 为 每 小 时 A = 8 次 呼叫 、 每 小 时 每 辆 出 租车 /= 器 = 5 
次 乘坐 的 (M/M/2) : (GD/oo/oo) 模型 . 合并 以 后 得 到 (M/M/A) : (GD/oo/oo), 参 
数 为 每 小 时 入 = 2 x 8 = 16 次 叫 车 , 每 小 时 每 辆 出 租车 / = 5 次 乘坐. 

比较 这 两 个 模型 ,一 种 合适 的 度量 指标 是 一 个 顾客 等 待 乘 车 的 平均 时 间 W,. 
TORA 比较 分 析 的 输入 数据 如 下 表 : 

WE Lamb Mu c FAM 


1 5 LI XR xm 
2 16 5 4 Xm Xm 


图 12.7 给 出 了 这 两 种 情景 下 的 输出 结果 . 这 个 结果 说 明 , 等 待 乘 车 的 时 间 在 两 
台 出 租车 情况 下 是 0.356 小 时 ( 约 等 于 21 ,分 钟 ), 而 合并 以 后 情况 下 为 0.149 小 时 
( 约 等 于 9 分 钟 ), 明显 减少 了 50% L, 两 个 公司 合并 的 效果 非常 明显 ， 


Comparativo analysis 


c Lasbda Mu Las eff po le Ws lg va 
2 8.00 5.000 8.00 — 0.110 4.444 0.556 2.844 0.356 
4 16.000 5.000 16.00 0.027 5586 — 0.349 2.386 0.149 


图 12.7 例 12.6-5 的 TORA 输出 (文件 toraEx12.6-5.txt) 


评注 ”以 上 分 析 的 结论 是 , 共同 分 担 服务 总 是 一 种 更 加 有 效 的 运作 模式 ， 即 使 分 
别 运营 也 “非常 ” 忙 的 情况 下 , 这 一 结果 也 是 对 的 (见习 题 12.6E 的 第 2 题 和 第 10 
题 ). 
习题 12.6E 
1. 考虑 例 126-5. 
(a) 说 明 对 合并 情况 下 等 待 时 间 明 显 减 少 50% 以 上 是 和 提高 服务 繁忙 时 间 的 百分比 密 不 
可 分 的 . 
(b) 为 了 让 一 次 乘 车 的 平均 等 待 时 间 限 制 在 5 分 钟 以 下 , 求 合并 后 公司 应 该 拥有 的 出 租 
车 辆 数 . 
*2. 在 出 租车 公司 的 例子 中 , 假设 每 次 乘 车 的 平均 时 间 大 约 在 14.5 分 钟 , 使 得 用 2 辆 车 和 4 辆 
车 运营 的 利用 率 (= >) 增加 到 96% 以 上 , 还 是 否 值得 把 两 个 公司 合并 成 一 个 ? 用 一 次 乘 
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车 的 平均 等 待 时 间作 为 比较 的 度量 指标 

3. 在 下 列 ( 泊 松 到 达 /离开 ) 每 个 情形 下 , 求 最 少 的 并 行 服务 台数 , 以 保证 排队 系统 的 运行 是 

稳定 的 ( 即 队列 长 度 不 会 无 限 增长 ) 

(a) 顾客 每 5 分 钟 到 达 一 位 , 服务 率 为 每 小 时 10 位 顾客 

(b) 平均 到 达 间隔 时 间 是 2 分 钟 , 并 且 平均 服务 时 间 为 6 分 钟 . 

(c) 到 达 率 为 每 小 时 30 位 顾客 , 每 个 服务 台 的 服务 率 为 每 小 时 40 位 顾客 

4 顾客 按照 泊 松 分 布 到 达 Thrift 银行 , 平均 每 小 时 45 位 顾客 . 每 个 顾客 的 服务 时 间 大 约 为 5 
分 钟 , 服从 指数 分 布 . 银行 想 要 采用 一 种 单 队列 多 营业 窗口 的 运行 方式 , 类 似 于 机 场 和 邮局 
所 采用 的 方式 . 银行 经 理 知道 , 假如 顾客 感觉 到 他 们 的 排队 等 待 时 间 “ 过 长 ”的 话 , 他 们 就 
可 能 会 转 到 别 的 银行 去 了 .为 此 , 经 理想 要 把 排队 的 平均 等 待 时 间 限 制 在 不 超过 30 秒 钟 . 
银行 应 该 提供 多 少 营业 窗口 昵 ? 

*5. McBurger 快餐 店 有 3 个 收 款 台 . 顾客 按照 每 3 分 钟 /位 的 泊 松 分 布 到 达 , 排 成 一 队 等 待 
第 一 个 空间 的 收 款 台 提供 服务 . 点 菜 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 5 分 钟 、 餐 厅 内 的 排队 室 空 
间 有 限 , 但 由 于 菜 做 得 好 , 必要 时 顾客 们 还 是 愿意 在 餐厅 外 排队 . 求 餐 了 内 排队 室 应 设置 多 
K, 使 得 顾客 不 用 在 餐厅 外 等 待 的 概率 至 少 达 到 0.999. 

6. 一 家 小 邮局 有 2 个 开放 窗口 , 顾客 按照 泊 松 分 布 到 达 , 平均 3 分 钟 /位 . 但 是 只 有 80% 的 
顾客 寻求 邮局 窗口 服务 . 每 位 顾客 的 服务 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 5 分 钟 ， 所 有 来 到 的 顾 
客 排 成 一 队 , 按照 先 来 先 服务 的 规则 在 空 出 的 窗口 接受 服务 . 

(a) 来 到 的 顾客 要 排队 等 待 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 2 个 窗口 都 空闲 的 概率 是 多 少 ? 

(c) 等 待 队列 的 平均 队长 是 多 少 ? 

(d) 能 否 只 用 一 个 窗口 提供 满意 的 服务 ? 请 解释 . 

T. A 大 学 计算 中 心 配置 了 4 台 相同 型 号 的 大 型 机 . 任何 时 候 的 用 户 数 都 是 25 人 .任何 一 个 
用 户 都 能 够 平均 15 分 钟 从 终端 提交 一 份 作业 , 但 提交 作业 之 间 的 实际 时 间 服 从 指数 分 布 ， 
提交 来 的 作业 自动 进入 到 第 一 台 空 闲 的 计算 机 , 每 份 作业 的 执行 时 间 也 服从 指数 分 布 , 平 
均 2 分 钟 . 求 下 列 各 项 ， 

*(a) 一 份 作业 提交 后 不 能 马上 执行 的 概率 . 
(b) 一 份 作业 的 输出 返回 到 用 户 的 平均 时 间 . 
(c) 等 待 执行 的 平均 作业 数 . 

(d) 整个 计算 中 心 都 空闲 的 时 间 百分比 . 
*(e) 空闲 计算 机 的 平均 数 . 

8. Drake 机 场 为 乡村 、 郊 区 和 转机 的 乘客 提供 服务 . 这 3 类 旅客 的 到 达 时 间 服从 泊 松 分 布 , 平 
均 每 小 时 分 别 为 15, 10, 20 位 旅客 . 每 位 旅客 办 理 登 机 手续 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 6 
分 钟 . R Drake 机 场 应 提供 的 满足 下 列 一 个 条 件 的 柜台 数 . 

(a) 每 位 旅客 办 理 乘机 手续 的 总 时 间 小 于 15 分 钟 . 
(b) 柜台 的 空闲 率 不 超过 10%. 
(c) 所 有 柜台 都 空闲 的 概率 不 超过 0.01. 

9. 在 美国 , 邮局 和 机 场 办 理 登 机 延续 的 柜台 常常 采用 单 队列 多 服务 台 的 排队 方式 .但 是 , ( 特 
别 是 小 社区 的 ) 杂货 店 和 银行 更 愿意 采用 单 队列 和 单 服务 台 的 方式 , 虽然 单 队列 多 服务 台 
排队 能 提供 更 高 效 的 操作 . 对 这 一 现象 给 出 评价 . 


126 特殊 泊 松 队列 465 


10. 


an. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


对 (M/M/o) : (GD/oc/oo) 模型 , 莫 尔 斯 (1958, p.103) 证 明 , 当 2 — 1 时 ， 
本 
DET 
注意 & 一 1 意味 着 服务 台 非 常 繁忙 , 利用 这 一 信息 说 明 , 当 £ — 1 时 , (M/MJo) : 
(GD/oo/oc) 模型 的 平均 队列 等 待 时 间 与 (M/M/1) : (GD/oo/oc) 模型 的 平均 队列 等 待 
时 间 之 比 趋向 于 +. 因此 对 于 c = 2, 平均 等 待 时 间 可 以 减少 50%， 从 本 题 得 出 的 结论 是 ， 
不 论 服务 台 如 何 “ 超 负荷 工 作 ”, 合并 服务 永远 是 更 好 的 . 


在 得 出 (M/M/c) : (GD/ce/cc) 模型 的 po。 时 , 说 明 哪 一 步骤 沉 要 条 件 £ < 1. 解释 这 个 
条 件 的 含义 ,如果 条 件 不 满足 将 会 怎样 ? 
从 定义 Lo = È (n ops 出 发， 证 明 7。 = Luce 其 中 E DIREIA fa S, 因 
此 说 明 = Ma. 
说 明 对 于 (M/M/1) : (GD/oo/oc) 模型 ,pa 可 以 从 (M/M/e) : (GD/oo/oo) 模型 通过 设 
定 c=1 得 出 . 
对 于 (M/M/e) : (GD/oc/oc) 模型 , 证 明 
Lat. 
l= cr 


对 于 (M/MJo) : (GD/oo/oc) 模型 , 证 明 

(a) 顾客 等 待 的 概率 为 ype- 

(b) 已 知 非 空 队列 中 的 顾客 平均 数 为 6. 

(c) 对 必须 等 待 的 顾客 的 期 望 队列 等 待 时 间 是 zc. 

证 明 (M/M/e) : (GD/oc/oc) 模型 队列 等 待 时 间 的 概率 密度 函数 为 


pF 
1- EC 二 Po 
(= { Re 


"E 
(c 
[提示 : 把 c 个 通道 情形 转换 成 等 价 的 单 通道 , 利用 


P(t»T)- P{ min t. »T)- (eT erT 


其 中 上 是 等 价 的 单 通道 中 的 等 待 时 间 ]. 
对 第 16 题 中 的 ws(T), 证 明 


T=0 


T>0 


P(T » y) = P(T > 0)e- MY 
其 中 P{T > 0) 为 来 到 的 顾客 必须 等 待 的 概率 . 
证 明 对 (M/M/c) : (FCFS/oc/oc) 模型 的 系统 等 待 时 间 有 如 下 概率 密度 函数 : 


(提示 : r 是 队列 中 等 待 时 间 T 和 服务 时 间 分 布 的 卷 积 . ) 
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(M/M/c)(GD/N/oo),c«N 这 个 模型 与 (M/M/c) : (GD/oc/oc) 模型 的 不 同 
TET, 系统 上 限 是 有 限 的 并 且 等 于 N. 这 就 意味 着 , 最 大 队列 长 度 是 N -c 到 达 率 
和 服务 率 分 别 为 和 u. 因为 系统 上 限 为 N, 因此 有 效 到 达 率 和 on 小 于 入 . 
按照 广义 模型 (12.5 节 ), 当前 模型 的 An I jun 定义 为 
_/{% osn<N LÍ "n osnge 

»-{ 9 n>N oC e eu c&n&N 
在 12.5 节 的 一 般 表 达 式 中 替代 An M uus 并 注意 到 p = 2, 得 到 
{ £o 0cn«c 


dec c&n«N 

其 中 eX? 
e» r-(0"t p 
(ge e $ ex1 

p apr e z 

(+ -ery) Pli 

接 下 来 , 计算 2 A1 情况 下 的 Lus 

N. 
La= (n Opn 


1 ek N-e 
-ee aeaoe 9^7)» 
可 以 证 明 当 2 = 1 时 , L, 化 简 为 


La ENN E 
e- aa e 
为 了 求 Wa 进而 求 出 W, 和 La, 所 计算 的 Xes 的 值 为 
Nost = Apu 
Ng =A— No = (1 — py)À 


=1 
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例 12.6-6 

在 例 12.6-5 的 合并 出 租车 公司 问题 中 , 假设 没有 新 的 经 费用 来 购买 更 多 出 租 
车 . 有 一 个 咨询 专家 向 老板 建议 , 有 一 种 减少 等 待 时 间 的 方法 是 , 一 旦 有 6 个 顾客 
在 等 待 用 车 了 , 就 让 派 车 办 公 室 通知 新 的 顾客 , 告诉 他 们 等 待 时 间 可 能 会 很 长 . 这 
种 举动 定 能 会 让 新 的 顾客 去 寻求 别 的 公司 的 服务 , 但 将 会 减少 等 待 顾客 的 等 待 时 
Ti]. 请 评价 这 位 专家 的 建议 . 

将 等 待 的 顾客 数 限制 在 6 个 以 内 就 等 价 于 设 定 N = 6 + 4 = 10 个 顾客 . 因此 
我 们 来 考察 模型 (M/M/4) : (GD/10/oc), 其 中 和 = 16 个 顾客 /小 时 , u = 5 POR 
车 /小 时 . 从 下 面 的 输入 数据 可 以 得 出 图 12.8 的 结果 . 


Lambda Mu € FREM 顾客 源 上 限 
16 5 4 10 ER 


Scenariol: Q/M/4) : (GD/10/infinity) 


Lambda = 16.00000 [T 5.00000 
Lambda eff = 15.42815 Rho/c = 0.80000 
Le = 4.23984 La 1.15421 
vs = 0.27481 Wa 0.07481 

Probability pn Cumulative Pn n Probabiiity pn Cumulative Pn 
o 0.03121 0.0821 ^ € 0.08726 0.79393 
1 0.09986 01308 — 7 0.06981 0.86374 
2 0.15977 0.29084 8 0.95584 0.91958 
3 0.17043 0.46126 9 0.04468 0.96426 
4 0.13634. 0.59760 — 10 0.03574 1.00000 


图 12.8 例 12.6-6 的 TORA 输出 (文件 toraEx12.6-6.txt) 


在 设置 系统 能 力 上 限 之 前 的 平均 等 待 时 间 W, 为 0.149 小 时 (= 9 分 钟 ) ( 见 图 
12.7), 大 约 是 新 的 平均 等 待 时 间 0.075 小 时 (~ 4.5 分 钟 ) 的 两 倍 . 等 待 时 间 的 这 一 
大 幅度 减少 的 代价 是 流失 了 大 约 3.6% 的 潜在 顾客 (pio = 0.035 74). 但 是 这 个 结果 
还 不 能 反映 顾客 对 公司 经 营 印象 的 损害 效果 . 
习题 12.6F 

1. 在 例 12.6-6 中 , 求 下 列 各 项 ， 

(a) 空闲 出 租车 的 期 望 数 . (b) 某 叫 车 顾客 是 排队 顾客 最 后 一 个 的 概率 

(c) 假如 要 将 队列 的 等 待 时 间 限制 在 3 分 钟 以 下 的 话 , 求 对 于 等 待 队列 长 度 的 限制. 
EatkzGas 便利 店 经 营 一 个 有 2 个 油 泰 的 加 油 站 , 不 包括 正在 加 油 的 车 辆 , 通 向 加 油泵 的 车 

道 最 多 可 供 3 辆 车 驶 入 .如 果 车 道 占 满 了 , 来 到 的 汽车 就 要 去 别 的 地 方 了 .来 到 的 车 辆 服 

从 泊 松 分 布 ,平均 每 小 时 20 辆 车 . 加 满 油 并 付费 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 6 分 钟 . 求 下 

列 各 项 

(a) 到 别处 寻找 服务 的 车 辆 的 百分比 。 。”(b) 1 台 加 油 友 在 使 用 的 时 间 百分比 . 


s 
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*(c) 2 台 油泵 的 利用 率 百分比 - 
*(d) 来 到 的 车 辆 没有 立刻 开始 接受 服务 , 但 找到 了 空 车 道 位 置 的 概率 . 
(e) 求 车 道 容量 , 使 得 保证 平均 不 超过 10% 的 到 达 车 辆 走 开 . 
(£) 求 车 道 容量 , 使 得 2 台 油泵 都 空闲 的 概率 小 于 等 于 0.05%. 
3. 3 个 机 械 工 合 开 一 家 小 型 的 机 器 修理 店 . 每 年 3 月 份 , 人 们 都 把 他 们 的 犁 友 和 除草 机 拿 来 
维修 ， 修 理 三 愿意 接受 顾客 拿 来 的 所 有 悍 翅 和 除草 机 , 但 每 当 新 的 顾客 看 到 厂房 堆 满 了 等 
待 维修 的 农具 , 他 们 就 到 别 的 能 得 到 较 快 修理 的 地 方 去 了 . 不 包括 正在 修理 的 机 器 , 维修 间 
最 多 能 放 15 台 除 草 机 或 犀 杷 . 平均 每 10 分 钟 有 一 位 顾客 来 到 修理 厂 , 每 个 机 械 工 平均 要 
花 30 分 钟 修好 一 件 农具 . 顾客 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 都 服从 指数 分 布 , 求 下 列 各 项 : 
(a) 空闲 机 械 工 的 平均 数 . 
(b) 由 于 店 里 工作 时 间 有 限 , 每 天 按 10 小 时 算 , 流失 的 顾客 量 有 多 少 ? 
(c) 下 一 个 来 到 的 顾客 能 被 修理 店 服务 的 概率 . 
(d) 至 少 有 一 个 机 械 工 空间 的 概率 . 
(e) 等 待 修理 的 犁 和 或 除草 机 的 平均 数 。 ”(f) 该 修理 店 的 总 体 生产 率 度量 
4. A 大 学 新 生 总 想 开车 去 上 课 (尽管 学 校 要 求 大 部 分 学 生 住 在 校园 内 , 可 以 利用 学 校 的 免费 
交通 工具 )、 在 秋季 学 期 的 前 几 周 里 , 由 于 新 生 们 到 处 寻找 停车 位 , 造成 校园 内 交通 十 分 拥 
H. 尽管 如 此 , 学 生 们 在 停车 场 的 车 道内 仍 耐心 等 待 , 等候 有 人 离开 , 好 把 自己 的 车 子 停 进 
去 , 让 我 们 来 想象 一 个 情景: 停车 场 有 30 个 停车 位 , 车 道上 还 可 以 停 10 辆 车 , 但 这 10 辆 
车 不 能 永远 停放 在 车 道上 , 必须 等 待 这 30 个 车 位 有 人 倒 出 来 . 这 些 新 生 开 车 按照 泊 松 分 布 
来 到 停车 场 , 平均 每 小 时 20 辆 , 每 辆 车 的 平均 泊 车 时 间 大 约 是 60 分 钟 , 但 实际 时 间 服从 
指数 分 布 . 
*(a) 由 于 进 不 去 停车 场 而 走 开 的 新 生 比 例 是 多 少 ? 
*(b) 一 辆 来 到 的 车 必须 在 车 道内 等 待 的 概率 是 多 少 ? 
(c) 一 辆 来 到 的 车 占据 停车 场 仅 有 的 一 个 车 位 的 概率 是 多 少 ? 
*(d) 求 占据 的 停车 位 的 平均 数 . 
(e) 求 车 道内 被 占据 的 车 位 的 平均 数 . 
*(f) 求 由 于 停车 场 全 满 了 而 在 8 小 时 期 间 没 上 成 课 的 新 生 数 . 
5. 验证 (M/M/o) : (GD/N/oo) 模型 当 & #1 时 po WAR. 
6. 对 (M/M/c) : (GD/N/oc) 异型 , 证 明 下 列 等 式 
Aa = ue 
其 中 c 为 繁忙 服务 台数 . 
7. 验证 (M/M/c) : (GD/N/oc) 模型 当 & — 1 时 po 和 Ly 的 公式 . 
8. 对 (M/M/c) : (GD/N/co) 模型 ,其 中 N = c, An pin 的 定义 同 广义 模型 (12.5 4), 证 明 
p» 的 公式 为 Ss 
m= FL n212.-,c 


其 中 LE 
(xs) 
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(M/M/oo):(GD/oo/o0) 一 自助 服务 模型 ”在 这 个 模型 中 , 因为 顾客 本 身 也 是 
服务 台 , 因此 服务 台数 量 无 限 . 该 模型 的 一 个 典型 例子 是 参加 驾驶 执照 考试 的 笔试 
部 分 . 自助 式 加 油 站 和 24 小 时 自动 取款 机 银行 服务 都 不 符合 这 个 模型 的 描述 , 因 
为 这 两 个 情况 中 , 实际 的 服务 台 是 加 油泵 和 ATM 机 . 这 个 模型 假定 稳定 的 到 达 率 
和 服务 率 , 分 别 为 和 p 

按照 12.5 节 的 广义 模型 , 有 


因此 有 


由 于 E pci UA 


结果 有 


m= , 020,2, 


这 是 平均 值 为 L。 = p 的 泊 松 分 布 . 如 我 们 期 望 的 那样, 因为 是 自助 服务 模型 , L 和 
Ww, 都 等 于 零 . 
例 12.6-7 

一 个 投资 者 每 月 平均 投入 $1 000 购买 一 种 股票 市 场 的 债券 .因为 这 个 投资 者 
必须 要 等 待 好 的 “ 买 入 ”机 会 , 实际 发 生 的 购买 时 间 是 完全 随机 的 .该 投资 者 平均 
要 把 债券 保留 3 年 , 但 是 当 好 的 “ 卖 出 ”机 会 来 了 , 他 会 在 随机 的 时 间 把 它 卖 掉 . 尽 
管 这 个 投资 者 一 般 被 认为 是 一 个 精明 的 股票 市 场 玩家 , 但 过 去 的 经 验 表明 , 大 约 有 
2596 的 债券 每 年 下 跌 约 2006 左右 , 其 余 的 75% 每 年 上 涨 12% 左右 . 请 估算 一 下 这 
位 投资 者 在 股票 市 场 的 (长 期 ) 平均 资产 净值. 

这 一 情形 可 以 看 成 是 一 个 (M/M/) : (GD/oo/oo) 模型 , 因为 从 实际 情况 考 
JR, 这 位 投资 者 并 不 需要 排队 等 待 债券 的 买 入 或 卖 出 . 买卖 间隔 的 平均 时 间 是 1 个 
月 , 因此 每 年 有 A = 12 只 债券 . 债券 的 销售 率 为 每 年 = 只 债券 . 你 可 以 用 下 面 
的 输入 来 得 到 模型 的 结果 : 


Lambda Mu c 系统 上 限 ARER 
12 0.333 333 3 Xm ER XR 
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已 知 和 和 的 值 ,得 到 
L2 p- 3-36 ROS 


该 投资 者 的 预计 (长 期 ) 平均 年 度 净值 为 
(0.25, x $1 000)(1 — 0.20) + (0.75, x $1 000)(1 + 0.12) = $63 990 


习题 12.6G 
1 在 例 12.6-7 P, 计算 下 列 各 项 : 
(a) 该 投资 者 完全 卖 空 的 概率 . (b) 该 投资 者 拥有 至 少 10 只 债券 的 概率 . 
(c) 该 投资 者 会 拥有 30 到 40 只 债券 的 概率 . 
(d) 假如 只 有 10% 的 债券 贬值 30%, 其 余 的 90% 债券 每 年 升值 15%, 求 该 投资 者 的 年 
度 债券 净值 . 

2. 在 道路 驾驶 考试 之 前 ， 要求 所 有 的 新 司机 都 要 通过 笔试 . 这 些 考试 通常 由 市 警察 局 主管 
Springdale 市 的 记录 显示 , 每 天 8 小 时 内 来 参加 笔试 的 平均 人 数 有 100 人 , 完成 考试 所 需 
要 的 平均 时 间 为 30 分 钟 .但 是 实际 来 参加 考试 的 人 数 和 每 个 人 所 花费 的 考试 时 间 是 完全 
随机 的 . 求 下 列 各 项 : 

*(a) 警察 局 应 在 考试 大 厅 设 置 座位 的 平均 数 . 
*(b) 参加 考试 的 人 数 超过 考试 大 厅 座 位 平均 数 的 概率 . 
(c) 任何 一 天 没有 人 来 参加 考试 的 概率 . 
3，( 利 用 excelPoissonQ sls 或 TORA) 说 明 对 于 很 小 的 p = 0.1, (M/MJe) : (GD/oc/oo) 
模型 中 的 5 La, Wa, Wa, pn 的 值 , 对 于 c 小 于 等 于 4 个 服务 台 时 , 可 以 通过 (M/M/oo) : 
(GD/oo/oc) 模型 的 简化 公式 可 靠 地 估计 出 来 . 
A4. 对 于 较 大 的 p = 9, 重复 第 3 题 并 说 明 , 除了 c 的 值 必 须 更 大 以 外 (至 少 14), 结论 同样 成 
3r. 从 第 3 题 和 第 4 题 的 结果 , 关于 用 (M/AM/eo) : (GD/oo/oc) 模型 来 估计 (M/M/c) : 
(GD/oo/oo) 模型 的 结果 , 可 以 得 出 什么 一 般 性 的 结论 ? 
12.6.4 ”机 器 侍 服 模型 一 (M/M/R):(GD/K/K), R<K 

这 个 模型 的 背景 是 有 K 台 机 器 的 车 间 . 当 一 台 机 器 出 现 故障 时 , 就 呼叫 RAS 
有 时 间 的 修理 工 之 一 来 进行 修理 . 每 台 机 器 的 故障 率 为 每 单位 时 间 次 故障 , 每 个 
修理 工 修理 故障 机 器 的 服务 率 为 每 单位 时 间 pe 台 机 器 . 所 有 的 故障 和 服务 假定 都 
服从 泊 松 分 布 . 

这 个 模型 和 前 面 介绍 的 模型 都 有 所 不 同 , 因为 它 有 有 限 的 输入 源 , 要 看 到 这 一 
点 , 只 要 我 们 了 解 到 当 车 间 里 所 有 的 机 器 都 坏 了 , 就 不 再 叫 修理 工 来 服务 了 . 其实， 
只 有 在 工作 的 机 器 才 会 出 故障 , 因此 才能 够 产生 呼叫 服务 

设 每 台 机 器 的 故障 率 为 , 则 整个 车 间 的 故障 率 与 正在 工作 的 机 器 数 成 比例 . 
按照 排队 模型 的 术语 , 系统 中 有 n 台 机 器 就 是 说 有 n 台 机 器 都 出 现 了 故障 , 因此 整 
个 车 间 的 故障 率 就 是 

A-(K-m 0«n«K 
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根据 12.5 节 的 广义 模型 , 有 
_ (K-n), 0«n«K 
nf 0, n2K 


_ nm osngR 
(Ru R«n«k 


从 广义 模型, 就 可 以 得 到 (请 验证 !) 


Cx ppo, 0<ngR 
dm 
OKT R<n<K 


R K d 
»-(Ecte* D o ma) 


nzo amu 


L, 不 存在 闭 型 的 表达 式 , 因此 必须 用 下 面 的 基本 定义 来 计算 : 
x 
Ls,= npa 
3 
Xe 值 的 计算 为 
Aer = E(X(K —n)} = MK — Ls) 


利用 12.6.1 节 的 公式 , 可 以 算出 其 余 的 系统 性 能 度量 指标 Ws, Wa, Lo- 
例 12.6-8 


Toolco 公司 经 营 一 家 有 22 台 机 床 的 机 械 加 工厂 . 已 知 每 台 机 床 平均 每 2 个 小 
时 发 生 一 次 故障 , 修理 工作 平均 需要 12 分 钟 . 故障 间隔 时 间 和 修理 时 间 均 服从 指 


数 分 布 . Toolco 想 要 确定 需要 的 修理 工 数 , 以 保证 工厂 能 够 “平稳 地 ”运转 


要 分 析 这 种 情况 , 考察 作为 修理 工 数 的 函数 的 机 床 生 产 率 , 这 一 生产 率 的 度量 


可 以 定义 为 
机 床 生产 率 二 Bert 发 生 了 故障 的 机 床 、1o0 


-25 <10 


用 下 列 输 入 数据 , 可 得 出 对 该 情形 的 分 析 结 果 : lambda= 0.5, mu= 5, R = 
1,2,3, 4, 系统 上 限 = 22, 输入 源 = 22. 图 12.9 给 出 了 输出 结果 . 相应 的 生产 率 


计算 如 下 : 


472 第 12 章 排队 系统 


Comparative Analysis 


c Lambda Mu  L/da eff po 四 la ws va 
1 0.500 5.00 4.9980 0.0004 12.0040 11.0044 2.4018 2.2018 
2 0,500 5.00 8.8161 0.0564 4.3677 2.6045 0.4954 0.2954 
3 — 0.500 5.00 9.7670 0.1078 2.4660 0.5128 0.2525 0.0525 
4 0.500 — 5.00 — 9.9500 0.1199 — 2.1000 — 0.1102 0.2111 0.0111 


图 129 例 12.6-8 的 TORA 比较 分 析 输出 (文件 toraEx12.6-8.txt) 


SAIR 1 2 3 a 
机 床 生产 率 (1004) — 45.44 — 8015 88.79 — 9045 
边际 增长 率 (100%) 一 34.71 864 1.66 


这 些 结果 说 明 , 用 1 个 修理 工时 , 生产 率 很 低 (= 45.44%). 把 修理 工 数 增加 到 
2 个 时 , 生产 率 增加 到 80.15%, 上 升 了 34.7196. 当 我 们 雇用 3 个 修理 工时 , 生产 率 
只 增加 了 8.64%, 提高 到 88.79%, 而 4 个 修理 工 只 把 生产 率 增加 一 个 很 小 量 1.66%, 
提高 到 90.45%. 

从 这 些 结果 可 以 判断 出 , 用 2 个 修理 工 最 划算 , 用 3 个 修理 工 的 效果 不 明显 ， 
因为 生产 率 仅仅 提高 了 8.64%. 当然 我 们 可 以 用 经 费 上 的 比较 来 确定 是 否 合算 , 这 
需要 对 雇用 第 3 个 修理 工 的 成 本 和 这 8.64% 的 生产 率 提高 所 带 来 的 收入 进行 比较 
( 见 12.9.1 节 对 费用 模型 的 订 论 ). 至 于 雇用 第 4 个 修理 工 , 生产 率 的 微量 增长 1.66% 
不 支持 这 样 的 行动 . 
习题 12.6H 

1. 在 例 12.6-8 H, 进行 下 列 计算 : 

(a) 根据 图 12.9, 验证 Xe 的 值 ，  *(b) Bn R=4, 计算 空闲 修理 工 的 期 望 数 . 

(c) 已 知 R=3, 计算 所 有 修理 工 都 空间 的 概率 . 

*(d) 已 知 R=3, 计算 大 多 数 (一 半 以 上 ) 修理 工 空闲 的 概率 . 

2. 在 例 12.6-8 P, 定义 和 计算 R= 1,2, 3,4 时 修理 工 的 生产 率 . 利用 这 些 信息 连同 机 床 生产 

率 , 决定 Toolco 公司 应 该 雇用 的 修理 工 数 . 

9. 在 图 12.9 的 计算 中 , 工厂 中 机 床 的 平均 故障 率 Xe 随 着 R 的 增加 而 增加 , 这 一 点 可 能 不 

太 清楚 . 请 解释 为 什么 Xef 会 这 样 增加 呢 ? 

*4. 一 个 操作 工人 照看 5 台 自动 机 床 . 在 一 台 机 床 完成 一 批 加 工作 业 之 后 , 这 位 操作 工 必须 要 
在 新 一 批 加 工作 业 开始 前 重新 设置 机 床 . 完成 一 批 加 工作 业 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 45 
分 钟 . 机 床 设置 时 间 也 服从 指数 分 布 , 平均 8 分 钟 . 

(a) 求 等 待 重新 设置 或 正在 设置 的 机 床 的 平均 数 . 
(b) 求 所 有 机 床 都 正在 加 工作 业 的 概率 - 
(e) 求 一 台 机 床 停止 工作 的 平均 时 间 - 

- Kleen All 是 一 家 承接 各 种 杂 活 的 服务 公司 , 比如 收拾 庭院 、 树 木 剪 枝 、 粉 刷 房屋 等 . 这 家 
公司 有 4 名 工作 人 员 , 每 天 接 到 工作 后 就 离开 办 公 室 出 去 , 每 人 等 工作 干 完了 再 给 办 公 室 
打 电 话 , 询问 下 一 项 工作 的 指令 . 完成 一 次 工作 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 45 分 钟 . 两 项 
相继 工作 之 间 的 路 上 时 间 也 服从 指数 分 布 , 平均 20 分 钟 . 
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(a) 求 两 项 相继 工作 之 间 在 路 上 的 员工 的 平均 数 . 

(b) 计算 没有 员工 在 路 上 的 概率 . 
*6. 等 待 了 很 长 时 间 以 后 , Newborn 夫妇 终于 迎 来 了 五 胞 胎 的 出 生 ; 两 个 男孩, 三 个 女孩 . 在 头 
5 个 月 里 , 这 些 宝宝 的 生活 有 两 种 状态 组 成 : 醒 着 (大 多 时 间 在 哭 ) 和 睡觉 . 根据 Newborn. 
夫妇 称 , 孩子 们 的 “ 醒 着 -县 着 ”活动 从 来 不 一 致 ,而 是 完全 随机 的 . 事实 上 , 做 统计 工作 的 
Newborn 太太 相信 , 每 个 凤 儿 啼哭 的 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 是 30 分 钟 , 每 个 孩子 的 睡眠 
量 也 服从 指数 分 布 , 平均 12 个 小 时 . 求 下 列 各 项 : 
(a) 求 任何 时 候 醒 着 的 孩子 的 平均 数 . (b) 求 所 有 该 子 都 在 睡觉 的 概率 . 
(c) 求 由 于 醒 着 的 孩子 (并 且 啼哭 ) 比 睡 觉 的 孩子 多 而 让 Newborn Xia fiie ook. 
对 (M/M/R) : (GD/K/K) 模型 , 检验 pw 的 表达 式 . 
8. 说 明 工厂 的 机 床 故障 率 可 以 按 下 面 的 公式 计算 : 


Aa =R 


A 


其 中 A 为 繁忙 修理 工 的 平均 数 . 
9. 针对 一 个 修理 工 的 特殊 情况 (R= 1), 验证 下 列 结果 : 


12.7 (M/G/1):(GD/ooc/oc)—Pollaczek- 
Khintchine(P-K) 4x 


到 达 和 离开 都 不 服从 泊 松 分 布 的 排队 模型 很 复杂 . 一 般 情况 下 , 对 这 类 情形 的 
分 析 , 我 们 建议 采用 模拟 的 方法 ( 见 第 16 章 ). 

本 节 介绍 一 个 很 少 出 现 的 具有 解析 结果 的 非 泊 松 排队 . 它 所 描述 的 情况 是 , 服 
务 时 间 t 服从 任何 概率 分 布 , 平均 值 为 E{ft}, 方差 为 Var{t}. 这 个 模型 的 结果 包括 
系统 性 能 的 基本 度量 指标 Las Ly. Wa MWy 由 于 公式 非常 复杂 , 这 个 模型 没有 
pn 的 闭 型 表达 式 . 

令 和 为 单 服务 台 设施 的 到 达 率 , 已 知 服务 时 间 分 布 的 Eft} 和 Vart}, 并 且 
AE(t) < 1, 我 们 可 以 通过 复杂 的 概率 论 /马尔 可 夫 链 分 析 来 证 明 

ANE?(t) + Var(t]) 
Ls, = XE(t) 一 区 二 起 本) | i D: 
服务 设施 为 空闲 的 概率 可 按 下 面 公式 求 出 : 


p -1-AE(t)b-1-p 


AE(t] <1 
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由 Xeg = A, 其 他 的 系统 性 能 度量 指标 (La, Wo, Wa) 可 以 从 Le 求 出 来 , 如 12.6.1 节 
所 解释 的 那样 . 

利用 excelPKFormula.xls 可 以 自动 计算 这 个 模型 . 
例 12.7-1 

在 例 12.6-2 的 Automata 洗车 房 问题 中 , 我 们 假设 他 们 安装 了 一 套 新 的 洗车 系 
统 , 对 所 有 车 辆 的 服务 时 间 均 为 一 个 常数 , 等 于 10 分 钟 . 那么 这 套 新 系统 会 对 洗车 
房 的 运行 有 什么 影响 呢 ? 

根据 例 12.6-2, a = 和 = 4 辆 车 /小 时 . 服务 时 间 为 常数 , 这 样 E{t} = g = 
小 时 , Var(t) = 0. 因此 ， 


1) +, 2 [G* +0) 
L, (DESI -s E 


有 意思 的 是 , 虽然 到 达 率 和 离开 率 与 例 12.6-2 的 泊 松 分 布 情况 相 司 (和 =4 辆 车 / 
小 时 ,An = phy = 6 辆 车 /小 时 ), 但 这 个 模型 的 期 望 等 待 时 间 要 少 , 因为 服务 时 间 为 
常数 , 如 下 表 所 示 . 

7M1) : (GD[c/oc) (M/D/Y) : (GD) 
War) 0:500 0.333 
Wa(hr) 0.333. 0167. 


因为 常数 服务 时 间 表 示 该 设施 的 运行 更 加 确定 , 所 以 这 些 结果 是 合理 的 . 
习题 12.7A 

1. 在 例 12.7-1 rb, 计算 设施 空闲 时 间 的 百分比 . 

2. 求解 例 12.7-1, 假定 服务 时 间 分 布 如 下 : 
*(a) 8 至 20 分 钟 之 间 的 均匀 分 布 。 (b) ESAM, u= 12 分 钟 , c = 3 分 钟 . 
(c) 离散 分 布 , 当 值 为 4, 8, 15 分 钟 时 , 概率 值 分 别 为 0.2,0.6, 0.2. 

3. Layson 屋顶 安装 公司 的 业务 是 为 阿肯色 州 的 新 老 居民 安装 屋顶 . 客户 们 随机 地 向 该 公司 
申请 服务 , 平均 每 月 30 天 里 有 9 家 业务 , 按照 先 来 先 服务 的 规则 等 待 上 门 服务 . 每 家 的 面 
积 不 同 , 但 我 们 大 致 可 以 假定 , 屋顶 的 面积 服从 150 平方 米 到 300 平方 米 的 均匀 分 布 . 施 
工 队 一 天 能 完成 75 平方 米 , 求 下 列 各 项 : 
(a) Layson 公司 安装 屋顶 业务 的 平均 积压 作业 数 . 
(b) 一 个 顾客 直到 安装 完 屋顶 的 平均 等 待 时 间 . 
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(c) 假如 增加 施工 队 规模 , 使 得 每 天 能 完成 150 平方 米 , 这 对 完成 作业 的 平均 时 间 有 什么 
影响 ? 

*4. Optica 有 限 公司 根据 顾客 的 订单 配制 处 方 眼镜 . 每 个 工人 只 会 配制 某 儿 种 眼镜 . 该 公司 配 
制 的 双 焦 距 和 三 焦距 眼镜 积压 了 很 多 订单 .负责 配制 这 种 镜片 的 工人 每 天 8 小 时 会 收 到 
30 份 订单 . 配制 一 副 眼 镜 的 时 间 服 从 正太 分布, 平均 值 为 12 分 钟 , 标准 差 为 3 分 钟 . 在 花 
2 到 4 分 钟 (均匀 分 布 ) 检查 这 些 镜片 以 后 , 该 工人 才能 开始 制作 新 的 镜片 . 求 下 列 各 项 : 
(a) 工人 空闲 时 间 的 比例 - 

(b) Optica 公司 双 焦距 和 三 焦距 镜片 的 平均 积压 数 . 
(c) 完成 一 副 镜 片 的 平均 时 间 . 

。 革 产品 按照 泊 松 分 布 到 达 , 到 达 率 为 每 45 分 钟 一 件 . 该 产品 要 求 一 名 工人 按 两 道 工序 加 工 . 
第 一 道 工序 采用 一 台 半 自动 机 床 加 工 , 恰好 28 分 钟 完成 加 工 周期. 第 二 道 工序 只 是 作 调 整 
和 少量 的 改进 , 其 加 工时 间 的 长 短 依赖 于 第 一 道 工 序 加工 后 的 产品 条 件 . 特别 地 , 第 二 道 工 
序 加 工时 间 服 从 3 到 6 分 钟 的 均匀 分 布 . 由 于 每 一 道 工序 的 加 工 都 要 求 工人 全 神 贯 注 , 必 
须要 把 第 二 道 工序 加 工 的 工件 卸 下 后 , 才能 在 半自动 机 床上 装 上 新 的 工件 . 

(a) 求 在 半自动 机 床上 等 待 加 工 的 工件 数 . 
(b) 工人 空闲 时 间 的 百分比 例 有 多 大 . 
(c) 一 个 来 到 的 工件 完成 第 二 道 工序 的 平均 时 间 多 长 ? 
. (M/D/1) : (GD/oo/oc). 说 明 在 服务 时 间 为 常数 的 情况 下 , P-K 公式 简化 为 


AAA 

L.- Pt an 
其 中 = phy B p= 3 = AEG). 

T. (M/Em/1) : (GD/co/co). 已 知 服务 时 间 服 从 参数 为 m 和 u 的 埃 尔 朗 分布 ( 即 , Et} = 
2, Var(t] = 22), 证 明 P-K 公式 化 简 为 

m(1 +m)? 

X0 — mp) 

8. 当 服务 时 间 服从 平均 值 为 二 时 间 单 位 的 指数 分 布 时 , P-K 公式 化 简 为 (M/M/1) : (GD/oc/ 
oo) W La. 

9. 在 一 个 有 c 个 并 行 服务 台 的 服务 设施 中 , 假设 顾客 的 到 达 服从 泊 松 分 布 , 平均 到 达 率 为 入 
来 到 的 顾客 按照 一 种 严格 的 轮流 方式 指定 给 这 些 服务 台 (不 论 繁忙 还 是 空间 ). 
(a) 求 顾客 到 达 间 隔 时 间 的 概率 分 布 . 
(b) 在 (a) 中 进一步 假设 , 来 到 的 顾客 按照 概率 aa > 0,i = 1,2,… ,c, 并 且 on 十 

02 十 … + ar = 1, 指派 给 这 c 个 服务 台 . 求 顾客 到 达 间隔 时 间 的 概率 分 布 . 


12.8 ”其 他 排队 模型 


虽然 前 面 几 节 集中 介绍 了 泊 松 排队 模型 , 排队 系统 还 有 很 多 其 他 类 型 的 模型 . 
特别 地 , 带 有 服务 优先 权 、 网 络 队 列 以 及 非 泊 松 队列 的 排队 模型 构成 了 排队 论文 献 
的 重要 组 成 部 分 . 这 些 模型 出 现在 最 专业 的 排队 论著 作 中 . 


L,=mp+ 
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12.9 ”排队 决策 模型 


排队 设施 的 服务 水 平 是 服务 率 jt 和 并 行 服务 台数 < 的 函数 . 本 节 介 绍 两 个 用 
来 确定 排队 系统 “合适 的 ”服务 水 平 的 决策 模型 : (1) 费用 模型 ; (2) 渴望 水 平 模型 . 
这 两 个 模型 都 认为 , 提高 服务 水 平 会 碱 少 系统 的 等 待 时 间 . 而 这 两 个 模型 的 目的 也 
都 是 在 服务 水 平和 等 待 的 各 个 冲突 因素 之 间 寻 求 某 种 平衡 . 
12.9.1 ”费用 模型 


费用 模型 试图 平衡 两 种 冲突 的 费用 : 
(1) 提供 服务 的 费用 ; 
(2) 在 提供 服务 中 延误 时 间 (顾客 等 待 时 间 ) 的 费用 . 
这 两 种 费用 是 相互 冲突 的 , 因为 一 个 费用 的 增加 , 必然 引起 另 一 个 费用 的 减少 ， 
如 前 面 的 图 12.1 所 示 . 
令 z(= 4 或 c) 表示 服务 水 平 , 则 费用 模型 可 表示 为 
ETC(z) = EOC(z)  EWC(z) 
x ETC - 3-kaHASRERL POR 
EOC = 单位 时 间 运 行 设施 的 期 望 费 用 
EWC = 单位 时 间 等 待 的 期 望 费 用 
EOC 和 EWC 的 最 简单 形式 是 下 面 的 线性 函数 ， 
EOC(z) - Ciz 
EWC(z) «CaL, 
其 中 
Ci = 每 单位 时 间 每 单位 z 的 边际 成 本 
Ca = 每 一 位 (等 待 ) 顾客 每 单位 时 间 的 等 待 费用 
下 面 两 个 例子 说 明 如 何 应 用 费用 模型 . 第 1 个 例子 假定 x 等 于 服务 率 / 第 2 
个 例子 假定 z 等 于 并 行 服务 台数 c 
例 12.9-1 
KeenCo 印刷 公司 正在 采购 一 种 高 速 商用 印刷 机 . 有 4 个 型 号 的 产品 供 选择 ， 
下 面 是 生产 商 提供 的 产品 性 能 指标 : 


印刷 机 型 号 使 用 成 本 (8/ 小 时 ) FIBER. ( 张 /分 钟 ) 
1 15 30 


2 20 
3 a 
4 27 


228 
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KeenCo 公司 的 印刷 业务 按 泊 松 分 布 到 达 , 平均 每 天 24 小 时 有 4 宗 业务 . 印刷 量 是 
随机 的 , 但 平均 每 宗 业务 有 10 000 张 . 与 顾客 签订 的 合同 规定 , 不 能 按期 交 活 的 罚 
款额 为 每 宗 业务 每 天 $80. 那么 KeenCo 应 该 购买 哪 种 印刷 机 呢 ? 

令 下 标 i 代表 印刷 机 型 号 i(i = 1,2,3,4), 则 相应 于 印刷 机 i 每 天 的 总 期 望 费 用 
为 


ETC, = EOC, + EWC; 
=Cis x 24 Cua 
=24Cu  80L,, i = 1,2,3,4 


Cu 的 值 由 问题 的 数据 给 出 . 我 们 知道 , 在 实际 中 的 每 台 印刷 机 都 可 以 看 成 是 
一 个 (M/M/1) : (GD/oc/oc) 模型 . 到 达 率 为 — 4 宗 业务 /天 . 求 出 相应 于 i 型 印 
刷机 的 服务 率 ji 为 


RS i 服务 率 ji( 宗 业务 /天 ) 
1 432 


2 
3 720 
4 

我 们 给 出 型 号 1 的 服务 率 计算 过 程 . 


每 宗 业 务 的 平均 时 间 = 189 x d, = 5.56 小 时 


因此 有 
m= js = 4.32 宗 业务 /天 
下 表 给 出 用 TORA 或 excelFoissonQ xls 计算 的 Lai 的 结果 : 


MNG i O ARERR) MORWAR) Lm( 宗 业务 ) 
1 n 432 12.50 


2 a 518 3.39 
a 4 720 125 
4 4 9.50 0.73 
这 4 个 型 号 印刷 机 的 费用 计算 如 下 : 
印刷 机 型 号 EC EWC($) ETC) 
1 300.00 1000.00 130000 


2 480.00 27120 751.20 
3 576.00 100.00 676.00 
4 648.00 58.40 706.40 
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其 中 型 号 3 的 费用 最 低 . 

习题 12.9A 
1. 在 例 12.9-1 中 , 求 下 列 各 项 : 

(a) 计算 出 例 中 uo, ps, pa 的 值 . 
(b) 假定 每 天 每 宗 业务 $80 的 延期 赔偿 款 只 适用 于 当天 末 还 没有 “ 开 印 ”的 业务 , 则 哪 种 
型 号 的 印刷 机 能 给 出 每 天 最 低 总 费用 ? 

*2. Metalco 公司 正在 为 有 10 台 机 床 的 车 间 聘 用 一 名 修理 工 有 2 个 候选 人 供 考虑 ; 第 1 个 

候选 修理 工 每 小 时 能 修好 5 台 机 床 , 工资 是 每 小 时 $15. 而 第 2 个 候选 工人 技术 更 好 , 每 

小 时 工资 $20, 能 在 一 小 时 内 修理 8 台 机 床 . Metalco 估计 , 每 台 出 故障 的 机 床 因为 耽误 了 

生产 , 每 小 时 要 损失 费用 $50， 假 定 机 床 的 故障 率 服 从 泊 松 分 布 , 平均 每 小 时 3 台 , 并 且 修 

理 时 间 是 指数 分 布 的 , 那么 该 雇用 哪个 修理 工 呢 ? 

BEK 食品 公司 开 了 一 家 新 店 , 号 称 用 了 “最 先进 的 ” 收 款 台 读 码 仪 , Bih 先生 是 BLK 的 

老板 之 一 , 规定 选择 两 种 型 号 的 读 码 仪 之 一 . 读 码 仪 A 一 分 钟 能 处 理 10 件 商品 , 而 质量 更 

好 的 读 码 仪 B 一 分 钟 能 处 理 15 件 商品 , A 型 和 B 型 读 码 仪 每 天 (H 10 小 时 ) 运行 费 和 

维护 费用 分 别 是 $25 和 $35、 买 完 东西 的 顾客 按照 泊 松 分 布 来 到 收 款 台 , 到 达 率 为 每 小 时 

10 位 顾客 , 每 位 顾客 的 购物 车 装 有 25 件 到 35 件 商品 , 星 均 匀 分 布 . Bih 估计 , 每 位 等 待 

顾客 每 分 钟 的 平均 费用 约 为 20 美 分 . 那么 BEK 店 应 该 购买 哪 种 读 码 仪 呢 ?( 提 示 ， 每 位 

顾客 的 服务 时 间 不 是 指数 分 布 , 而 是 均匀 分 布 的 . ) 

l HEI 公司 根据 客户 的 不 同 要 求生 产 一 种 可 设 定 不 同 生产 率 (每 小 时 生产 件数 ) 的 专用 机 床 . 
一 家 加 工厂 的 老板 正在 考虑 购买 一 台 这 样 的 机 床 , 他 看 中 的 是 最 经 济 的 加 工 速度 . 根据 过 
去 的 经 验 , 这 位 老板 估计 来 自 顾客 的 订单 服从 泊 松 分 布 , 每 小 时 平均 3 份 订单 ,每 份 订单 
平均 要 货 500 PF. 该 老板 和 他 的 顾客 之 间 有 协议 , 如 果 完 不 成, 每 份 订单 每 小 时 名 款 $100. 
(a) 假定 每 份 订单 的 实际 生产 时 间 服从 指数 分 布 , 请 建立 一 个 作为 生产 率 j 的 函数 的 一 

般 费用 模型 . 

*(b) 根据 (a) 的 费用 模型, 求 最 优生 产 率 的 表达 式 . 
*(c) 利用 本 问题 给 出 的 数据 , 求 该 老板 应 该 向 H&I 订货 机 床 的 最 优生 产 率 . 
某 机 械 加 工厂 的 工作 按照 泊 松 分 布 到 达 , 每 周平 均 80 件 . 有 一 台 自 动机 床 成 为 该 工厂 的 生 
产 瓶 颈 . 根据 估算 , 该 机 床 的 生产 率 每 增加 一 个 单位 , 每 周 将 会 节省 费用 $250， 不 能 按时 
完成 的 工作 通常 会 导致 业务 的 流失 , 每 周 每 件 工作 估计 损失 8500. 求 该 台 自动 机 床 的 最 优 
生产 率 . 

， 某 比萨 连锁 企业 销售 两 种 规模 的 加 盟 餐 馆 模式 . 模式 A 的 规模 能 接待 20 拨 顾客 , 而 模式 
B 能 为 30 搜 顾客 提供 座位 . 模式 A 的 月 经 营 成 本 为 $12 000, 模式 B 为 $16 000. 一 个 
投资 人 想 要 开办 一 家 自助 式 比萨 饼 店 , 他 估计 顾客 搜 数 (每 拨 占 一 桌 ) 服从 每 小 时 25 所 的 
泊 松 分 布 . 如 果 所 有 的 桌子 都 有 人 了 , 顾客 就 去 别 的 店 . 模式 A 每 小 时 能 接待 26 R, 模式 
B 每 小 时 接待 29 R. 因为 每 搜 顾 客 的 人 数 不 同 , 定 餐 的 方式 也 不 同 , 所 以 服务 时 间 是 指数 
分 布 的 . 该 投资 者 预计 , 流失 业务 的 平均 费用 为 每 拨 顾 客 每 小 时 $15, 不 能 为 等 待 顾客 按时 
提供 服务 所 造成 的 平均 赔偿 费用 为 每 小 时 每 按 顾客 $10. 

(a) 建立 一 个 合理 的 费用 模型 . 
(b) 假定 餐馆 每 天 营业 10 个 小 时 , 该 向 投资 人 建议 哪 一 种 模式 ? 


s 


è 


9. 
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T. 在 第 6 题 中 假设 , 该 投资 人 基于 每 张 额 外 餐桌 的 具体 边际 成 本 选择 合适 的 餐馆 容量 . 请 给 
出 相应 的 一 般 费 用 模型 , 并 定义 所 有 的 模型 项 . 
8. 二 手 货物 流通 公司 以 委托 销售 方式 销售 流行 的 二 手 货物 . 该 公司 的 经 营 方式 可 以 看 成 是 一 
类 库存 问题 , 按照 每 天 和 和 p 件 速率 的 泊 松 分 布 补充 和 消耗 库存 . 缺 货 每 单位 时 间 , 公司 
就 会 由 于 丧失 机 会 而 损失 SC. ; 而 每 单位 时 间 存 货 , 需要 库存 费 $C2. 
(a) 建立 一 个 每 单位 时 间 期 望 总 费用 的 公式 . 
(b) RH p= 的 最 优 值 . 为 了 让 求 出 的 解 与 (M/M/1) : (GD/oo/oc) 模型 的 假设 相 一 
Sk, 对 于 Ci 和 Ca 的 相对 值 应 该 满足 什么 样 的 条 件 ? 
例 12.9-2 
在 一 家 有 多 个 员工 的 工具 库 , 交换 工具 的 请 求 按照 泊 松 分 布 发 生 , 每 小 时 平均 
有 17.5 个 请 求 . 每 个 员工 每 小 时 平均 能 办 理 10 个 请 求 . 工具 库 雇用 一 名 新 员工 的 
工资 是 每 小 时 $12, 每 小 时 每 台 等 待机 床 的 生产 损失 成 本 约 为 $50. 求 该 工具 库 最 
优 的 员工 数 . 
这 个 情形 对 应 于 (M/M/c) 模型 ,其 中 需要 求 出 c 的 最 优 值 . 因此 , 在 本 节 开 始 
给 出 的 一 般 费 用 模型 中 , 我 们 让 z = c, 得 出 下 面 的 费用 模型 : 


ETC(O)=Cic+ CoL) 
=12c+ S0L,(c) 


注意 Lale) 是 该 工具 库 (并 列 ) 员工 数 的 勇 数 . 

我 们 用 每 小 时 和 = 17.5 个 请 求 和 每 小 时 / = 10 个 请 求 的 (M/M/c) : (GD/co/ 
oc) 模型 . 在 这 种 情况 下 , 仅 当 c > 3( 即 对 本 例 中 的 c > 2) 时 , 该 模型 达到 平稳 状 
态 . 下 表 给 出 了 求 最 优 c 值 的 计算 结果 , L, (o) 的 值 (用 excelPoissonQ xls 或 TORA 
算出 ) 表明 , 最 优 员 工 数 应 该 为 4. 


TAGAR) EC 
2 T7407 397.35 
3 227 146.85 
a 1.842 140.10 
5 1.769 148.45 
6 1.754 159.70 


习题 12.9B 
1. 假设 Ci = $20, C; = $45, 求解 例 12.9-2. 

*2. Tasco 石油 公司 拥有 一 套 连 续 运行 的 输油管 线 增 压 器 装置 . 每 台 增 压 器 的 故障 间隔 时 间 服 
从 指数 分 布 , 平均 是 20 小 时 . 维修 时 间 也 服从 指数 分 布 , 平均 维修 时 间 为 3 小 时 . 在 一 个 
特殊 的 增 压 站 , 由 2 名 维修 人 员 看 管 10 台 增 压 器 . 每 个 维修 人 员 的 小 时 工资 是 $18. 输 油 
管线 的 故障 损失 费用 为 , 每 台 增 压 器 每 小 时 损失 $30. Tasco 公司 正在 研究 是 否 要 雇用 另 
一 名 维修 人 员 . 
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(a) 雇用 第 3 个 维修 人 员 是 否 会 节约 总 费用 ? 
(b) 当 有 2 个 或 3 个 值班 的 维修 人 员 时 , 每 次 故障 的 损失 有 多 少 ? 


， 某 公司 租用 一 条 广 域 通信 服务 (WATS) 电话 专线 , 月 租 费 为 $2 000. 公司 办 公 室 每 月 工 


fF 200 个 小 时 .在 所 有 其 他 时 间 里 该 WATS 服务 用 于 其 他 业务 , 公司 不 能 使 用 上 班期 
的 WATS 线路 可 挂 100 个 销售 人 员 的 分 机 ， 每 个 人 可 能 在 任何 时 候 使 用 这 条 线路 , 但 每 
天 8 小 时 内 平均 2 次 , 呼叫 之 间 的 间隔 时 间 服 从 指数 分 布 . 如 果 占 线 的 话 , 销售 人 员 会 一 
直 等 待 , 由 于 不 方便 造成 的 等 待 费 用 约 为 每 分 钟 1 美 分 . 我 们 假定 在 销售 人 员 等 待 用 电话 
的 时 候 , 没有 其 他 的 呼叫 需求 . 正常 的 电话 费 (不 用 WATS 专线 ) 约 为 每 分 钟 50 美 分 , 每 
次 通话 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 是 6 分 钟 ， 该 公司 正在 考虑 ( 按 同 样 的 价格 ) 租用 第 二 条 
WATS 线路 , 以 改善 服务 . 
(a) 这 一 条 WATS 专线 比 没有 WATS 系统 会 为 公司 节约 费用 吗 ? 比 起 不 用 WATS 系 
统 能 让 公司 节约 或 者 损失 多 少 钱 ? 
(b) 公司 应 该 租用 第 二 条 WATS 专线 吗 ? 比 起 一 条 WATS 专线 ， 公司 会 节约 或 者 损失 
多 少 钱 ? 
某 个 机 械 加 工 车 间 有 20 台 机 床 和 3 个 修理 工人 . 一 台 工作 的 机 床 会 按照 泊 松 分 布 随机 地 
发 生 故 障 ， 每 台 机 床 的 修理 时 间 服 从 指数 分 布 , 平均 为 6 分 钟 . 对 这 一 情况 的 排队 分 析 表 
明 , 每 天 8 小 时 整个 车 间 平 均 报修 为 57.8 次 . 假设 每 台 机 床 的 生产 率 为 每 小 时 25 个 工件 ， 
每 加 工 一 个 工件 的 收益 是 $2. 进一步 假设 , 每 个 修理 工 的 每 小 时 工 流 额 为 $20. 请 对 雇用 
修理 工 的 费用 与 机 床 故障 导致 的 收益 损失 费用 进行 比较 . 


« ETC(c) 在 c= c* 达到 最 小 值 的 必要 条 件 为 


ETC(c -1) > ETC(c") 和 ETC(c +1) > ETC(c") 
说 明 这 些 条 件 可 简化 为 
Le) - Li «0€ G < Le -) - Lale) 


对 例 12.9-2 利用 该 结果 , 并 证 明 c* = 4. 


12.9.2 ”渴望 水 平 模型 


费用 模型 的 适用 性 依赖 于 我 们 能 否 对 费用 参数 做 出 很 好 的 估计 . 一般 情况 下 ， 


这 些 参数 是 很 难 估计 的 , 特别 是 与 顾客 等 待 时间 有 关 的 参数 . 我 们 希望 通过 直接 用 
排队 系统 性 能 度量 指标 的 渴望 水 平 模型 来 减轻 这 个 困难 . 这 一 模型 的 思路 是 , 通过 
对 冲突 的 性 能 度量 指标 设 定 一 些 合理 的 上 限 , 来 求 出 服务 水 平 (ui R c) 可 以 接受 的 
范围 . 这 些 上 限 就 是 决策 者 想 要 达到 的 渴望 水 平 . 


下 面 来 说 明 如 何 把 这 种 方法 用 于 多 服务 台 模型 , 其 中 我 们 要 确定 某 种 “可 以 接 


受 的 ”服务 台数 e. 考虑 下 面 两 个 (冲突 的 ) 度量 指标 : 


(1) 系统 中 的 平均 时 间 W;: 
(2) 服务 台 的 空闲 百分率 X. 
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空闲 百分率 的 计算 如 下 : 
e xw e Sz Un - D) ag (-À) x 100 
c c cu 

(证 明 见 习题 12.6E 的 第 12 题 .) 

这 个 问题 简化 为 求 服务 台数 c*, 使 得 

W,«so X«8 

其 中 a 和 6 为 决策 者 指定 的 渴望 水 平 . 例如 , 我 们 可 以 规定 a = 3 分 钟 , 8 = 1096. 

为 了 求解 这 个 问题 , 可 以 画 出 W, 和 X 作为 c 的 函数 的 图 像 , 如 图 12.10 所 示 . 
在 图 像 中 找到 a 和 6, 我 们 马上 就 能 确定 c* 的 可 接受 范围. 假如 这 两 个 条 件 不 能 
同时 满足 , 则 在 得 出 可 行 性 范围 之 前 , 必须 对 其 中 一 个 范围 或 者 两 个 范围 都 进行 放 
gn. 


图 12.10 用 渴望 水 平 模型 进行 排队 决策 


例 12.9-3 
在 例 12.9-2 中 , 假定 我 们 需要 确定 员工 人 数 , 使 得 得 到 一 个 工具 的 期 望 等 待 时 
间 不 超过 5 分 钟 . 同时 , 还 要 求 空闲 百分率 低 于 20%. 
在 计算 之 前 我 们 就 知道 , 在 得 到 工具 前 等 待 时 间 为 5 分 钟 的 渴望 上 限 ( 即 Ww, < 
5 分 钟 ) 显然 是 不 合理 的 . 因为 根据 问题 的 数据 , 平均 服务 时 间 本 身 就 有 6 分 钟 . 下 
表 给 出 了 作为 c 的 函数 的 W。 和 X 值 . 
AX Res. Ee 7 —— 55 


W.mim) 254 76 63 61 60 60 60 
X(%) 125  4L7 563 650 708 750 780 


根据 这 些 结果 , 我 们 应 该 减少 服务 时 间 , 或 者 注意 到 该 问题 的 背景 中 , 工具 的 
请 求 率 高 得 不 合理 (A = 每 小 时 17.5 个 请 求 ) 这 很 可 能 就 是 我 要 解决 的 问题. 例 
如 , 我 们 可 能 想 要 研究 一 下 工具 替换 率 这 么 高 的 背后 原因 , 是 不 是 工具 的 设计 本 身 
存在 什么 缺陷 , 或 者 是 因为 机 床 操作 工人 的 人 为 故意 干扰 因素 ? 
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习题 12.9C 


1 一 加 工厂 有 10 台 同样 的 机 器 . 每 台 机 器 平均 每 7 个 小 时 发 生 一 次 故障 . 修理 一 台 故 障 机 
器 平均 需要 半 个 小 时 . 故障 和 修理 过 程 都 服从 泊 松 分 布 , R: 

(a) 要 使 得 平均 故障 机 器 数 不 超 过 1, 需要 多 少 修理 工 ? 

(b) 需要 多 少 修理 工 才 能 使 得 开始 修理 前 的 等 待 时 间 不 超过 10 分 钟 

在 12.9.1 节 的 费用 模型 中 , 一 般 很 难 估计 出 费用 参数 Cz( 等 待 费用 ). 因此 , 可 能 需要 用 渴 
望 水 平 的 方法 计算 出 费用 Ca， 用 渴望 水 平 模型 求 出 cr， 我 们 就 能 用 下 面 的 不 等 式 估计 出 
可 能 的 Ca: 


本 


De(e)-Lolc+D< & < Lí(e* — 1) 一 Lee) 


(公式 推导 见习 题 12.9B 的 第 5 8D). 假定 c* = 3,0, = 81200, 将 这 一 方法 用 于 例 129.2 
的 问题 
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附录 A AMPL 建 模 语言 


本 附录 ”提供 了 求解 与 开发 复杂 数学 规划 模型 所 需 的 AMPL 主要 语法 规则 、 
对 于 其 他 的 细节 , 可 以 参看 附录 后 面 所 列 的 有 关 基 本 语言 的 参考 文献 (Fourer 等 人 ， 
2003). 还 可 以 参看 网 站 www.ampl.com 提供 的 附加 资源 、 最 新 消息 和 更 新 资料 . 


A. R AMPL 模型 


AMPL 采用 普通 书写 格式 为 数学 规划 (线性 、 整数 和 非 线 性 规划 ) 建 模 提供 了 
一 个 工作 环境 . 图 A.1 给 出 Reddy Mikks 模型 (901348) 的 线性 规划 程序 (文件 
RMI txt). 所 有 专用 的 关键 词 , 除了 特殊 的 运算 符 (+ — 8 ; : > < =) 以 外 , 全 部 
用 黑体 . 其 他 的 所 有 名 称 均 由 用 户 生成 . 


ampl: model RML.txt; 


var xi 5-0; 
var 12 >=0; 
maximize z: Sexi«4ex2; 
subject to 
ci: Gexit4ex2c=24; 
c2: xly2vz2cr6i 
63: -ratz2cn1i 
cà: xac; 
solve; 


display z,x1,x2; 


图 A.1 初 识 AMPL 模型 (文件 RMltxt) 


AMPL 在 DOS 环境 下 使 用 命令 行 和 相关 操作 . 可 以 在 www.OptiRisk-Systems. 
com 网 站 上 找到 最 近 Windows 交互 界面 的 beta 版 测试 软件 

可 以 点 击 AMPL 文件 夹 中 的 amplexe 文 件 来 执行 某 一 模型 ， 并 根据 ampl 的 
提示 , 输入 后 续 命令 , 并 回 车 - 


加 文件 夹 AppenAFiles 在 下 载 资料 中 , 它 包括 了 本 附录 的 全 部 文件 
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其 输出 结果 将 在 屏幕 上 ?” 有 如 下 的 显示 : 

MINOS 5.5: optimal solution found. 

2 iterations 

z=21 

xl = 3 

2 -1.5 

这 里 给 出 了 基本 的 普通 书写 格式 , 但 并 不 推荐 此 方法 用 于 求解 实际 问题 , 因为 
它 是 基于 问题 的 特殊 形式 写成 的 本 附录 的 其 余 内 容 将 详细 说 明 如 何在 实际 应 用 
中 使 用 AMPL. 


A.2 AMPL 模型 的 组 成 


图 A.2 叙述 AMPL 模型 的 一 般 结构 . 模型 由 两 个 基本 段 给 成 顶 段 (1 到 4) 
是 模型 的 代数 表示 , 底 段 (5 到 7) 提供 了 驱动 代数 模型 的 相应 数据 ， 因 此 , 在 线性 
规划 中 , AMPL 代数 表示 形式 完全 相当 于 下 面 的 数学 模型 : 


(1) 集 的 定义 
(2) 参数 的 定义 

(3) 变量 的 定义 

(4) 模型 表示 (目标 和 约束 ) 
模型 补充 | (5) 输入 数据 

(6) 模型 结果 

(7) 结果 输出 


图 A.2 AMPL 模型 的 基本 结构 


max 25 Y es 


st. ERE Sbs i-12,-.m 
$i 
这 种 安排 的 优点 是 , 相同 的 代数 模型 可 以 用 于 求解 不 同 维 数 的 线性 规划 问题 , 只 需 
简单 地 改变 输入 数据 m. n. cj, aiy, b; 的 值 , 就 可 以 求解 任何 维 数 的 问题 . 
使 用 AMPL 模型 , 要 注意 以 下 一 些 语法 规则 : 
(—— Q AMPL BE RUSCEB- BR VSNUM c, CATR AMPL MEERN BNE. 在 学 生 版 中 ， 
MINOS 是 默认 的 规划 求解 ， 它 可 以 处 理 线性 和 非 线性 问题. 下 载 资料 中 包含 了 其 他 的 规划 求解， 


CPLEX, KNITRO. LPSOLVE 和 LOQO. CPLEX 处 理 线性 、 整数 和 二 次 问题 , LPSOLVE 处 
理 线性 和 整 数 问题 , KNITRO 和 LOQO 处 理 线性 和 非 线性 问题 
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(1) AMPL 文件 必须 是 纯 文 本 的 (Windows 的 记事 本 编辑 器 就 能 产生 纯 文本 ). 

(2) 注释 文字 可 以 出 现在 模型 的 任何 位 置 , 并 用 字符 # 引导 . 

(3) 每 一 条 AMPL 语句 , 除 注释 语句 外 , 一 定 要 以 分 号 (;) 结束 . 

(4) 一 条 AMPL 语句 可 以 超过 一 行 , 断 点 最 好 选择 在 适当 的 位 置 , nds de. E 
号 、 逗 点 、 圆 括号 、 花 括号 、 方 括号 , 或 者 是 数学 表达 式 . 这 一 规则 对 于 字符 串 (由 
单 引号 "或 双 引号 "" 括 起 来 的 内 容 ) 不 适用 , 此 时 , 需要 在 断 点 处 加 一 个 反 斜 杠 
Q. 

(5) 所 有 的 关键 词 ( 极 少数 除外 ) 均 用 小 写字 母 ， 

(6) 用 户 使 用 的 名 称 是 区 分 大 小 写 的 . 如 果 必 要 , 其 名 称 必 须 由 字母 数字 和 
下 划 线 组 成 . 其 他 特殊 的 字符 不 能 用 于 命名 . 

我 们 将 用 2.1 节 中 的 Reddy Mikks 问题 来 描述 AMPL 的 工作 原理 , 图 A.3 给 
出 了 相应 的 模型 (文件 RM2.txt). 为 方便 起 见 , 关键 词 (或 保留 字 ) 都 用 黑体 来 强调 

代数 模型 以 集 (set) 开始 , 它 定义 了 一 般 线性 规划 模型 的 下 标 集 . 集 由 用 户 命 
名 , 如 在 Reddy Mikks 模型 中 , 集 的 名 称 为 resource 和 paint. 每 一 个 集 必须 由 关 
键 词 sot 引导 , 上 面 的 两 个 集 对 应 于 一 般 线性 规划 模型 中 的 下 标 集 {i} 和 {j}. 该 
模型 的 输入 数据 段 给 出 了 集 resource 和 paint 的 特定 元 素 . 

参数 (parameter) 由 用 户 命名 , 并 由 关键 词 param 引导 , 它们 把 目标 函数 和 约 
东 的 系数 定义 为 变量 组 和 约束 组 的 函数 . 参数 unitprofit{paint}, aij(resource, 
paint), rhs(resource) 分 别 对 应 于 一 般 线性 规划 模型 中 的 数学 符号 cj, aij, bi. F 
de iR j 分 别 由 AMPL 中 的 集 resource 和 paint 来 表示 . 输入 数据 提供 了 参数 
的 特定 值 . 

模型 的 变量 (variable) 是 zj, 在 这 个 模型 中 叫 product, 它 由 关键 词 var 引导 . 
同样 , product 是 集 paint 的 函数 . 可 以 在 这 同一 条 语句 中 增加 非 负 限制 (>=0). 否 
则 , 默认 值 表示 变量 无 符号 限制 . 

在 模型 的 集 、 参 数 和 变量 的 定义 完成 之 后 , 下 一 步 是 利用 这 些 符号 表示 最 优 
化 问题 . 目标 函数 语句 的 特定 含义 就 是 最 优化 , 所 使 用 的 关键 词 是 maximize 或 者 
minimize. 目标 值 > 是 由 profit 加 冒号 (:) 表示 , 它 的 AMPL 语句 

sum{j in paint}unitprofit[j]*product [j]; 
是 数学 表达 式 D cjz; 的 直接 转述 . 下 标 j 由 用 户 指定 . 注意 , 在 花 括号 {j in pai- 


ant) 中 使 用 的 $ 表示 j 是 集 paint 中 的 成 员 ; 在 方 括号 [j] 中 使 用 的 j, 表示 j 是 
下 标 . 

一 个 模型 可 以 包含 一 条 或 多 条 约束 语句 , 并 且 每 条 这 样 的 语句 都 可 以 由 关键 
词 subject to 或 其 简写 形式 s.t. 引导 . 实际 上 , s.t. 和 subject to 写 不 写 均 可 ， 
因为 AMPL 规定 , 任何 没有 以 关键 词 作为 开始 的 语句 都 是 约束 . 在 Reddy Mikks 
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#esessseesreeesrestssALGEBRAIC DEL 本 本本 


param unitprofit(paint); 
param rhs (resource); 
param aij (resource,paint); 
pm wer 

var product(paint) >= 0; 
Fit. - 

maximize profit: sum{j in paint) unitprofit[j]eproduct[j] ; 
subject to limit(i iu resource): 


sumij in paint) aij(i,jJeproduct[j] <= rhs[i]; 
———P0Ó — 


due 
data; 

set paint := exterior interior; 

set resource := mi m2 demand market; 
param unitprofit := 


exterior 5 
interior 4; 
param rhs:= 
mi 24 
m 6 
demad 1 
market 2; 


param aij: exterior interior := 


mi 6 4 
a2 is 
demand -1 1 


IT 基本 
solve; 
+- ------------------------output results 


display profit, product, limit.dual, product.rc; 


图 A.3 Reddy Mikks 问题 的 AMPL 模型 (文件 RM2.txt) 
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模型 中 , 只 有 一 组 名 叫 limit 的 约束 , EMR resource 有 关 : 
limit(i in resource): 
sum(j in paint) aij[i,j]eproduct[j] <= rhs[i]; 
这 条 语句 是 第 i 个 约束 D aur; < b; 的 直接 转述 . 


了 

声明 变量 是 非 负 的 这 一 思想 可 以 推广 到 允许 建立 变量 的 上 下 界 ， 因 此 , 可 以 
去 掉 那 些 需要 声明 界 的 约束 .首先 , 声明 下 界 和 上 界 , 不 妨 起 名 为 lowerbound 和 
upperbound, 如 

param lowerbound(paint); 

param upperbound(paint); 
其 次 , 变量 被 定义 为 

var product(j in paint}>=lowerbound[j] ,<=upperbound[j]; 
注意 , 语法 规则 不 允许 比较 “向 量 ". 因此 , 如 果 使 用 

var product{paint}>=lowerbound{paint} ,<=upperbound{paint}; 
将 会 产生 语法 错误 . 

也 可 以 使 用 相同 的 语法 设置 参数 条 件 , 例如 , 语句 

param upperbound(j in paint}>=lowerbound[j]; 
将 保证 upperbouad 不 小 于 1owerbound, 否则 AMPL 将 报错 . 对 参数 使 用 界 的 主要 
目的 是 , 防止 无 意 中 输 入 相互 矛盾 的 数据 . 另外 , 当 参 数 只 需要 假定 非 负 值 时 , 可 以 
使 用 这 种 检查 方法 . 

图 A.3 中 的 代数 模型 具有 普遍 性 , 它 可 以 应 用 于 任意 多 个 变量 和 任意 多 个 约 
XX. 可 以 通过 给 出 该 问题 的 特定 数据 “量体裁衣 ” 式 地 应 用 于 Reddy Mikks 情形 
在 语句 data; 之 后 , 我 们 首先 定义 集 的 成 员 , 然后 再 用 这 些 定义 为 不 同 参数 赋值 

集 paint 包含 两 个 变量 的 名 称 , 这 里 我 们 称 之 为 exterior 和 interior. 集 
resource 的 成 员 由 名 叫 m1. m2. demand 和 market. 的 变量 组 成 . data 段 给 
出 相应 的 语句 是 

set pain 

set resource := mi m2 demand market; 
每 个 集 的 成 员 出 现在 保留 运算 符 := 的 右 端 , 并 由 空格 (或 逗号 ) 隔 开 . 当 数 据 段 外 
部 调用 它们 时 , 字符 串 指标 必须 包含 在 双 引 号 中 , 即 paint["exterior"], paint 
["interior"]、 limit["mi"]. limit[*m2"]. limit["demand"] 和 limit["mark- 
et"]). 否则 , 字符 串 指标 会 被 错误 地 解释 成 (数值 型 ) 参数 . 

如 果 在 代数 模型 的 开始 处 (而 不 是 在 数据 段 中 ), 我 们 已 定义 了 如 下 的 集 : 

set resource = ("mi", "m2", "demand", "market"); 

set paint = ("exterior", "interior" 


exterior interior; 
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(注意 , 双 引 号 ""、 分 隔 豆 号 和 花 括号 都 是 不 可 少 的 .) 那么 这 种 方法 对 于 一 般 线性 
规划 问题 并 不 可 取 , 因为 它 针对 的 是 本 问题 , 这 限制 了 本 模型 用 于 不 同 的 输入 数据 
情形 中 . 使 用 这 种 方法 , AMPL 将 不 再 允许 在 data 段 中 修改 集 的 成 员 . 

在 集 resource 和 paint 的 成 员 中 , 使 用 字母 数字 的 命名 方式 对 于 大 问题 可 能 
过 于 繁琐 . 因此 , AMPL 允许 使 用 纯 数字 集 , 即 可 以 使 用 

set paint:= 1 2; 

set resource:= 1..4; . 
范围 1..4 代替 了 明确 的 1 2 3 4 的 表达 方式 , 这 对 于 成 员 数目 很 大 的 集 非常 有 用 . 
例如 , 1. .1000 表示 的 是 具有 1 000 个 成 员 的 集 , 成 员 以 1 为 开始 , 以 1 000 为 结束 ， 
成 员 之 间 逐 个 加 1. 

范围 的 表达 可 以 采用 更 一 般 的 形式 , 首先 定义 m 和 n 作为 参数 

param m; 

param n; 
在 这 种 情况 下 , 集 1. ,m 和 1. .n 可 以 直接 用 在 整个 模型 中 , 如 图 A 4 所 示 (文件 
RM2a.txt), 完全 不 必 使 用 集 的 名 称 resource 和 paint. 


param m; 
paran n; 
param unitprofit(1..n); 


subject to limit(i im 
sun(j in 1. .n}aij (4, j] eproduct [j]<=rhs [1] ; 


solve; 
display profit, product, limit.dual, product.rc; 


图 A.4 Reddy Mikks 问题 的 AMPL 模型 (文件 RM2a.txt) 
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实际 上 , 语法 1. .nm( 或 1. .n) 有 更 一 般 的 形式 

start..end by step 
其 中 start. end 和 step 是 由 AMPL 定义 的 参数 , 它 的 值 在 data 后 面 指定 . 如 果 
start«end 并 且 step>0, 则 集 的 成 员 由 start 开始 , 其 增加 值 为 step, 直到 增加 到 
小 于 或 等 于 ond 的 最 大 值 停止 . 如 果 start>end 并 且 stepco, 则 是 相反 的 情况 . 例 
如 , 3..10 by 2 产生 的 成 员 是 3, 5, 7, 10. .3 by -2 产生 的 成 员 是 10, 8, 6, 4. step 
的 默认 值 为 1. 这 意味 着 start. .end by 1} start. .end 是 相同 的 . 

实际 上 , 在 任何 执行 时 , 参数 start、end 和 step 可 以 是 任意 的 合法 的 AMPL 
数学 表达 式 . 例如 , 已 知 参数 m 和 n, 集 j in 2*n. .mtn"2 by n/2 是 完全 合法 的 . 
然而 , 注意 到 分 数 的 step 可 以 直接 用 于 产生 集 的 成 员 . 例如 , 对 于 m=5, n=13, W 
m..n step m/2 的 集成 员 是 5, 7.5, 10, 12.5. 

Reddy Mikks 模型 中 包含 一 维和 二 维 参 数 . 参数 unitprofit 和 rns 属于 前 一 
类 , 而 参数 aij 属于 后 一 类 . 在 第 一 类 参数 中 , 通过 在 每 个 集成 员 后 面 指定 一 个 数 
值 而 指定 其 数据 , 其 表达 形式 如 下 : 

param unitprofit := 
exterior 5 


interior 4; 
param rhe:* 
mi 24 
m2 6 
demand 1 
market — 2; 


如 果 希 望 列表 中 的 元 素 可 以 被 “ 排 成 ” 一行, 那么 元 素 之 间 只 需 用 空格 隔 开 . 值得 
提倡 的 是 目前 这 种 格式 , 因为 它 有 更 好 的 可 读 性 . 

二 维 参数 aij 的 数据 输入 类 似 于 一 维 情况 . 不 同 的 是 , 在 aij: 后 必须 指定 列 
的 次 序 , 以 消除 可 能 产生 的 混淆 , 如 以 下 的 表达 方式 所 示 : 


param aij: exterior interior := 
ml 6 4 
m2 1 2 
demand -1 1 
market 0 ES 
列表 同样 可 以 是 自由 格式 , 只 要 保证 相应 的 次 序 是 符合 逻辑 的 , 并 且 其 元 素 由 空格 
Rot. 


AMPL 人 允许 为 参数 的 所 有 元 素 指定 默认 值 . 例如 , 假定 对 于 参数 c, 有 c = 11， 
cs = 22, 而 且 ci = 0, i= 2,3,… ,7. 可 以 用 下 面 的 语句 指定 数据 c: 
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param cíi..8); 


data; 

param c:=1 1120304050607 08 22; 
得 到 同样 结果 的 更 紧凑 的 方法 是 使 用 下 面 的 语句 : 

param c(1..8) default 0; 


data; 

param c:=1 11 8 22; 

最 初 , c E11 到 c 8 均 取 默认 值 0, 然后 , c[1] 和 c[8] 再 在 data 段 中 被 改 为 11 和 
22, 通常 , default( 默 认 值 ) 的 后 面 可 以 跟 任何 数学 表达 式 ,这 个 表达 式 在 程序 开始 
时 仅 被 赋值 一 次 . 

AMPL 模型 的 最 终 段 用 于 得 到 解 和 表达 输出 . 命令 solve 是 所 有 程序 求解 模 
型 所 必需 的 . 一 旦 完成 后 , 可 以 请 求 指定 输出 结果 . 跟随 命令 display 后 面 的 输出 
列表 只 是 一 种 显示 结果 的 方法 . 在 Reddy Mikks 模型 中 , 语句 

display profit, product, limit.dual, product.rc; 
显示 目标 函数 profit、 变 量 product, HIRM Limit. dual 和 变量 的 简约 费用 
product .rc 的 最 优 值 . 关键 词 dual 和 rc 分 别 是 约束 Limit 和 变量 product 的 后 
级 , 用 点 (.) 隔 开 . 它们 不 能 作为 单独 的 关键 词 使 用 ,输出 的 默认 值 是 屏幕 也 可 
以 直接 输出 到 外 部 文件 中 , 其 方法 是 在 分 号 (;) 前 直接 插入 > 文件 名 . 附录 A.5 将 
详细 介绍 如 何 直 接 将 输出 送 到 文件 和 电子 表格 中 - 

DOS 下 的 执行 命令 是 

ampl: model RM2.txt; 
相应 的 输出 显示 在 屏幕 上 , 如 图 A.5 所 示 . 

在 图 A.5 中 , 输出 的 布局 安排 有 点 “杂乱 ”, 因为 它 将 约束 指标 和 变量 指标 混在 
一 起 . 可 以 重新 组 织 输出 的 形式 , 通过 使 用 下 面 两 条 display 语句 , 将 它 的 元 素 放 
在 相同 维 数 的 数组 中 , 如 : 

display profit, product, product.re; 

display limit.dual; 

在 一 个 典型 的 AMPL 模型 中 , 正如 图 A.3 所 示 的 模型 那样 , 模型 的 逻辑 段 更 
适合 保持 静态 . 数据 和 输出 段 需要 作 相应 的 改变 , 使 之 与 特定 的 线性 规划 问题 相 匹 
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MINOS 5.5: optimal solution found. 
2 iterations, objective 21 


profit = 21 
i product limit.dual product.re := 
demand Y o i 

exterior 3 2 6.66134-16 
interior — 1.5 : o 

m“ 0.75 

x2 0.5 


图 A.5 在 Reddy Mikks 模型 中 , 使 用 display profit, product, limit.dual. 
product .rc 的 AMPL $i 


配 . 为 此 , AMPL 模型 可 以 由 两 个 独立 的 文件 表示 : 文件 RM2b.txt 提供 模型 的 逻 
辑 部 分 , 而 文件 RM2b.dat 提供 输入 数据 , 并 说 明 输 硬 结果 ”. 在 这 种 情况 下 , DOS 
行 命令 可 按 下 列 次 序 输入 : 
ampl: model RM2b.txt; 
ampl: data RM2b.dat; 
我 们 将 在 附录 A.7 中 看 到 , R solve 和 display 这 样 的 命令 可 以 采用 交互 式 的 方 
式 来 输出 , 而 不 是 模型 中 的 硬 编码 . 
Reddy Mikks 模型 展示 了 AMPL 众多 能 力 中 很 少 的 一 点 . 在 后 面 , 我 们 将 展示 
如 何 从 外 部 文件 和 电子 表格 中 读 取 输入 数据 . 我 们 还 将 展示 , 如 何 向 这 些 媒体 传送 
专门 设计 的 (有 格式 的 ) 输出 . 还 有 , AMPL 交互 式 命令 是 重要 的 调试 和 执行 工具 ， 
这 一 点 将 在 附录 A.7 作 进一步 的 解释 . 
习题 A.2A 
1. 修正 图 A.3 所 示 的 Reddy Mikks AMPL 模型 (文件 RM2.txt), 考虑 具有 防水 功能 的 涂 
料 在 内 共有 3 种 涂料 .每 是 防水 涂料 需要 原料 al 和 n2 分 别 为 0.5 吨 和 0.75 吨 .新 涂料 
的 日 需求 量 在 0.5 吨 至 1.5 CZ fü]. 每 吨 的 收入 是 3 500 美元 . 这 种 产品 没有 其 他 的 限制 
2. 在 图 A.3 所 示 的 Reddy Mikks AMPL 模型 (文件 RM2.txt) 中 , 用 下 列 集 的 定义 重 写 
AMPL 程序 : 
(a) paint 和 {1..m} (b) {1..n} 和 resource 
(c) {1..m} RI Gin) 
3. 修正 图 A.3 所 示 的 Reddy Mikks 模型 (文件 RM2.txt) 中 变量 的 定义 , 使 之 包含 外 墙 涂 
料 的 最 小 需求 量 1 98, 外 、 内 培 涂 料 的 最 大 需求 量 分 别 是 2 吨 和 2.5 m. 
加 实际 上 , 输出 命令 可 单独 执行 ,而 不 是 包含 在 .dat 文件 中 , 这 一 点 将 在 附录 A.T 中 作 进一步 的 解释 
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4. 


在 图 A.3 所 示 的 Reddy Mikks AMPL 模型 中 , 命令 
display profit; 
提供 了 目标 函数 值 . 可 以 用 相同 的 命令 去 显示 每 个 变量 对 总 利润 的 贡献 , 其 命令 格式 如 下 : 
display profit, (j in paint) unitprofit[j]eproduct[j]; 
另 一 种 完成 相同 结果 的 方便 方法 是 使 用 定义 变量 (defined variable) 语句 , 其 格式 如 下 ; 
var extProfiteunitprofit["exterior"]*product["exterior"] 
Var intProfiteunitprofit[*interior"]eproduct[*interior"] 
在 这 种 情况 下 , 目标 函数 和 显示 语句 就 可 以 写 得 简单 一 些 , 其 形式 如 下 : 
maximize profit: extProfit + intProfit; 
display profit, extProfit, intProfit; 
事实 上 , 定义 变量 可 以 有 其 指标 形式 , fn: 
var varProfit(j in paint) = unitprofit[j]eproduct[j]; 
这 样 得 到 的 目标 函数 和 显示 语句 可 以 写成 如 下 形式 : 
maximize profit: sum (j in paint) varProfit[j]; 
display profit, varProfit; 
在 Reddy Mikks 模型 中 , 使 用 定义 变 重 允许 显示 每 个 变量 的 利润 贡献 和 原料 ml 和 
m2 的 资源 消耗 . 
开发 和 求解 例 2.2-2 营养 配方 问题 的 一 个 AMPL 模型 , 并 求 最 优 解 . 确定 和 解释 相应 的 对 
侦 值 和 简约 费用 . 


A.3 ”数学 表达 式 和 计算 参数 
我 们 已 经 看 到 , AMPL 允许 设 定 参数 的 上 下 界 . 实际 上 , AMPL 语言 提供 了 更 


加 灵活 的 方式 , 如 果 希 望 的 话 , 可 以 把 参数 定义 为 复杂 的 数学 表达 式 或 者 计算 参数 . 


为 说 明 计算 参数 的 使 用 , 考虑 银行 提供 n 种 贷款 的 情况 , 其 中 第 i 种 贷款 的 利 


息 为 i, 0 < ri < 1,i= 1,2,…,n. 对 于 本 金 和 利息 不 能 全 部 收回 的 坏账 , 设 贷款 
i 的 比例 为 v. 目标 函数 是 确定 银行 分 配 贷款 i 的 数量 ri, 使 得 在 约束 条 件 限制 下 
总 收益 最 大 . 


说 明 计算 参数 的 使 用 , 重点 要 集中 在 目标 函数 上 .目标 函数 的 代数 表达 式 可 表 


示 为 


max z= Ya Svin — Sis = 35 [ri — wi(ri + DJz 
i Dr: 


izi 


直接 将 > 转述 成 AMPL 语句 有 如 下 形式 : 
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param r{1..n}>0, <1; 

param v{1..n}>0, <1; 

var x(1..n)»-0; 

maximize z: sum(i in 1. .n}(r[i]-v[i]*(r[i]+D)#x[i]; 

(constraints) 

处 理 银行 情况 的 另 一 种 方法 是 , 使 用 计算 参数 来 表示 目标 函数 的 系数 , 其 格式 
如 下 : 

param r{1..n}>0, <1; 

param v{1..n}>0, <1; 

param cfi in 1. .n}=(r[i]-v[i]*(r[i]+1)); 

var x(1..n)»-0; 

maximize z: sum(i in 1..n)c[i]ex[i]; 

(constraints) 

AMPL 对 参数 c[1] 作 计算 , 并 将 其 值 用 在 目标 表达 式 z 中 . 新 的 公式 增强 了 可 读 
性 . 但 在 某 些 情况 中 , 计算 参数 的 使 用 可 能 是 最 基本 的 . 

通常 , 确定 计算 参数 值 的 表达 式 可 以 任意 复杂 , 并 且 可 以 包含 任何 内 置 的 算术 
函数 , 这 些 内 置 函 数 是 大 家 在 任何 程序 语言 中 所 熟知 的 (例如, sin. max.log.sqrt. 
exp). 一 项 重要 的 要 求 是 表达 式 的 值 是 数值 型 的 ?. 

可 以 使 用 条 件 结构 

参数 = if 条 件 then 表达 式 1 else 表达 式 2; 

对 计算 参数 赋值. 条 件 作 算术 值 比较 , 其 字符 串 也 使 用 熟知 的 运算 符 =、<、>、<=、>= 
和 <>( 甚 至 还 有 and/or). 如 要 条 件 是 模型 变量 的 函数 , 将 会 导致 非 线性 . 像 在 其 他 
程序 语言 一 样 , 其 结构 可 以 在 没有 else 表达 式 2 的 情况 下 使 用 . 在 then 和 else 
的 后 面 允许 嵌 套 使 用 it 语句. 

if-then-else 结构 赋 给 计算 参数 的 值 或 者 是 表达 式 1 或 者 是 表达 式 2. 这 就 是 
为 什么 if-thea-else 结构 是 表达 式 而 不 是 语句 的 原因 . (附录 A.7 将 介绍 if-then- 
else 语 句 , 以 及 循环 语句 for{}, repeat while() 和 repeat untilQ. 这 些 语句 主 
要 用 在 自动 解 设 定 和 格式 化 输出 .) 

这 里 用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 if 表达 式 的 使 用 . 例如 在 多 周期 生产 情形 中 ， 
生产 某 种 产品 的 件数 要 适应 需求 的 变化 . 估计 每 件 产 品 的 费用 在 第 一 个 m 周期 是 
了 美元 , 下 一 个 m 周期 增加 10%, 再 下 一 个 m 周期 增加 20%. 

这 个 模型 的 约束 是 每 个 周期 生产 量 的 限制 , 以 及 库存 、 产品 和 需求 的 平衡 方程. 


(D AMPL 手册 提供 了 一 个 “例外 " 当 声 明 参 数 是 二 元 变量 时 , 参数 也 可 以 看 成 是 过 加 型 的 ， 但 这 种 
差别 是 人 为 的 , 因为 将 这 一 类 参数 按 数值 型 来 处 理 ， 依然 产生 同样 的 结果 . 
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为 了 说 明 if 表达 式 的 使 用 方法 , 我 们 将 重点 集中 在 问题 的 目标 函数 上 . 令 
3 三 周期 j 生产 产品 的 件数 ， j=1,2,… ,3m 
目标 函数 如 下 : 


min z 一 p(zl 十 z2 十 … 十 Zm) 十 1.1p(zm+l 十 Zm+2 十 … 十 Zam) 


十 1.2p(z2m+1 十 Zam+2 十 … 十 Zam) 


可 以 在 AMPL 中 建立 函数 模型 如 下 : 

Param p; 

var x{1..3*m}>=0; 

minimize cost: p*(sum(j in 1..m)x[j]*1.1*sum(j in m+1..2*m}x[j]+ 

1.2«sum(j in 2en*1..3«2)x[3]); 

(constraints) 

增强 可 读 性 并 采用 一 种 较为 简洁 的 形式 , 方法 是 使 用 if-then-else 来 表示 目 
标 函 数 的 参数 c[j]: 

param n; 

param ne3em; 

param p; 

param c(j in 1..n)e if j«-m then p else 

(if j»m and j<=2*m then 1.1*p else 1.2«p); 

var x(j in 1..2); 

minimize z: sum(j in 1..n)c[j]*x[j]; 

(constraints) 
注意 条 件 的 嵌 套 , 虽然 不 必 写 包含 第 2 个 if 的 圆 括 号 O, 但 使 用 它 可 以 增强 语句 
的 可 读 性 . 我 们 注意 到 , then 和 else 后 面 总 是 跟着 数值 型 计算 表达 式 . 注意 , c 也 
可 以 定义 为 

param c(j in 1..n}=p*( if j<=m then 1 else 

Gf j»m and j«-2em then 1.1 else 1.2)); 

if-then-else 的 一 种 特别 有 用 的 使 用 方法 是 , 其 参数 或 变量 由 递归 形式 定义 . 
这 种 参数 的 一 个 典型 例子 是 在 确定 库存 水 平 中 , 其 中 周期 的 库存 水 平 为 h, t = 
1,2,… ,n, 且 初始 库存 为 0. 周期 二 的 生产 量 和 和 需求 量 分 别 是 p, 和 de. 因此 , P6 
水 平 是 


[o0 
Lh-hacp-ds t—12,-,n 
库存 水 平 1, 可 以 在 AMPL 中 用 递归 的 方式 计算 , 方法 如 下 : 
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param p(i..n); 
param d(1..n); 
var Ift in 1..n)s if i=1 then 0 else I[t-1]*p[t]-d[t] ; 
注意 , 如 果 不 使 用 if-then-else 表达 式 , 计算 n 将 会 产生 一 些 麻烦 (见习 题 A.3A). 


习题 A.3A 
*1. 考虑 下 列 约束 : 


TOkrQGa26, d-12-e,n-1 
Titan >en 
用 if-then-else 结构 开发 一 组 约束 , 用 来 表示 全 部 n 个 不 等 式 . 

,在 多 周期 的 产品 库存 问题 中 $ ze z, de 分 别 为 周期 ttt = 1,2,… ,T) 的 入 库 量 、 生 
产量 和 需求 量 ， 与 周期 t 相应 的 平衡 方程 为 r + zt 一 de 一 rea = 0， 在 特定 情况 下 ， 
zı = c(> 0), H zr+i = 0. 运用 if-then-else 结构 , 写 出 对 应 于 平衡 方程 的 AMPL 约 
X, 同时 包括 zi = c H rry = 0. 


A4 子 集 和 指标 集 
FR ”假设 有 下 列 约束 : 
Tı + T2 + T5 +T6 +T7 <15 


模型 中 有 7 个 变量 , 但 这 个 特殊 约束 不 包含 变量 zs 和 z4. 
可 以 用 不 同方 式 使 用 子 集 来 写 出 这 个 约 东 的 模型 (所 有 新 的 关键 词 均 用 黑体 ). 


----- method 1 --------------------------------- 


var x{1..7}>=0; 
Subject to lim: sum(j in 1..7: j<=2 or j>=5}x[j]<=1! 


ee 


var x{1..7}>=0; 


subject to lim: 


sun(j in 1..2 union 5. .7}x[j]<=15 


----- method 3 — 
var x{1..7}>=0; 

subject to lim. 
+- 

var x{1..7}>=0; 

subject to lim: sum{j in 1..7 diff (1..4 inter 3..7))x[j]]«-15; 


"Elit ACE v 


sun(j in 1..7 diff 3..4)x[j]]«-1: 
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方法 1 中 , 通过 对 j 强加 限制 以 从 集 {j in1..7) 中 删 去 元 素 3 和 4. 冒号 
C) 将 修正 集 与 条 件 分 开 . 关键 词 union、diff 和 inter 分 别 起 着 AU B. A-B 
和 An B 的 作用 . 方法 4 中 , 集 的 表示 是 令 人 费解 的 . ASIE, 它 提供 了 运算 inter 
的 一 种 使 用 方法 . 

指标 集 。 AMPL 强 有 力 的 特色 是 允许 指标 集 优先 于 普通 集 的 元 素 . 假设 用 两 
种 成 分 A 和 B 来 生产 产品 1, 2, 3, 4, 5. 用 成 分 A 生产 产品 1, 3, 5, 用 成 分 B 生产 
产品 1, 2, 4, 5. 每 种 产品 需要 一 个 单位 的 指定 成 分 . 成 分 A 和 成 分 B 的 最 大 可 用 
量 分 别 是 200 和 300 单位 . 问题 是 确定 每 种 产品 的 装配 单位 数 . 还 需要 其 他 相关 的 
数据 来 完整 地 描述 此 问题 , 但 我 们 的 重点 仅 集中 在 如 何 处 理 可 利用 成 分 的 约束 上 . 

令 c, 是 产品 ili = 1,2,… ,5) 的 生产 量 . 则 成 分 A 和 成 分 B 的 约束 的 数学 表 
达 式 可 以 表示 成 


成 分 A: zl + z3 +25 < 200 
成 分 B: z1 十 za 十 z4 十 z5 挟 300 


约束 的 AMPL 表示 可 以 使 用 指标 集 来 实现 , 其 形式 如 下 : 
set comp; 

set prod(comp); 

param d(comp); 

var x{1. .5}>=0; 

#-----objective function here 

subject to 

C{i in comp}:sum{j in prod[i])x[j]]«*4[i]; 

#-----other constraints here 

data; 
set comp:= A B; 

t prod[A]:=1 3 5; 

set prod[B]:=1 2 4 5; 

param d:= A 200 B 300; 

集 prod 的 指标 是 集 comp 的 元 素 A 和 B, 因此 定义 两 个 指标 集 prod[A] 和 
prod[B]. 接 下 来 , 该 问题 的 数据 段 (在 data; 后 ) 定义 了 prod[A] 和 prod[B] 的 元 
素 , 结合 这 些 数据 , 关于 成 分 的 约束 (不 管 有 多 少 个 ) 由 单一 语句 定义 : 

C(i in comp):sum(j in prod[i]l)x[j]]«-d[i]; 

在 例 6.5-4 和 例 8.1-2 后 面 的 AMPL 程序 中 , 恰当 地 表现 了 指标 集 的 应 用 . 


习题 A.4A 
1. 仅仅 借助 于 sut 函数 , 用 子 集 表示 下 面 约束 的 左 端 项 : 
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@ Ese È y+ on»c 
AC WES 


(5) È z+ PEL k21 
*2。 假设 使 用 5 种 组 件 (每 件 产品 使 用 一 个 单位 ) 生产 10 种 产品 , 其 相关 数据 如 下 表 所 示 ; 


最 小 可 利用 量 
500 
400 
900 
2,4,6,8,10 700 
1,3, 4, 5, 6, 7, 9, 10 100 


ERTS 


每 件 产品 的 组 装 成 本 是 所 用 组 件 的 函数 , 从 组 件 1 到 组 件 5 分 别 是 9 美元 、4 美元 、6 美 
元 、5 美元 和 8 美元 . 任意 一 种 产品 的 最 大 需求 量 是 300 fF. 使 用 AMPL 指 标 集 确定 最 
小 化 安装 成 本 的 最 优 产品 组 合 . (提示 : 令 ry 是 使 用 组 件 j 产品 i 的 件数 .) 

3. 重 做 第 2 题 , 假定 组 件 的 单位 安装 成 本 是 所 组 装 的 产品 的 函数 , 从 产品 1 至 产品 10 分 别 
是 1 美元 、3 美元 、2 美元 、 6 美元 、 4 美元 、9 美元 、2 OL. 5 美元 10 美元 和 7 美元 


A5 ” 存 取 外 部 文件 


到 目前 为 止 , 我 们 已 使 用 “ 硬 编码 " 数据 驱动 了 AMPL 模型 . 实际 上 , 可 以 从 
外 部 文件 、 电 子 表格 和 /或 数据 库 中 读 取 AMPL 的 数据 ， 同 样 也 可 以 将 输出 写 到 
外 部 文件 、 电 子 表格 和 数据 库 中 ， 本 节 介 绍 如 何 从 下 列 媒介 读 输 入 数据 或 写 输出 
Nai: 

(1) 外 部 文件 , 包括 屏幕 与 键盘 ; (Q2) 电子 表格 . 
更 详细 的 资料 可 查阅 参考 文献 [Fourer 等 人 , 2003] 的 第 10 章 . 


A.5.1 简单 读 文 件 


从 无 格式 外 部 文件 中 读数 据 的 语句 是 

read 项 目 列表 < 文件 名 ; 
项 目 列表 是 由 去 号 分 隔 的 无 指标 或 有 指标 参数 列表 . 在 有 指标 的 情况 下 , 其 语法 规 
则 是 {指标 集 } 参 数 名 [指标 ]. 列表 可 以 仅 包含 参数 . 这 意味 着 , 数据 在 调用 read ifi 
句 之 前 , 必须 说 明 所 有 集 的 成 员 . (附录 A.5.3 和 附录 A.5.4 将 介绍 , 集成 员 如 何 从 
格式 文件 和 电子 表格 中 读 取 .) 

为 解释 read 语句 的 用 法 , 考虑 Reddy Mikks 模型 , 其 中 参数 unitprofit. rhs 
和 aij 的 所 有 数据 从 文件 RM3.dat 读 出 , 其 模型 在 文件 RM3.txt 中 . 相应 的 read 
语句 是 : 
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read (j in paint)unitprofit[j], 
{i in resource)rhs[i], 
(i in resource, j in paint)aij[i,j]«RM3.dat; 
文件 RM3.dat 所 列 的 数据 与 reaa 列表 中 出 现 的 项 应 有 完全 相同 的 顺序 ， 


5 4 
24 6 1 2 
6 4 
1 2 
Zt 
0 1 


数据 排 成 多 行 是 为 了 提高 可 读 性 , 从 某 种 意义 来 说 , 我 们 已 有 过 将 所 有 的 元 素 排 成 
一 行 (元 素 之 间 用 空格 隔 开 ) 的 情况 ?. 注意 , 这 个 文件 恰好 全 是 数值 型 数据 . 为 了 
方便 起 见 , 非 数 值 型 的 数据 (如 参数 的 名 称 ) 也 可 以 出 现在 数据 文件 中 , 只 要 它们 被 
symbolic 声明 过 (细节 请 见 参考 文献 [Fourer 等 人 , 2003] 的 7.8 节 和 9.5 4). 

read 语句 允许 从 键盘 上 读 取 数 据 . 在 这 种 情况 下 , 文件 名 被 减 号 所 取代 一 一 
即 用 <-. 在 这 种 情况 下 , read 执行 后 将 产生 DOS 提示 符 ampi, 并 将 不 断 地 重复 ， 
直到 所 有 需要 由 read 读 取 的 数据 全 部 读 完 为 止 . 


习题 A.5A 


1. 为 Reddy Mikks 模型 (文件 RM3.txt) 准备 一 个 输入 文件 RM3x.dat, 假定 相应 的 read 
语句 如 下 ， 
read (j in paint) 
{i in resource) 
( 
rhsli], 
{j in paint)aij[i,j] 
)<RM3x.dat; 
*2. 对 于 Reddy Mikks 模型 , 解释 为 什么 下 而 的 reac 语句 是 繁琐 的 : 
read (i in resource) 
( 
rhstil, 
{j in paint)(unitprofit[j] aij[i,j]) 
)«RM3xx.dat; 
QD .dat 文 件 (和 本 节 后 面 介绍 的 .cab 文件 ) 中 的 隐藏 码 可 能 引发 AMPL 错误 , 如 “too few elements 
in line xx” (Got 行 缺少 元 素 , 其 中 xx 是 行 的 数值 ) 或 "unexpected end of fle”( 文 件 没有 结束 ), 即 
使 文件 看 起 来 似 平 是 完全 合法 的 ， 为 了 除去 这 些 隐藏 玛 立即 单 击 文件 中 最 近 的 数据 元 素 的 右 喘 , 相 
继 按 回 车 键 、 退 格 键 和 回 车 键 
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A.5.2 用 print 或 printf 将 输出 写 到 文件 


在 AMPL rb, 写 输出 数据 文件 的 一 种 简单 的 方法 是 用 预定 格式 print 或 格式 
printf. 作为 解释 , 看 一 下 Reddy Mikks 模型 , 可 以 用 下 面 的 语句 将 输出 数据 传送 
到 一 个 我 们 所 命名 的 file.out 文件 中 (如 果 没有 指定 文件 名 , 输出 的 默认 值 是 屏 
#). 

printf "Objective value is X6.2f Wn", profit >file.out; 

printf (j in paint): 

"485/8218. 3f Vn", j product j] product [j] .rc »file.out; 
输出 格式 总 是 先 于 输出 列表 而 且 必 须 用 双 引号 括 起 来 去 挤 格式 代码 , 相同 的 语句 
可 以 出 现在 print 中 . 

在 第 1 个 printt 语句 中 , 格式 包含 选择 项 描述 性 文本 Objective value is, 
以 及 如 何 输出 列表 的 强制 说 明 . 代码 %6.2f 说 的 是 profit 的 值 使 用 的 格式 具有 6 
位 长 度 , 其 中 小 数 点 后 有 2 位 . 代码 \n 是 移动 文字 到 文件 的 下 一 行 ( 即 相当 于 回 
车 键 ). 这 些 格式 代码 与 C 程序 是 相同 的 . 

在 第 2 个 printf 语句 中 , 输出 列表 包含 j、product [j] 和 product [j] .rc, 
其 中 j 是 AMPL 集 paint 中 的 成 员 (exterior 和 interior) 之 一 . 代码 %8s 是 
为 需要 显示 的 名 称 exterior 或 interior 预 留 的 8 个 位 置 . 万 一 j 是 数值 型 (如 
{j in 1..2)), 则 格式 说 明 必须 是 整数 型 , 如 %3i. 

本 节 的 格式 说 明 仅 限于 Xs. X4. Xf 和 Na. AMPL 还 提供 了 其 他 的 说 明 [ 见 文 
献 (Fourer 等 人 , 2003) 的 表 A-10]. 
习题 A.5B 
1. 用 printt 语句 描述 Reddy Mikks 模型 (文件 RM2.txt) 的 最 优 解 , 并 使 结果 具有 如 下 形 

R, 这 里 用 后 级 slack 和 dual 得 到 松弛 变量 和 对 偶 价 格 - 

Objective value = 
Product Quantity — Profit($) 


Constraint Slack amount Dual price 


A.5.3 ”输入 表 文 件 

在 附录 A.5.1 中 , read 语句 不 允许 读 集成 员 ， 这 种 情形 可 通过 table 语句 来 
解决 . 
在 table 文件 中 , 数据 以 表格 形式 出 现 , 用 所 定义 的 集 的 成 员 适当 地 标记 行 和 
Jl. 读 取 table 文件 需要 一 个 相伴 的 read 语句 . table 语句 编排 数据 的 格式 , read 
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语句 使 这 些 数据 在 模型 中 可 用 . 

table 语句 和 read 语句 的 语法 如 下 : 

table tableName IN" fileName": SetName < —| SetColHdng|, parameters~ ParamColHdng; 

read table tableName ; 
这 种 语法 允许 从 fleName 的 tableName 中 读 AMPL 集 的 成 员 和 参数 成 员 . 

默认 的 fileName 纯 文 本 表格 是 tableName : tab; 可 以 使 用 明确 指定 的 带 有 强 
制 的 .tab 扩展 名 的 fileName ERIE P) 来 覆盖 它 , 指定 的 fileName 的 位 置 在 关 
键 词 IN 后 面 . IN (大 写字 母 ) 意味 着 栓 入 (对 应 的 有 0UT, 将 在 后 面 介绍 , 它 用 于 把 
数据 榆 出 到 表格 文件 ). SetColHdng 可 以 是 表 中 任意 的 一 个 标题 名 , 用 <- 交叉 引用 
表 中 SetName 的 元 素 . 类 似 地 , 用 ~ 交叉 引用 AMPL 参数 和 任意 的 ParamColHdng. 
如 果 SetColHdng 与 SetName 恰好 相同 , 则 语法 SetName <-|SetColHdng] 可 以 被 
[SetName] IN 代替 . 至 于 参数 , ~ParamColHdng 可 以 从 语句 中 删除 . 

为 了 解释 表格 的 使 用 , 图 A.6 给 出 了 名 叫 RM4profit.tab、RM4rhs.tab 和 RM4aij. 


File RMáprofit.tab: 
ampl.tab 1 1 

ai coa 
exterior 5 
interior P 


File RMárhs.tab: 
ampliab 1 1 

resource rhs 
m 24 
2 6 
desand 1 
market 2 


File RMdaij.tab: 
ampl.tab 2 1 


resource paint aij 
E exterior 6 
E interior 4 
E exterior 1 
m2 interior 2 
demand exterior -1 
desand interior 1 


图 A.6 表 文 件 的 内 容 , 用 于 输入 Reddy Mikks 模型 的 参数 unitprofit、rhs 和 aij 
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tab 文件 的 内 容 , 这 些 文件 用 于 输入 Reddy Mikks 模型 的 参数 unitprofit、 rhs 和 
aij. 每 个 文件 的 第 一 行 必 须 是 下 面 的 格式 : 

ampl.tab nbr-indering sets ^ nbr-read parameters 
第 一 个 元 素 ampl .tab 说 明 表格 是 一 个 .tab 文件 , 并 且 随后 的 两 个 元 素 提供 将 要 
从 表 中 读 出 的 参数 指标 集 的 数目 . 在 RMaprofit.tab 和 RM4rhs.tab rh, 只 需 一 个 
集 来 定义 参数 unitprofit 和 rhs, 为 此 , ampl.tab 1 1 用 作 这 两 个 文件 的 标题 行 . 
参数 aij 需要 两 个 集 来 定义 , 所 以 需要 在 标题 行使 用 amp1.tab 2 1. 

标题 行 下 面 列 出 了 集 和 参数 的 精确 名 称 或 替代 名 称 . 在 各 自 的 文件 中 , 随后 的 
行 把 输入 参数 的 值 列 为 其 指标 集 明 确 的 函数 , 并 用 空格 作为 分 隔 符 . 对 于 unitprofit 
和 rhs, 列表 是 很 直观 的 . 对 于 双 指标 的 参数 aij, 由 两 个 明确 的 指标 来 说 明 每 个 参 
数列 表 , 即使 是 显得 有 些 繁 元 

对 于 Reddy Mikks 模型 , 相应 的 表格 定义 如 下 : 

table RM4profit IN: paint <- [COL1], unitprofit~COL2; 

table RM4rhs IN: [resource] IN: rhs; 

table RM4aij IN: [resource, paint], aij; 
在 table 语句 声明 后 , 可 以 用 下 面 的 语句 读数 据 : 

read table RMprofit; 

read table RMrhs; 

read table RMaij; 
为 了 增加 可 读 性 , 建议 把 表格 声明 语句 放 在 约束 段 后 面 于 是 , read 语句 立刻 放置 
在 表格 声明 的 下 面 ( 见 文件 RM4.txt). 

上 述 表 格 语句 解释 了 4 条 语法 规则 : 

(1) 在 所 有 的 3 个 表 中 , 默认 文件 名 是 带 有 .tab 扩展 名 的 表 名 (否则 包含 在 
"n 中 的 文件 名 必须 在 冒号 前 立刻 给 出 ). 

(2) 在 profit 语句 中 , 语法 paint<- [COL1] 告诉 AMPL, 文件 RM4profit tab 
的 coL1- 列 下 的 条 目 定义 了 集 paint 的 成 员 . 

(3) 在 profit 语句 中 , 语法 unitprofit-COL2 交叉 引用 在 coL2 列 中 参数 名 
为 unitprofit 的 值 . 

(4) 在 rhs 语句 中 ，[resource]IN 自动 地 定义 集 resource 的 成 员 , 因为 名 称 
resource 用 作 表 的 列 标题 . 

(5) 在 aij 语 旬 中, aij( 至 少 ) 有 两 维 , 因此 ， 不 能 用 该 语句 读 取 相 应 集 的 成 
D. 相反 , 这 些 集 必须 从 一 维 表 RM4profit 和 RM4rhs 中 读 出 . 因此 , aij 语句 中 的 
[resource, paint] 只 能 用 于 定义 参数 aij 的 指标 . 通常 , 如 果 模型 没有 指标 参数 ， 
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可 以 声明 一 个 表 仅 用 于 从 一 个 文件 读 一 个 集 的 成 员 ， 在 这 种 情况 下 ，.tab 文件 中 
的 标题 行 必 须 为 ampl .tab 1 0, 它 标志 文件 包含 一 列 集成 员 , 并 且 没有 参数 . 例如 ， 
下 面 的 语句 声明 了 一 个 表 , 用 于 从 文件 paintSet .tab 中 读 集 paint 的 元 素 . 

table paintSet IN : [paint]IN; 

在 这 种 情况 下 , paintSet.tab 的 内 容 是 

ampltab 1 0 

paint 

exterior 

interior 

在 一 些 情况 下 , 可 以 很 方便 地 读 二 维 参数 的 数据 , 就 像 用 矩阵 代替 两 个 单元 素 
指标 一 样 , 如 前 面 已 知 的 aij. AMPL 允许 这 样 做 , 只 要 将 表 的 定义 改 为 

table RM4arrayAij IN: [i~resource] ,{j in paint}<aij[i, j]~(j)>; 
(新 表 定 义 有 点 “过 编码 ", ~(j) 显得 有 点 多 余 . 然而 , 它 是 恰当 的 .) 在 这 种 情况 下 ， 
文件 RM4arrayAij.tab 显示 成 


ampl.tab 1 2 
resource exterior interior 
mi 6 4 
m2 1 2 
demand st 1 
market o 1 


注意 ,标题 ampl.tab 1 2 表明 ， 表 mMaarrayAij 有 一 个 关键 指标 (也 就 是 
[i~resource]) 和 两 个 数据 列 (其 标题 是 exterior 和 interior). 新 表 RM4array 
-Aij 并 不 允许 读 集 resource 和 pains 的 成 员 , 表 RM4aij 有 相同 的 限制 .( 见 文件 
RMA.txt.) 


A4 ”输出 表 文件 


在 执行 完 solve 命令 之 后 , 表 文 件 还 可 以 从 AMPL 中 接 到 输出 . 其 语法 类 似 
于 输入 文件 的 语法 , 除了 表 中 所 声明 的 IN 被 OUT 替换 外 . 例如 , 在 Reddy Mikks 
模型 中 , 假定 我 们 对 得 到 下 列 信息 感 兴 趣 : 

(1) 变量 值 和 它 的 简约 费用 (2) 相应 于 约束 的 松弛 变量 和 对 偶 价 格 . 
这 个 信息 需要 用 两 张 表 , 因为 这 两 项 内 容 是 不 同 集 paint 和 resource 的 函数 : 

table varDataOUT: [paint] ,product,product rci 

table conData OUT: 

[resource] ,limit.slack~ slack,limit.dual-Dual; 


A5 AGRAR 503 


OUT 表 声 明 语句 应 该 放 在 约束 段 之 后 , 以 保证 使 用 在 这 些 语句 中 的 变量 名 和 约束 名 
有 定义 ( 见 文件 RM4.txt). 语法 limit.slack~slack 和 limit.dual~Dual 为 在 文 
件 写 入 相应 数据 的 列 分 配 描述 标题 的 名 称 slack 和 Dual. 否则 , 默认 的 标题 名 是 
limit.slack 和 limit.dual. 

为 了 将 输出 写 到 文件 中 , 我 们 需要 结果 命令 solve, 和 紧 随 着 的 write 语句 : 

write table varData; 

write table conData; 
将 输出 结果 分 别 送 到 文件 varData.tab 和 conData.tab 中 . 与 输入 情况 一 样 , 我 们 
可 以 给 出 (在 双 引 号 中 ) 指定 的 文件 名 (以 .tab 为 扩展 名 ) 来 覆盖 默认 的 文件 名 ， 
其 文件 名 位 置 在 关键 词 OUT 之 后 和 冒号 之 前 - 

可 以 用 输出 表 将 二 维 数组 写 到 文件 中 . 例如 , 使 用 下 面 两 个 定义 中 的 任何 一 个 
均 可 将 数组 aij 写 到 一 个 扩展 名 为 .tab 的 文件 中 : 

table AijMatrix OUT: [resource,paint], aij; 

table Aijout OUT:(i in resource)-» [RESOURCES] , 

{j in paint}<aij[i,j]~(j)>; 
在 第 1 个 定义 中 , 文件 AijMatrix.tab 用 同一 行 的 两 个 指标 列 出 aij 的 每 一 个 元 素 . 
在 第 2 个 定义 中 , 文件 Aijout.tab 使 用 数组 的 形式 列 出 aij 元 素 , 并 以 用 户 指定 的 
名 称 RESOURCES 作为 第 一 (关键 ) 列 的 标题 - 


习题 A.5C 


1. 在 文件 RM4.txt 中 , 假定 语句 
read table RMAprofit; 
read table RMárhs; 
read table RM4aij; 
被 下 面 的 语句 替换 : 
read table RM4aij; 
data; 
param unitprofit:* exterior 5 interior 4; 
param rhs:-mi 24 m2 6 demand 1 market 2; 
解释 为 什么 AMPL 并 不 完全 执行 所 作 的 改变 . (提示 : 找到 答案 的 最 佳 方法 是 用 模型 作 试 
验 ) 
2. 假定 文件 RM4rhs.tab 所 读 的 内 容 如 下 : 
ampl .tab 1 1 
constriame Availability 
mi 24 
m2 6 
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demand 1 

market 2 

在 文件 RM4.txt 中 作 必要 的 改动 , 并 执行 此 模型 - 
A.5.5 ”电子 表格 形式 的 输入 /输出 表 

从 电子 表格 中 读 取 数据 和 向 电子 表格 传送 数据 , 这 两 种 情况 使 用 的 语法 类 似 于 
附录 A.5.4 提 到 的 表 文 件 的 语法 形式 . 下 面 的 语句 说 明 如 何 从 文件 名 为 RM5.xls 的 
Excel 电子 表格 中 读 取 Reddy Mikks 模型 的 输入 数据 . 

table profitVector IN "ODBC" "RM5.xls":paint<-[COL1], wnitprofit~COL2; 

table rhsVector IN "ODBC" "RM5.xls":[resource] IN,rhs; 

table aijfatrix IN "ODBC" "RM5.xls":[resource,paint], aij; 
用 户 命名 的 profitVector、rhsVector 和 aijMatrix 是 Excel 3€ RM5.xls 中 表 的 
名 称 . 这 些 名 称 定义 电子 表格 中 的 区 域 , 相当 于 各 自 的 数据 表 ”. "0DBC" 是 电子 表 
格 的 标准 数据 处 理 界面 . read table 则 是 将 数据 传送 到 模型 中 ( 见 文件 RMS. txt). 
注意 表 profitVector 中 COL1 和 COL2 的 使 用 , 它们 相当 于 电子 表格 中 (任意 ) 
列 的 名 称 . 语法 与 输入 表 ( 见 附录 A.5.3) 是 相同 的 . 如 果 希 望 的 话 , 模型 的 每 个 数 
据 表 可 以 储存 在 不 同 的 电子 表格 中 . 

像 附录 A.5.3 一 样 , 二 维 数据 能 够 用 数组 格式 来 读 , 其 使 用 的 表格 定义 如 下 : 

table aijArray IN "ODBC" "RM5.xls":[i~resource], 

{j in paint}<aij[i,j]~(j)>; 
在 这 种 情况 下 , 数组 aij 出 现在 RM5 .xls 中 的 区 域 aijhArray 内 , 并 且 必须 包含 正 
确 的 行 与 列 的 标题 . 记 住 , 表 中 所 用 数值 型 列 标题 必须 通过 使 用 Excel 中 的 TEXT 函 
数 转换 成 字符 事 ， 否 则 AMPL 将 输出 一 些 难 以 辨认 的 错误 信息 . 

同样 的 表格 声明 可 以 将 输出 数据 传送 到 电子 表格 中 . 其 差别 只 是 将 IN 用 0UT 
替换 , 其 他 的 格式 与 表 文件 完全 相同 . 在 这 种 情况 下 , write table 命令 (在 solve 
命令 之 后 ) 将 输出 数据 送 到 电子 表格 . 下 面 的 例子 演示 OUT 表 的 使 用 : 

table variables OUT "ODBC" "RM5a.xls": 

[paint] ,product~solution, product 
table constraints OUT "ODBC" "RM5a.xls": 
[resource] ,limit.slack~slack, limit .dual~dual; 

将 输出 表 variables 和 constraints 传送 到 Excel 文件 RM5a.xls 中 , 在 执行 完 
write table 命令 后 , 每 个 表 自动 出 现在 每 一 张 表格 的 左上 角 . 


re~reducedCost; 


QD 为 了 命名 一 个 区 域 , 在 Excel 表 的 公式 烂 左边 的 “名 称 框 ” 中 , 突出 显示 它 并 输入 其 名 称 , 然后 按 回 
车 键 , 或 用 Excel 表 中 的 “插入 "/“ 名 称 "/“ 定 义 ”. 
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A6 交互 式 命令 


AMPL 人 允许 用 户 交互 式 地 求解 模型 、 检 验 / 修 正 数据 , 并 将 输出 传送 到 屏幕 或 
文件 上 . 下 面 是 一 些 有 用 命令 的 部 分 列表 : 
delete 用 过 号 分 开 目标 函数 名 和 约束 名 ; 
drop 用 过 号 分 开 目 标 函 数 名 和 约束 名 ; 
restore 用 过 号 分 开 目标 函数 名 和 约束 名 ; 
display 用 去 号 分 开 项 目 列表 ; 
print/printf 无 格式 /格式 项 目 列表 ; 
expand 用 过 号 分 开 目标 函数 名 和 约 来 名; 
let 参数 或 变量 (指标 或 无 指标 ) := 值 ; 
fix 变量 (指标 或 无 指标 ) := 值 ; 
unfix 变量 (指标 或 无 指标 ); 


reset data; 
solve; 
这 些 命令 在 ampl: 提示 下 交互 式 地 输入 .一 些 命令 , 像 display 和 print, 如 果 希 
望 的 话 , 可 以 在 模型 中 使 用 硬 编码 . 

delete 命令 完全 删除 所 列 的 目标 函数 和 /或 约束 , 而 drop 只 是 暂时 将 它们 排 
除 在 模型 之 外 . drop 命令 可 以 由 restore 命令 来 废除 . 新 的 目标 函数 或 约束 可 以 
通过 键盘 输入 , 将 它们 加 入 到 模型 中 , 与 我 们 在 硬 编码 模型 中 所 做 的 完全 相同 .( 见 
例 8.2-1 对 于 分 支 定 界 算法 的 一 个 应 用 .) 

我 们 已 在 Reddy Mikks 模型 中 使 用 过 display 命令 . 可 以 直接 将 输出 传送 到 
一 个 外 部 文件 , 借助 于 在 终止 符号 (分 号 ) 之 前 使 用 > 文件 名 . 否则 , 输出 的 默认 值 
是 屏幕 . 

前 面 已 在 附录 A.5.2 中 讨论 过 print/printf 命令 .输出 默认 到 屏幕 , 也 可 以 
像 display 一 样 , 直接 传送 到 输出 文件 中 . 

expand 命令 提供 了 目标 函数 和 约束 普通 形式 的 表达 式 . 例如 , 在 Reddy Mikks 
模型 中 , 命令 

expand profit; 
打印 出 的 目标 函数 为 

maximize profit:5*product["exterior"]+4#product ["interior"]; 
用 这 种 方法 , 用 户 可 以 看 到 模型 是 否 正确 地 得 到 了 输入 数据 . 用 类 似 的 方法 , 命令 

expand limit; 
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将 展开 模型 所 有 的 约束 . 如 果 你 对 某 个 特定 的 约束 感 兴趣 , 则 Limit 后 必须 加 相应 
的 指标 . 例如 ， 

expand limit["mi"]; 
将 显示 模型 的 第 一 个 约束 . 

let 命令 允许 给 参数 或 变量 赋 新 的 值 (用 := 作为 赋值 运算 ). 右 端 项 可 以 是 简 
单 的 数值 或 数学 表达 式 . 它 可 以 用 于 检验 不 同 解 的 情形 , 正 像 我 们 将 在 附录 A.7 中 
说 明 的 那样 . 

fix 命令 是 在 求解 模型 之 前 为 变量 赋 特 定 值 . 例如 , 假定 下 列 语句 

ampl: fix product["exterior"] :=1.5; 

ampl: solve; 
在 求解 Reddy Mikks 模型 之 前 被 交互 式 地 输入 ， 由 于 这 些 命令 , AMPL 求解 问题 
时 , 增加 了 限制 product ["exterior"]=1.5. 由 fix 引起 的 变化 可 以 利用 如 下 的 
unfix 命令 撤销 . 

ampl: unfix product["exterior"]; 
当 一 些 变量 被 消除 (= 0) 或 者 保持 成 常数 时 , fix/unfix 命令 在 检验 模型 方面 非常 
有 用 . ( 见 例 8.3-4 之 后 的 应 用 到 旅行 商 问题 的 AMPL 程序 .) 

命令 reset 是 从 AMPL 中 删除 当前 模型 的 所 有 内 容 . 因此 , 作为 模型 的 重新 
开始 , 新 的 model 命令 是 必需 的 . EA, 命令 reset data; 将 删除 所 有 的 数据 , 而 
reset data a b c; 则 只 删除 参数 a，b，< 的 值 . 再 有 , 在 连续 使 用 model 命令 之 
Tij, AMPL 需要 reset; 的 使 用 . 否则 会 导致 很 难 辨认 的 错误 . 

还 有 大 量 的 有 用 的 交互 式 命令 在 AMPL 中 , 但 它们 的 详细 表述 已 超出 了 本 节 
的 范围 
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假设 在 Reddy Mikks 模型 中 , 我 们 想 要 研究 改变 指定 参数 下 最 优 解 的 灵敏 度 . 
例如 , 在 文件 RM2.txt P, 当 可 利用 原材料 ml (=rhs["m1"]) 从 当前 值 24 吨 变化 
到 新 的 值 27 IURI 30 吨 时 , 最 优 解 将 受到 什么 样 的 影响 ? 在 执行 RM2.txt 后 , 得 到 
rhs["m1"]=24 的 最 优 解 , 可 以 进入 下 列 交互 式 语句 : 

ampl: let rhs["m1"]:= 27; 

ampl: solve; 

ampl: display profit, product; 
输出 将 显示 在 屏幕 上 ( 像 我 们 前 面 解释 的 一 样 , 如 果 希 望 的 话 , 还 可 以 将 输出 送 到 
文件 中 )， 为 获得 rhs["mi"]=30 的 结果 , 重复 相同 的 语句 并 用 let 语句 指定 新 的 
值 . 然而 , 这 并 不 是 做 这 项 工作 最 有 效 的 方法 . 
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AMPL 允许 建立 方便 的 commands 文 件 , 文件 将 消除 重新 输入 命令 带 来 的 不 必 
“ ”要 的 麻烦 . 对 于 当前 的 例子 , 命令 文件 (可 以 指定 它 的 文件 名 为 cmd.txt) 可 以 有 如 
TÉ: 
for (i in 1.2) 
t 
let rhs["ni"]:-rhs["n1"]*3; 
solve; 
display profit, product; 
了 
在 模型 (此 时 , rhs ["ml"]=24) 执行 之 后 , 可 以 执行 剩余 的 两 种 情况 , 通过 输入 
ampl: commands cnd.txt; 
当然 , 我 们 也 可 以 修正 cmd.txt, 让 它 包含 rhs["m1"]=24 语句 , 见习 题 A.7A 的 第 
1 题 . 
还 可 以 用 语句 repeat while condition (...); 或 者 repeat until cond- 
ition (...); 来 代替 ford...) 语句 , 其 格式 如 下 : 
repeat while rhs["ni"]<=30 
1 
let rhs["mi"]:-rhs["mi"] +3; 
solve; 
display profit, product; 
h 
可 以 用 另 一 种 格式 : 
repeat until rhs[*n1"]«30 
t 
let rhs["m1"] :=rhs["m1"]+3; 
solve; 
display profit,rhs["m1"], product; 
k 
注意 : 只 要 条 件 的 返回 值 为 真 , repeat while 就 会 执行 循环 ; 而 条 件 的 返回 值 为 假 ， 
repeat until 才 执 行 循环 . 
在 命令 文件 中 另 一 个 有 用 的 语句 是 if-then-else. 在 这 种 情况 下 , if 可 以 跟 
随 任意 合法 的 条 件 , 而 then 和 else 只 能 跟随 命令 语句 . 与 it 语句 相伴 的 AMPL 
命令 continue; 和 break; 可 以 用 在 循环 结构 中 , 或 者 跳 到 循环 的 下 一 个 指标 , 或 
者 全 部 退出 循环 
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例 8.3-5 (图 8.14) 提 供 了 一 个 使 用 循环 和 条 件 语句 来 显示 格式 输出 的 很 好 的 
例子 
习题 A.7A 
1. 修正 RM2.txt 使 得 rhs "al*] 假定 的 值 在 20 吨 至 35 吨 之 间 , 其 间隔 为 5 吨 ， 所 有 
solve 命令 必须 从 命令 文件 cmd.txt 中 执行 , 其 命令 形式 如 下 : 
ampl: model RM2.txt; 
ampl: commands cad.txt; 
命令 文件 cmd.txt 用 下 面 3 种 不 同形 式 来 构造 循环 . 
(a)fort} (b) repeat while{}; (c) repeat until{}; 


A.8 用 AMPL 作 灵 敏 度 分 析 


在 前 面 已 经 看 到 , 在 AMPL 线性 规划 模型 中 , 如 何 确定 对 偶 价 格 和 简约 费用 ， 
其 方法 是 在 display 命令 中 使 用 ConstraintName.dual 和 VariableName,rc， 为 完 
成 标准 线性 规划 灵敏 度 分 析 报告 , AMPL 附带 提供 了 一 种 工具 , 它 可 以 确定 目标 函 
数 系 数 的 最 优 性 区 域 和 约束 右 端 项 (常数 ) 的 可 行 性 区 域 . 我 们 将 用 文件 RM2.txt( 见 
图 A.3) 来 演示 AMPL 是 如 何 生成 灵敏 度 分 析 报 告 的 . 

在 图 A.3 所 述 的 模型 中 , 替代 solve 和 display 语句 的 是 如 下 语句 : 

option solver cplex; 

option cplex_options' sensitivity'; 

solve; 

display limit.down,limit.current ,limit.up,limit.dual; 

display product. down, product current „product . up, product .rc; 
如 果 希 望 的 话 , 输出 可 以 直接 传送 到 文件 中 ( 见 文件 RM6.txt). 两 个 option 语句 
必须 在 solve 命令 之 前 .第 1 个 display 命令 提供 了 所 有 约束 (在 模型 中 称 为 
limit) 的 可 行 性 区 域 . 后 级 .down, .current 和 .up 给 出 了 每 个 成 员 约 束 的 右 端 项 
的 下 界 值 、 当 前 值 和 上 界 值 . 同样 的 方式 , 第 2 个 display 命令 提供 了 目标 函数 系 
数 的 最 优 性 区 域 . 下 列 输出 是 很 直观 的 . 


profit = 21 
product.down product.current product.up product.rc 
exterior 2 5 6 0 


interior 3.33333 4 10 o 
limit.down limit limit.up " 
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demand -1.5 0 1e*20 
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n2 4 0.5 6.66667 
market 0 0 0 
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